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Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale. 


Von 


Theodor Schneider in Frankfurt a. M. 





Im Jahre 1931 zeigte C. L. Siegel’), daB die GréBen g,, g,, w,, Ws, 
nicht saimtlich algebraisch sind, wobei w, und w, die Perioden der durch 
g, und g, bestimmten WeierstraSschen g-Funktion seien. Mit einer 
ahnlichen Methode bewies ich im Februar 1934*), daB auch g,, g,, w, 7 
nicht alle algebraisch sind, wenn w und 7 demselben Integrationsweg 
entsprechen. Im zweiten Teil meiner Dissertation*) fiihrte ich den Beweis 


des Satzes: Besteht zwischen 8 und t = = keine lineare Beziehung mit 
1 


rationalen Koeffizienten, so ist mindestens eine der GréBen g,, g,, t, B 
und g (wm, 8) transzendent. Auf Grund anderer Beweisprinzipien gelangte 
im Vorjahre G. Pélya‘*) zu der Aussage: Wenn h eine komplexe Zahl 
vom Absolutbetrage < 1 ist, so sind nicht alle fiinf Zahlen 


= rh?" » r h?? Dm rh?" 
Sie’) ia” 1" 


a 





£(—1) (2r—1) a8 °- z(-17 PF at* (r = 1,2,3,...) 
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algebraisch. Diese ist wieder enthalten in dem vor einigen Monaten von 
P. Popken und K. Mahler®) bewiesenen Satz, daB auch die drei GréBen 


on, o's ©'% nicht simtlich algebraisch sind. Alle vorstehenden Kinzel- 
nm mn 


ergebnisse sind in den in § 1 aufgefiihrten Resultaten meiner Untersuchungen 
als Spezialfalle enthalten. In §2 werden die Beweise der in §1 ge- 
machten Aussagen mittels ein und derselben Methode durchgefiihrt. 





1) Uber die Perioden elliptischer Funktionen, Journ. f. Math. 167 (1932), 
S. 62—69. 

*) Vorgetragen im mathematischen Kolloquium zu Frankfurt a. M. 

5) Tra d tersuchungen periodischer Funktionen II, Journ. f. Math. 172 
(1934), 8S. 70—74. 

4) Sur les séries entiéres satisfaisant & une équation différentielle algébrique, 
C. R. 201 (1935), p. 444—445. 

5) Ein neues Prinzip fir Tra denzbeweise, Proc. Amsterdam 38 (1935), 
8. 864—871. 
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Th. Schneider. 


§ 1. 
Ergebnisse. 
Satz I: Gehdren die WeierstraBschen Funktionen g (x) und €(x) zu 
den gleichen Invarianten g, und g, und hat (zx) an der Stelle x = B 
keinen Pol, so sind die sechs GriBen 
92, 93,4, 6, @(B), aB+ 62 (8), 
wobei |a| + |b| + 0 ist, nicht stimtlich algebraisch. 
Dieser Satz enthalt eigentlich eine Aussage iiber nur fiinf GréBen; 
denn fiihrt man fiir 6 den Ausdruck 8, = Af sinngem4B ein, so ist 
1 
y (AB; Ao,, Aw,) aad) 9 (B; w,, ws), 
C(AB; 2w,, Ae) = 6 (B; a, @), 
l 
9,(A@,. Ae) = ja Is (@,, @), 


1 
9s (Aw,, Aw,) = 79s (w, , @). 





8 ‘ > 
Die Werte a, b, J (t) = 5, ire go) und af-Vg, +6- = sind in- 


variant be* der genannten Substitution. (Falls g, = 0 ist, bilde on ahnliche 
Invarianten mit g,+ 0.) Man wahle nun A derart, da8 g,(8,) = 1 wird; 
setzt man nun voraus, die fiinf obengenannten Zahlen seien algebraisch, 
so erhailt man einen Widerspruch zu Satz I. Da jedoch die Werte dieser 
Zahlen von A unabhangig sind, gilt die Satz I verschirfende Aussage: 


Mindestens eine der fiinf Zahlen a, b, J (rt), ee und 
3 


4 . 
ap Vg, + 0° 


ist transzendent. Vos 


Es mag dem Leser iiberlassen bleiben, sich die entsprechenden Ver- 
schirfungen der aus Satz I folgenden Spezialfille zu iiberlegen. 

Der Einfachheit halber seien von nun an die in Satz I auftretenden 
Zahlen g, und g, algebraisch vorausgesetzt. Auf Grund des Additions- 
theorems der ¢-Funktion (das in §2 angegeben ist) kann man dann den 
Satz I in folgender Form aussprechen: 

Der Wert eines elliptischen Integrals erster oder zweiter Gattung mit 
algebraischen Koeffizienten und zwischen algebraischen Grenzen ist trans- 
zendent. 

Daraus folgt speziell wieder: 

Die Lange des Bogens einer jeden Ellipse mit algebraischen Achsen 
zwischen algebraischen Abszissen- oder Ordinatenwerten ist transzendent. 
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I’. Setzt man in Satz I fiir 6 den Wert 7 ein, so ergibt sich aus 
Satz I: Die Zahl aw + bn ist fiir alle algebraischen a, b (\a| + |b| + 0) 
transzendent; oder in anderer Ausdrucksweise: 


Jede Periode eines elliptischen Integrals erster oder zweiter Gattung 
mit algebraischen Koeffizienten ist transzendent. 


Wendet man diese Aussage speziell wieder auf den Ellipsenbogen 
an, so erhalt man: 


Der Umfang einer Ellipse mit algebraischen Achsen ist transzendent. 


Ia. Wird in Satz I a=1 und b = 0 gewihlt, so reduziert sich 
der Satz auf die Aussage: g (8) und B sind nicht beide algebraisch. Setzt 


man noch fiir 8 den Wert 3 ein, so folgt daraus die Transzendenz von o. 


Ib. Man setze umgekehrt a = 0 und 6= 1; dann gewinnt man 
die Feststellung: Auch g (8) und 0(f) sind nicht beide algebraisch. Fiir 


den Wert 8 = 7 folgt hieraus die Transzendenz von ». 

Mit der Feststellung I’ ist sogar die lineare Unabhingigkeit von 
m, 7 und 1 im Kérper der algebraischen Zahlen bewiesen. 

Ic. Nimmt a den Wert He) und 6 den Wert — 1 an, so folgt aus 


Satz I die Tatsache, daB g (8) und a nicht beide algebraisch sind. Trigt 


man fiir # speziell : ein, so gewinnt man daraus die Transzendenz 


” 
von —. 
@ 


Ich méchte noch bemerken, daB die zuletzt gemachte Feststellung 
den in der Einleitung genanntea Popken-Mahlerschen Satz enthalt. Fihrt 


man in meiner obigen Aussage (93, g, und a sind nicht samtlich alge- 
braisch ) die Substitution w, = 4w,, w; = Aw, durch, so erhilt man 


aus den bereits angegebenen Beziehungen: 


Ja (@,, @_) = A*g,(m,,@s) und analog g, = A*g,, Saypt 


@ w'’ 
und daraus folgt: A‘ g,, A°g;, 2? a haben nicht alle algebraische Werte; 
wihlt man nun speziell fiir 4 die (wie ich in Satz IIIa noch zeigen 
werde) bei algebraischen g, und g; transzendente Zahl <, so erhalt man 
das Popken-Mahlersche Ergebnis. 


Satz II: Es seien die WeierstraBschen Funktionen g (x) und g* (q2) 
algebraisch unabhingig und keine dieser Funktionen habe an der Stelle x = 8 


1* 
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einen Pol. Seien ferner 9,, 93,93, 93 die zugehdrigen Invarianten, so wird 
behauptet : 

Mindestens eine der sieben Zahlen g,,9,, 93,93, 9 (B), * (9B), q ist 
transzendent. 

Die erste Voraussetzung des vorstehenden Satzes ist gleichbedeutend 


o* 
mit der Forderung: Die beiden Gleichungen + = xw,+ 4m, und 
= = “@, +, seien mit rationalen x, A, u, v nicht erfiillbar, wobei w* 
eine Periode von g*(z) ist. Sind die beiden Gleichungen in rationalen 
x, A, wu,» erfiillt, so ist aus der Theorie der elliptischen Funktionen be- 
kannt, daB die obengenannten Funktionen algebraisch abhiangig sind. 
Seien nun g(x) und g*(qz) algebraisch abhangige Funktionen, so sei 
die Abhingigkeit etwa durch das Polynom A(g(z), g*(qz)) = 0 aus- 
gedriickt; ordnet man dieses Polynom nach Potenzen von g* (gz) und 
wird mit B(@ (z)) der Koeffizient der héchsten vorkommenden Potenz 
von @*(qz) bezeichnet, dann mu8 B( (z)) an allen Stellen 
+, 292, 288... 
q q 
verschwinden. Ist aber die Gleichung - = x’ w, + 2 w, in rationalen x’, 7’ 


nicht zu erfiillen, so besitzt wegen der Periodizitét von g (xz) das Poly- 
nom B(@(z)) im Periodenparallelogramm unendlich viele voneinander 
verschiedene Nullstellen, die sich also haufen miissen. Mithin mu8 das 
Polynom B(g (z)) = 0 sein; aus diesem Widerspruch folgt die obige 
Behauptung. 

Auch Satz II la8t sich dhnlich wie Satz I verscharfen und fihrt 
zu der Aussage: 


Die sechs Zablen J(r), J (r*), %, ee oe aot q sind nicht alle 
2 2 





algebraisch. 

Nun will ich einige Ergebnisse, die durch Spezialisierung oder andere 
Darstellung aus Satz II gewonnen werden, angeben: 

Der einfacheren Darstellung halber seien wieder (auBer in dem 
Ergebnis Ilc., auf das ich besonders hinweisen méchte) g,, 9,, 93,93 al- 
gebraisch vorausgesetzt. Die entsprechenden Verscharfungen der Einzel- 
resultate mégen auch hier dem Leser iiberlassen bleiben. 


II’. Fiir die Stelle 8 = = erhalt Satz II das folgende Aussehen: 


g* (>) und q kinnen nicht beide algebraisch sein. 
Ila. Seien B und B* derart gewahit, daB g(B) und g—*(f*) beide al- 


gebraisch sind, so ist nach Satz II q = transzendent. 


Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale. 5 


Dies l48t sich auch wie folgt aussprechen: 

Der Quotient von zwei elliptischen Integralen erster Gattung mit alge- 
braischen Koeffizienten, genommen zwischen algebraischen Grenzen auj Rie- 
mannschen Flichen, die durch birationale Transformation nicht ineinander 
tiberfiihrbar sind, ist transzendent. 

Ist speziell 6 = > und p* = ae so folgt die Transzendenz von 

IIb. Es mégen wf = w, und w= = a, sein, dann folgt auch g} = g, 
und gj =g,. Sind nun die Funktionen g(z) und (qz) algebraisch 
unabhingig, so folgt aus Satz II: o(f), (qf), q sind nicht sdmtlich 


algebraisch. Diese Aussage besagt fiir die Stelle 8 = = daB selbst g, 
und @ (q,) nicht beide algebraisch sind; oder in Worten: Der Wert eines 
elliptischen Integrals erster Gattung mit algebraischen Koeffizienten 
zwischen zwei algebraischen Grenzen ist entweder ein rationaler oder ein 
transzendenter Teil einer Periode. 

IIc. Dieser Spezialfall enthalt eine Aussage iiber die Modulfunktion 
J(t). Es werde w}, = w,, w] = w, und g = T vorausgesetzt; dann ist 
q=t= — =u und auBerdem gf = g, und g} = g,, wobei g, und g, 

1 1 
nicht algebraisch vorausgesetzt sein sollen. Sind nun g(z) und g*(t z) 
algebraisch abbingig, so mu8 wy3t' = ww,+yrm, sein. Daraus folgt 
wf} tt! = w, tT? = wo,+ to, und mithin ist yt? +ur—1=0. In 
diesem Falle der komplexen Multiplikation allein sind g (xz) und g*(tz) 
algebraisch abhingig. Liegt aber dieser Fall nicht vor, so ist bei alge- 


braischen g, und g, der Quotient t = <1 nach Ila transzendent. Ver- 
1 


scharft man diese Aussage in der bereits angegebenen Weise, so reduziert 
sich die doppelte Vorraussetzung — g, und g, algebraisch — auf die 
einfache — J(t) sei algebraisch. Der Satz iiber die Modulfunktion 
lautet mithin: 

Ist J(t) algebraisch, so muf t entweder imagindrquadratisch oder 
transzendent sein, und umgekehrt: Ist t algebraisch, aber nicht imaginir- 
quadratisch, so ist J(t) transzendent. 

Satz III: Es seien g(f)+ co, und der einfacheren Darstellung 
halber g, und g, beide algebraisch vorausgesetat. Dann wird behauptet: Die 
drei Gréfen 9 (B), 9+ 0 und et? haben nicht similich algebraische Werte. 

Auch hierzu will ich noch einige Spezialfille angeben. 

IIIa. Wenn B eine Stelle ist, fiir die go (8) algebraisch, und p* +0 


eine solche, dap ef algebraisch ist, 80 ist q = transzendent. Speziell er- 
gibt sich die Transzendenz von —. 


w 
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IIIb. Ersetzt man # durch > so erkennt man, daB g, +0 und 


ev” nicht beide algebraisch sind; wendet man hingegen Satz III fiir die 


Stelle 6 = co =9,% an, so ergibt sich die Transzendenz mindestens 
einer der Zahlen g, und 9 (q, 2). 

Ich will die Reihe der Ergebnisse, die sich noch weiterfiihren laBt, 
hier abbrechen, méchte jedoch noch darauf hinweisen, daB sich die vor- 


genannten Sitze auch sinngemiS auf Aussagen iiber Abelsche Integrale 
iibertragen lassen. 


§ 2. 
Beweisfiibrung. 

Wie ich schon in der Einleitung erwihnte, liegt allen Beweisen die 
gleiche indirekte Methode zugrunde. Ich will mich daher darauf be- 
schrinken, den Beweis von SatzI ausfiihrlich vorzutragen und bei den 
Beweisen der Satze II, III die von dem vorgetragenen Beweis abweichenden 
Teile auszufiihren. Allen Beweisen sei ein Hilfssatz iiber spezielle arith- 
metische Eigenschaften der g-Funktion vorausgeschickt. 

Hilfssatz: Es ist op te) = g(z) ein Polynom in g (2), 9’ (z), 

=z 
& ,g, vom héchsten Gesamtgrade <— (+ mit ganzen rationalen Ko- 
effizienten, und es gilt 

|e (z)|\< 4-7), 
wenn | @ (z)| < y, vorausgesetzt wird. 

Die Aussage dieses Hilfssatzes la8t sich leicht verschirfen, jedoch ist 
dies fiir das Folgende nicht notwendig. 


Beweis: Fir die WeierstraBsche g-Funktion gilt die Differential- 
gleichung 


(1) (p' (x))* = 4 p* (xz) —g, @ (2) — 9s- 
Durch Differentiation folgt aus dieser die Beziehung 
(2) p” (z) = 6 p*(2) — 4. 


Man denke sich nun die Gleichung (2) (r — 2)-mal differenziert und elimi- 
niere die auf der rechten Seite auftretenden héheren als ersten Ableitungen 
der g-Funktion durch jeweilige Benutzung von (2). Man erkennt so, 


da8 g(z) sich darstellen 1aBt als Polynom in g(z), g’ (2), 2, g, mit 
ganzrationalen Koeffizienten. Durch vollstindige Induktion zeigt man 


*) Die natirlichen Zahlen ,, 73, ... sollen von r unabhingig sein. 
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sogar, daB in diesem Polynom nur solche Glieder g" g’% (e)" 9;% 
auftreten kénnen, fiir die 2a, + 3a,+4a,+6a,=—r-+2 ist. Damit 
ist der héchste vorkommende Gesamtgrad <= [t}. wie behauptet. Wird 
mit M, das Maximum der Absolutbetrige der Koeffizienten von g (2) 
bezeichnet, so ist unter Beriicksichtigung von (2) M,.,< 6+) M,; 


daraus folgt durch vollstindige Induktion, daB die Koeffizienten von 
g(x), absolut genommen, kleiner sind als 6"-r!. Die Anzahl der in 
dem Polynom g(x) auftretenden Glieder ist kleiner als (r+ 2)* und 
somit ergibt sich die Ungleichung 


|g (x)| << (r + 2) 6-1! (4+ | @ (z)| +| 9’ (z)| +] g.| +1 9s|)"** << 77-7". 
Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 


Beweis von Satz I: Ich setze voraus, es seien die Zahlen g,, 9,, 
a, b, g (8), af + 62(8) simtlich algebraisch; damit ist nach (1) auch 
@' (8) algebraisch. Diese sieben GréBen mégen einen Kérper R vom 
Grade s bestimmen. AuBerdem setze ich k = 24s+1. Dies voraus- 
geschickt, behaupte ich: Es lassen sich geeignete Koeffizienten C,, 
(A=0,...,n—1; «= 0,..., m—1) derart finden, daB die Funktion 


L(z) = ‘s ‘> C,, 9*(z)- (ax + bC (zx) 


A=0 #=0 


an jeder der Stellen &,, &,,...,& von der r-ten Ordnung’) verschwindet, 
wobei 


a) =H] 


ist, und zwar ergeben sich die Konstanten C,, als ganzalgebraische, nicht 
simtlich verschwindende Zahlen des Kérpers 8, fiir die 


(4) [Cul << yer" (A =0,....8—1; »=0,...,.n—1)%) 
gilt. Hierbei sei &, = x-8 (x = 1,...,%), falls 8 mit jeder Periode in- 
kommensurabel ist; sollte 8 jedoch ein rationaler Teil einer Periode sein, 
so mégen unter den Vielfachen von # diejenigen iibergangen werden, die 
ganzzahlige Vielfache dieser Periode liefern wiirden. Die Bedingung des 
Verschwindens von L(x) an den vorgenannten Stellen liefert kr lineare 
homogene Gleichungen fiir die n* zu bestimmenden Unbekannten (,,. 
Jeder Koeffizient A;; (¢ = 1,..., kr; 7 = 1,..., n*) dieser Unbestimmten 


7) ,.Kine Funktion verschwindet an einer Stelle von r-ter Ordnung“ soll 
heiBen: Die betreffende Stelle ist: fiir die Funktion mindestens r-fache Nullstelle. 


8) Unter [4] sei das Maximum der absoluten Betrige aller Konjugierten von A 
verstanden. 
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hat die Gestalt = (@*(z)- (az + 60 (x)"|,—¢, mit festen x, 9, A, wu. 


Auf Grund des Additionstheorems der g-Funktion, der Beziehung (2), 
der Relation ¢’(z) = — g@(z) und des aus dem Additionstheorem der 
¢-Funktion folgenden Additionstheorem der Funktion az+ b¢(z), das lautet: 


(5) a-(z,+2,)+60 (2, + 2,) = az, +60 (z,) + az, + 60 (z,) 

4 b+ P'(2))— ' (%) 
2 @ (2,)— @ (2)’ 

ergeben sich die Koeffizienten A,;; wegen der eingangs dieses Beweises 

gemachten Voraussetzung als algebraische Zahlen in R. Differenziert man 

die Funktion gy (z)-(az+6¢(z))" o-mal, so erhilt man eine Summe 

von Produkten 


(6) ( (a) ... (per a)" (ax + bE (2))", 
(jedes noch multipliziert mit einem Zahlkoeffizienten), wobei 
A+..-t44+ m6 SAt+p 
%4+-.-+04S5 0 

ist. Die Zahlkoeffizienten dieser Produkte sind Polynome in a und 6 
vom héchsten Grade uw. Ferner stellt man fest, daB die Anzahl der auf- 
tretenden Produkte (6), jedes mit der Vielfachheit genommen, die der 
absolute Betrag seines Zahlkoeffizienten (der selbst ein Polynom in a 
und 6 ist) angibt, kleiner als 74 (A+ m)¢ ist. Aus der Definition von ¢, 
und y,, 7% 73 --- folgt, da k nur von s abhingt, | (£,)| + |¢(6.)| < ; 
(x = 1,...,%). Nun ist aber nach dem vorangeschickten Hilfssatz der 
absolute Betrag eines jeden der Produkte (6) an jeder Stelle ¢, kleiner als 


Or Art .+- + @yt 0,4 e,4 u - +h ¢ 
7% eT tee OP we <M el 


Beriicksichtigt man, daB 4 <= n—1, un S n—1, 0 Sr —1 sind, 80 er- 
halt man also 





und 


|Asj| <j -(Qny yt tr < yy (mry. 
Da fiir die Konjugierten von A;, in & dieselbe Abschitzung durchzufiihren 
ist wie fiir A,, selbst, gilt die Ungleichung 


[4,5] < Vo (mr). 
Wahit man n so groB, daB 
(7) n<r 
ist, so erhalt man 
(8) (4,1 < y7°" (i =1,..., kr; j =1,..., n°). 


A;,, ist, wie schon mitgeteilt, ein Polynom in a und b vom héchsten 
Grade n; nach dem vorangestellten Hilfssatz ist A;, aber auch ein Poly- 
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nom in 2 (&,), g’ (&,), 4, g,; — héchstens vom Gesamtgrade 5 +2n< zr 


(nach (7)) — und in af, +6¢(&,) — héchstens vom Grade n mit ganz- 
rationalen Zahlkoeffizienten. Ist nun y,, die kleinste natiirliche Zahl, 
die die Bedingung erfiillt, daB die simtlichen GréSen 


11% ri brn, V119s» Vir P (Eads V1. @" (Ex), ¥11(@&. +50 (&,)) (x= 1,..., k) 


3 


5 
ganzalgebraisch sind, so ist demnach auch y?, ve ihe 4 VAI Ay; ganz- 
algebraisch. Multipliziert man also die linearen homogenen Gleichungen, 
denen C,, geniigen sollen, mit y$/, so sind die Koeffizienten a,, = 71 4;, 
ganzalgebraisch in & und es gilt nach (8) 


(9) fa; ;| << yt,- 9". 

Da (3) und (9) gelten, sind die Gleichungen lésbar*) in nicht samtlich 
verschwindenden, in & ganzalgebraischen Zahlen C,,, die die Bedingung (4) 
befriedigen. 

Verschwindet die Funktion Z(z) an jeder der Stellen &,, ..., &,.., 
von der Ordnung ¢-+ 1 und an jeder der Stellen ¢,, ..., &, von der Ord- 
nung t, wobei ¢ >r und »=1,..., & sind (fiir » = 1 braucht also 
L(z) an keiner Stelle &, von (t+ 1)-ter Ordnung zu verschwinden), 
so behaupte ich: Falls n hinreichend gro8 ist, verschwindet L(x) auch 
an der Stelle &, von der Ordnung ¢+1. — Zuniachst fiihre ich einige 
Bezeichnungen ein: Es sei C eine aus den Mittellinien des Periodennetzes 
der g-Funktion zusammengesetzte Treppenkurve, die ganz innerhalb 
eines Kreises mit dem Radius ¢’/* um den Nullpunkt als Mittelpunkt liegt 
und einen méglichst groBen Flacheninhalt einschlieBt. Die Polstellen der 
g-Funktion innerhalb C bezeichne ich mit z;. Dann sei 

P(z)= IJ] (x%— 2%)" 


zg in C 
und 


Q(z) = (z@ — E+? ... @ — Fat? (2 — Erg... (@ — Fey 


Ferner bezeichne ich ae) 


daB alle Punkte ¢, innerhalb von C liegen; es ist ja |&,| < 2k|B| 
(x = 1,...,k). Da L(x) voraussetzungsgemiB an den bereits genannten 
Stellen von den angegebenen Ordnungen verschwindet, gilt auf Grund 
des Residuensatzes die Beziehung 








. mit L®(é,). Ich wahle nun n so groB, 








(10) L%é,)-P(E,) tt (L(2) P(z) dx 
Q,) aa Q(z) (x — Eft” 
Cc 
%) Siehe z. B. Hilfesatz 1 (S.67) meiner Arbeit: Tra d t hung 


periodischer Funktionen I; Journ. f. Math. 172 (1934), S. 65—69. 
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Mittels Gieichung (10) will ich |Z(,)| abschitzen.— Die Kurve C ist 
so gewahlt, daB g(z) auf C beschrinkt ist; |az+6¢(x)| ist auf C 
kleiner als y,,¢*. Damit gewinnt man unter Beriicksichtigung von (4) 


1 
Max|L(z)| < 5-197 y%,t® "nt 
zaufi C 
und nach (7) 
13 
<y,t®. 
Weiter erhalt man 


2 
3. 


1 
Max | P(z)| << (not* m7; 
z auf 


da aus (3) n < V4rk folgt, ergibt sich 
1 6 
Max | P(x)| << (yf, t)"7** ** < yt, 
zaufC 
fiir hinreichend groBes n. SchlieBlich ist noch 


1 


| P(é,)| > yyianrt® > Vise 
|Q(é,)| < Yoi- 


und 


Somit erhalt man 


1\— &t 1 


t! 8, f = _ 
(1)) | L (&,) | < Veo M1 gn Mis ha (yatt®) Yost® 


we_ t), 

< ee 3 if 6 6 ) i! 
Die Zahl L“(é,) ist nach der eingangs des Beweises gemachten Voraus- 
setzung algebraisch. Analog zu der Untersuchung der A,, findet man 
hier, daB aie Zahl y$‘ L®(é,) in K ganzalgebraisch ist. — Die Konjugierten 
von L®(é,) in RX erhalt man, indem man auf die Darstellung von L“(é,) 
als Polynom in a,b, %., g,, 9 (,), 9’ (&,), a, + bf (é,) mit rationalen Koeffi- 
zienten zuriickgeit und fiir jede dieser GréBen die entsprechenden Konju- 
gierten einfihrt. Die analog derjenigen von [A,,] geftihrte Abschiatzung 
ergibt: 
(12) [LO(E)] < yy-987 yy ttn? < %,°t*. 
Nun erhalt man aber nach (11) und (12) fiir die Norm der ganzalge- 
braischen Zabl y* L®(é,) die Abschatzung: 


19 k 
|W (ys, - L(é,)| <y,,-h8 0)! ye—ne. pone 


< yma a) 


Arithmetische Untersuchungen elliptischer Integrale. ll 


Nun ist aber k = 248+ 1 oder 48-5 — 4 — — 1 gesetzt, und so wird 
fiir hinreichend groBes n 

IN (rh LOE) | <1, 
und damit ist L®(é,) = 0, wie behauptet. 

Folglich hat die Funktion L(z) aber die Eigenschaft, da8 sie an 
jeder der Stellen €,,...,&, von beliebig hoher Ordnung verschwindet. 
Dies ist jedoch nur méglich, wenn L(z)=0 ist. Die Funktionen g (z) 
und az-+ 6¢(z) sind aber algebraisch unabhingig. — Der so entstandene 
Widerspruch lést sich nur, wenn man die zu Beginn des Beweises ge- 
machte Voraussetzung fallen 1481, womit der Satz bewiesen ist. 

Ich méchte noch hinzufiigen, daB es durch eine Abinderung des 
Beweises, durch die allerdings die Durchfiihrung sehr erschwert wird, 
méglich ist, die gegebenen Abschitzungen zu verschirfen; dasselbe gilt 
fiir die noch folgenden Beweise. 

Beweis von Satz II: Da der Beweis von Satz II methodisch genau 
so verliuft wie derjenige von Satz I, bin ich leider an einigen Stellen ge- 
zwungen, mich zu wiederholen; ich werde jedoch diesen Beweis in ge- 
drangterer Fassung bringen als den ersten. Die Bezeichnung will ich aus 
dem ersten Beweis, soweit wie médglich, iibernehmen, d.h.: ich will ent- 
sprechende GréBen mit denselben Buchstaben bezeichnen, in der Hoffnung, 
daB dies nicht zu Mifversténdnissen fihrt. AuBerdem méchte ich noch 
bemerken, daB der Beweis von Satz III von dem jetzt vorzutragenden 
kaum abweicht, was ja auch nach dem Inhalt der beiden Sitze ver- 
standlich ist. — 

Ich setze also voraus, die sieben GréBen g,, 9,, 92, 93, (8), *(¢f), 
q seien alle algebraisch. Nach (1) sind dann auch g’(f) und g*’ (qf) 
algebraisch. Die neun GréBen sollen den Kérper R vom Grade s be- 
stimmen. Nun suche ich, die n® Koeffizienten C,, als nicht simtlich ver- 
schwindende, in R ganzalgebraische Zahlen so festzulegen, da8 die Funktion 


L(z) = 2 E Cw 9} (2) p**(q2) 


an jeder der Stellen €,,...,&, von der r-ten Ordnung verschwindet, 
wobei r nach der Bedingung (3) von m und k abbiange, und wieder 
k = 248 +1 sei. 

Wiederum sei £, = x-8 (x =1,..., k), falls 8 mit jeder vorkommenden 
Periode inkommensurabel ist; und wenn f einen rationalen Teilwert einer 
Periode annimmt, sollen die ganzzahligen Vielfachen dieser Periode (bzw. 
Perioden) keine Interpolationsstellen sein. Die Unbekannten C,, werden 
bestimmt durch k-r lineare homogene Gleichungen, deren Koeffizienten 








12 Th. Schneider. 


Ay; (i = 1, .«-, krjj = 1, ..., n*) die Gestalt  (p(2) 9**(¢2))le—t, mit 


festen x, 9, A, u haben. Mit Hilfe des bereits genannten Hilfssatzes er- 
kennt man analog zu Satz I, daB die algebraischen Zahlen A,; Polynome 


sind in %. 93> q 93, 9 (&.), P' (&), P* (9 §), P*’ (G§), héchstens vom Grade 


+r, und in g vom héchsten Grade r. Es sei y,, derart bestimmt, daB 
die GréBen Yar E> 7279s» 1% Ya792> Yar P(E x), Yaz P' (Ex)» Yor P* (GEx), 
Yo, * (q&), Yo7q fiir » = 1,..., & ganzalgebraisch sind; dann sind die 
Koeffizienten y$5A,; = a,; ebenfalls in R ganzalgebraisch. In derselben 
Weise wie bei Satz I zeigt man, daB A,; und damit auch a,; einer Ab- 


schatzung der Art 
lass] <r55 9” 


geniigen. Damit lassen sich die Koeffizienten C,, so bestimmen, daB sie 
die geforderten Bedingungen erfiillen und da8 auBerdem 


(13) [Cul <%y-9" 
ist. 

Nun soll L(z) wieder an den Stellen £,,...,&,—, von der Ordnung 
¢+ 1 und an allen Stellen ¢,,...,&, von der Ordnung ¢ verschwinden, 
wobel t>r und »=1,...,k sind. Es sei C eine ganz innerhalb 
eines Kreises mit dem Radius t's um den Nullpunkt als Mittelpunkt 
liegende Kurve von einer Bogenlange y,,t''s, die von jeder Polstelle der 
Funktionen g(z) und g*(qz) einen festen, d. h. von ¢ unabbangigen, posi- 
tiven Minimalabstand hat und einen méglichst groBen Flacheninbalt um- 
schlieBt. Bezeichne ich die saémtlichen, innerhalb C vorkommenden Pol- 
stellen mit z;, so sei P(x) = M1, (x — as)**, wabrend Q(z) den im vor- 

zg in 


hergehenden Beweis angegebenen Wert beibehalten soll. Nun gilt eine 
der Gleichung (10) gleichlautende Beziehung, mittels der man L(é,) ab- 
schitze. Da man jedoch alle Abschitzungen des vorigen Beweises (bis 
auf die Bedeutung der Konstanten) tibernehmen kann, erhilt man unter 
Benutzung von (13) bei hinreichend groBem n 


wi 
|L(E,)| <y4,- G at 


Die Zahl L(é,) ist in & algebraisch; durch Multiplikation mit y$‘ wird 
sie ganzalgebraisch. — Die Konjugierten von L(£,) ergeben sich durch 
Einsetzen der Konjugierten von 4%, 955% 98, P(E.), P(E), P*(Gé.), P*'(GE,), 
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q in die Darstellung des Ausdruckes L(£,) als Polynom dieser GréBen. 
Die Abschitzung der Konjugierten ergibt auch hier: 


[LOE] < v4, - tt. 


Somit ergibt sich fiir die Norm der ganzalgebraischen Zahl y%! - L“(é,) 


5 k 
IN (4s LOUE)| < phat 8)! 


Mit der Festlegung von k = 248+ 1 (wie vorher) folgt fiir hinreichend 
. groBes n auch L®(€,) = 0. Durch vollstandige Induktion erkennt man, 
daB L(x) an jeder der k Interpolationsstellen von beliebig hoher Ordnung 
verschwindet. Mithin ist L(z)=0. Da aber die Funktionen g(z) und 
ya* (qx) voraussetzungsgemaB algebraisch unabhangig sind, folgt ein Wider- 
spruch. Die Lésung desselben liefert die Behauptung des Satzes II. 

Bemerkung zum Beweise des Satzes III: Der Beweis des Satzes III 
geht aus demjenigen von Satz II hervor, indem man die Funktion g*(qz) 
im vorhergehenden Beweise sinngema8 durch die Funktion e?* ersetzt. 
Die der Untersuchung zu Grunde gelegte Funktion lautet also hier 


S8-—1i 86— 


L(z) = 2. Ci, PXx)e*2". 


Alle Abschitzungen, auch die Integralabschitzung, lassen sich dann 
analog ausfiihren wie vorher und liefern die gleichen Ergebnisse. Der 
Widerspruch besteht also wieder darin, daB man einerseits zeigt, es ist 
L(x) = 0, und andererseits weiB, daB die Funktionen g(z) und e?* alge- 
braisch unabhingig sind. Damit wird man auf die Behauptung des 
Satzes III gefiihrt. 


(Eingegangen am 11. 3. 1936.) 








Reihenentwicklungen und Uberschiebungen in der 
Invariantentheorie, insbesondere im quaterniren Gebiet. 
Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Das erste Ziel dieser Arbeit ist, ein festes System von Grundbegriffen 
fiir die Invariantentheorie beliebiger Gruppen aufzustellen, dem sich die 
Begriffe Invariante, Kovariante, symbolische Darstellung, Reithenentwicklung 
und Uberschiebung der projektiven Invariantentheorie von selbst unterordnen. 

Als zentraler Begriff wird der Begriff einer Gréfe herausgestellt, den 
die moderne Tensoralgebra ebenfalls als grundlegend erkannt hat. Unter 
einer GréBe in bezug suf eine Gruppe © versteht man ein Objekt, 
welches durch endlich viele Koordinaten bestimmt wird, die bei einer 
Transformation aus der Gruppe © linear transformiert werden. Beispiele 
von GréBen sind: Vektoren, Tensoren, Skalare, Dichten, Formen. Die 
linearen Transformationen der GréBen bilden jedesmal eine Darstellung 
der Gruppe ©. Dadurch ordnet sich die Lehre von den GréSen, wie 
schon Weyl") erkannt hat, der Darstellungstheorie unter. 

Eine Kovariante einer GréBe { ist eine GréBe A, die ganzrational, 
homogen und invariant von / abhingt. Das zentrale Problem der Inva- 
riantentheorie beliebiger Gruppen ist nun dieses: Durch welche Prozesse 
erhilt man alle Kovarianten von gegebenen GréBen? Ein allgemeines 
Schema fiir die Lésung dieses Problemes wird in §1 angegeben, unter 
der Voraussetzung. daB die betrachteten GréBen vollstindig reduzibel, 
d.h. Summen von einfachen oder irreduziblen GréBen sind. Die Darstellung 
einer vollstandig reduziblen GréBe / als Summe von einfachen GréBen 
hei8t in der Invariantentheorie die Reihenentwicklung der GroBe /. 

Die Reihenentwicklung einer GréBe a liefert schon alle linearen 
Kovarianten von a. Die bilinearen Kovarianten oder Uberschiebungen 
werden durch Reihenentwicklung der in § 1 zu erklarenden Produktgrofe 
axb gewonnen. Auch der Begriff der symbolischen Zerlegung einer GroBe c 


1) H. Weyl, Das gruppentheoretische Fundament der Tensorrechnung, Rend. 
Cire. Mat. Palermo 48 (1924), S. 29. Weyl benutzt statt ,,GréBe das Wort ,,kova- 
riante GréBe*. Wiewohbl der Zusatz ,,kovariant’‘ sehr bezeichnend ist, miissen wir 
ihn hier weglassen, da das Wort kovariant hier eine GréBe bezeichnet, die von 
einer anderen GrdBe in invarianter Weise abhangt, in Ubereinstimmung mit dem 
Sprachgebrauch der klassischen Invariantentheorie. 
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14Bt sich auf den der ProduktgréBe zuriickfiihren. SchlieBlich werden 
beliebige Kovarianten durch sukzessive Bildung von Uberschiebungen 
erhalten. 

Die Bildungsweise der Invarianten durch sukzessives Uberschieben 
wurde von Gordan fiir das binire und ternire Gebiet vollstindig aus- 
gefiihrt, fiir das quaternire Gebiet nur in groBen Ziigen skizziert, ohne 
Angabe der Beweise*). In dieser Arbeit gehen wir vom n-iren Gebiet 
aus (§ 2) und steigen dann zum quaterniren Gebiet hinunter (§ 3). 

Die Darstellungstheorie der speziellen linearen Gruppe liefert im 
n-iren Gebiet die Young-Deruytssche Reihenentwicklung beliebiger Fc rmen 
nach Normalformen (§2). Der Aufbau der Invarianten durch sukzes.ives 
Uberschieben fiihrt also zu dem Problem, die bilinearen Kovarianten von 
zwei Normalformen anzugeben. Durch symbolische Zerlegung der Normal- 
formen wird dieses Problem zuriickgefiihrt auf das andere, die projektiven 
Invarianten von drei ,,Flaggen“ zu finden. Eine Flagge besteht aus 
einem Punkt, einer Geraden durch diesen Punkt, einer Ebene durch diese 
Gerade usw. Dieses Problem wird fiir das binire, das ternire und das 
quaternire Gebiet explizit gelést (§3). Damit sind dann gleichzeitig alle 
quaterniren Uberschiebungstypen gefunden. 


§1. 
GréBen und ihre Kovarianten bei beliebigen Gruppen. 


Es sei © eine Gruppe. Unter einem System von Gréfen der Gruppe © 
versteht man in der Tensoralgebra das, was E. Noether einen Darstellungs- 
modul nennt*), namlich eine lineare Schar § von Elementen f = /,4,+ ... 
+ fn4,, in welcher durch die Gruppe © eine Gruppe von linearen Trans- 
formationen induziert wird. Es soll also fiir jedes s aus © und jedes / 
aus § ein ,,Produkt sf (,,der Operator s, angewandt auf /‘‘) so definiert 
sein, daB die Regeln 

s(f+g9) =sf+sg, 
s (fa) = (sf) 4, 
(st) f = s(t/) 
gelten. Die letztere Regel besagt, daB dem Produkt s¢ zweier Gruppen- 
elemente s,¢ das Produkt der von ihnen induzierten linearen Transfor- 
mationen von  entspricht, mit anderen Worten, da8 es sich um eine Dar- 
stellung der Gruppe © durch lineare Transformationen von % handelt. 


*) P. Gordan, Das simultane System von zwei quadratischen quaternaren 
Formen, Math. Annalen 56 (1903), S, 1—48. 

5) Fir die Begriffe und Satze der Darstellungstheorie siehe B. L. van der Waerden, 
Gruppen von linearen Transformationen, Ergebn. Math. 4, Heft 2 (1935). 
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Driickt man alle GréBen f{ eines Systems durch endlichviele linear- 
unabhingige GréBen /,,..., /, des Systems linear aus, so erhilt man als 
Koeffizienten die ,,Komponenten“ 4, der GréBe f. Durch die Formel 
sf, = Zf,o., wird die darstellende Matrix S = (¢,,) der Transformation s 
definiert. 

Beispiel. Ist G die allgemeine lineare Gruppe GL(n), d. h. die 
Gruppe aller homogtnen nichtsingulaéren linearen Transformationen von 
n Verinderlichen z,, ..., 2: 


a = Zd)xn; x = Lefi,, 


so bilden die Vektoren (z,,...,2z,) selber ein System von GréBen der 
Gruppe, ebenso aber die kontragredienten Vektoren (u',..., u"), welche 
so transformiert werden, daB die Summe 2 wu‘z, invariant bleibt. Die 
Formen hébheren Grades in einer oder mehreren Verinderlichenreihen 
Zi, Yi, ---, #,... bilden ein System von GréBen, wenn man die trans- 
formierte Form / = sf wie iiblich durch die Bedingung 


FER, © 0005 E000} oe IG Ge este eo 
definiert. Statt der Formen / kann man auch ihre Koeffizientensysteme 
(Affinoren, Tensoren) betrachten. Die Skalare (= Zahlen) bilden, wenn 
man sie bei der Substitution s invariant laBt, ein System von GréBen; 
ebenso aber, wenn man sie bei der Ausfiihrung von s mit einer Potenz 
A’ der Transformationsdeterminante 4 = |d;‘| multipliziert (Skalare vom 
Gewichte r). 

Jede Darstellung der allgemeinen linearen Gruppe GL(n) ergibt 
gleichzeitig eine Darstellung der speziellen linearen (oder unimodularen) 
Gruppe SL(n). Dabei fallt der Unterschied zwischen den Skalaren von 
verschiedenen Gewichten fort. Umgekehrt kann man jede Darstellung 
der SL(n) folgendermaSen zu einer Darstellung der GL(n) erginzen: 
Man betrachte zuniichst die in SZ(n) enthaltenen Transformationen ¢/, 
wobei J die Identitaét und € eine n-te Einheitswurzel darstellt. Diese 
bilden eine endliche Abelsche Gruppe, deren Darstellung auf Diagonalform 
gebracht werden kann. Entsprechend den wirklich verschiedenen Diagonal- 
elementen (charakteristischen Wurzeln oder Charakteren) C¢ zerfallt die 
darstellende Matrix von {J in Kastchen ¢¢ J. Da alle Elemente der 
SL(n) mit den ¢J vertauschbar sind, zerfallt die vorgegebene Darstellung 
der SL(n) in gleicher Weise in Kiastchen. Man kann sich also auf den 
Fall beschranken, wo die €J wieder durch Vielfache der Identitat Ce’ J 
dargestellt werden. Nunmehr kann jedes Element s der GL(n) als 
Produkt s = AI-s’ geschrieben werden, wo s’ die Determinante Eins hat 
und somit zu SL(n) gehért. Als Darstellung von s = AI-s’ definiere 
man nun /¢]-S’, wo S’ die vorgegebene Darstellung von s’ ist und wo 
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@=o0'(modn) gewahit werden mu, damit das Ergebnis eindeutig 
wird. 

Zwischen der Darstellungstheorie der allgemeinen und der speziellen 
linearen Gruppe besteht demnach kein sehr wesentlicher Unterschied. 
Dasselbe gilt (demzufolge) auch von ihrer Invariantentheorie. 

Eine GréBe A der Gruppe © heiBt eine Kovariante einer anderen 
GroBe /, wenn A eine homogene ganze rationale Funktion von / ist (d. h. 
die Komponenten von h ganze rationale Funktionen gleichen Grades der 
Komponenten von f sind) und wenn die Zuordnung fh, die durch 
diese Funktion vermittelt wird, bei der Gruppe © invariant bleibt. Das 
hei8t, die Zuordnung f + A soll so beschaffen sein, daB, wenn / auf A, 
so auch sf auf sh abgebildet wird. Ist insbesondere A ein Skalar (eine 
Zahl), also sh ein Vielfaches von h, so heiBt A eine Invariante der GréBe h. 
Da zwischen Zahlen und Vektoren eines eindimensionalen Vektorraumes 
kein wesentlicher Unterschied ist, so kann man eine Invariante auch de- 
finieren als eine solche Kovariante, welche einer eingliedrigen (oder ein- 
dimensionalen) linearen Schar angehért. Ist sh = h, so hat man eine 
absolute Invariante. Entsprechend definiert man simultane Ko- und In- 
varianten von mebreren GréBen. 

Von besonderer Wichtigkeit fiir das folgende ist der Fall, wo die 
Abbildung {A linear ist (lineare Kovariante). Sie fihrt dann nicht 
nur sa in sh, sondern auch {/+/' in h+Ah’ und fA in AA iiber. Die 
GréBen von §, welche auf die Null abgebildet werden, bilden eine lineare, 
bei der Gruppe © invariante Teilschar MN von §. Besteht N nur aus 
der Null, so ist die Abbildung f > A eineindeutig. 

Wenn eine lineare Teilschar 6 der Schar § bei der Gruppe © in- 
variant ist (d.h. in sich transformiert wird oder die Gruppe ,,gestattet*‘), 
so ist 8 wieder ein ,,System von GréBen‘‘ im oben definierten Sinn. fiir 
das man also Kovarianten usw. definieren kann. Die kleinsten (minimalen 
oder irreduziblen) invarianten Teilscharen definieren die einfachsten Arten 
von GréBen, die es in der Schar § gibt; wir wollen sie einfache Gripen 
nennen. Die Transformationen der einfachen GréBen einer minimalen 
Teilschar B bilden, wie man sagt, eine irreduzible Darstellung der Gruppe 6. 
Eine lineare Kovariante 4 der GréBen 6 von 8, welche nicht identisch 
Null ist, ist offenbar nur Null fiir 6 = 0 und definiert daher eine ein- 
eindeutige (isomorphe) Abbildung der Schar % auf eine andere irreduzible 
lineare Schar, welche sich bei der Gruppe © genau so transformiert 
wie 8. Da die Abbildung eineindeutig ist, so ist nicht nur h eine Ko- 
variante von 6, sondern auch umgekehbrt 6 eine lineare Kovariante von h. 
Eine einfache GriBe b hat also keine anderen linearen Kovarianten als 
sulche, die sich genau so transformieren wie die Gripen b selber und aus 
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denen man umgekehrt b als Kovariante wieder zuriickgewinnen kann. Solche 
GréBen sind z.B. die ,,Normalformen“ der projektiven Invariantentheorie, 
auf die wir in §2 zuriickkommen. 

Die Schar § (oder die in ihr stattfindende Darstellung der Gruppe 6) 
heiBt vollstandig reduzibel, wenn sie vollstindig zerfaillt in irreduzible in- 
variante Teilscharen: 

& = 3,+ 3,+... + B,, 
d. h. wenn jede GréBe aus § eindeutig als Summe von einfachen GréfSen 
aus den Scharen %,, 8,,..., 8, darstellbar ist. Die Zerlegung 


f/=6,+6,4+...+6, 


von f in einfache GréBen heiBt die Reihenentwicklung der Gripe }. 

Die oben besprochene Schar aller Tensoren oder Formen ist bei der 
homogenen linearen Gruppe © vollsténdig reduzibel und daher ist fiir 
Tensoren die Reihenentwicklung nach einfachen GréBen stets méglich; 
man erhilt so die bekannten Reihenentwicklungen nach Normalformen 
der projektiven Invariantentheorie, die wir in § 2 ausfiihrlich diskutieren 
werden. 

Wenn die Schar § volistindig reduzibel ist, so gibt es zu jeder 
Teilschar € eine Zerlegung von & in zwei invariante Teilscharen 

& = €+D. 


Ist nun h eine beliebige Kovariante der GréBe c des Teilraums €, 
so kann man den Definitionsbereich der Funktion h auf die ganze Schar § 
ausdehnen, indem man jedes a in der Form c-+d darstellt, was nach 
Voraussetzung eindeutig méglich ist, und dann zur GréBe c das zugehé- 
rige h bildet; dieses hangt dann ganzrational und kovariant von a ab 
und ist fir @ = c mit dem urspriinglichen / identisch. Also: Jede Ko- 
variante einer Teilschar von U ist, wenn U vollstdindig reduzibel ist, gleich 
einer Kovariante der ganzen Schar. Dieser fiir die Anwendung der sym- 
bolischen Methode prinzipiell wichtige Satz wurde von E. Study‘) speziell 
fiir den Fall. von Tensoren oder Formen bei der vollen linearen Gruppe 
bewiesen; sein eigentlicher Grund aber ist nach Weyl') die volle Redu- 
zibilitat der vorliegenden Darstellung der Gruppe 6. Der Satz gilt also 
auch fiir alle endlichen Gruppen, sowie fiir die stetigen Darstellungen 
aller halbeinfachen (insbesondere der geschlossenen) kontinuierlichen Gruppen 
(Drehungsgruppen, unitére Gruppen usw.). 

Ist A eine lineare Kovariante von /, und / = 2b, die Reihenentwick- 
lung von f, so folgt 

h(f) = Zh(b,). 


*) E. Study, Methoden zur Theorie der ternéren Formen, Leipzig 1889, S. 94. 
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Die Kovarianten h(b,) der einfachen GréSen 6, sind nach dem oben 
Bewiesenen wieder einfache GréBen, die sich genau so transformieren wie 
die GréBen selbst. Mithin: Jede lineare Kovariante h(f) ist Summe von 
einfachen GréBen h(b,), die sich genau so transformieren wie die einzelnen 
Glieder b, der Reihenentwicklung von { und linear von ihnen abhdngen. 

Die einzelnen Glieder 6, der Reihenentwicklung sind selber lineare 
Kovarianten von /, und wir sehen, da8 man aus diesen Gliedern durch 
eineindeutige lineare Transformation und Addition jede lineare Kovariante 
aufbauen kann. Kurz und ungenau ausgedriickt: Die Reihenentwicklung 
von f liefert im wesentlichen schon alle linearen Kovarianten von f. 

Ist die Kovariante h = A(f) nicht linear, sondern vom Grade m, so 
kann man durch den PolarenprozeB eine multilineare Kovariante aus ihr 
machen®). Man zieht zu diesem Zweck, wenn («,,...,%) die Kompo- 
nenten der GréBe f/ sind, eine zweite GréBe g = (f,,..., 8,) heran, deren 
Komponenten neue Unbestimmte sind, die aber genau so wie die GréBe a 
transformiert wird, und berechnet den Koeffizienten h,(a,6) von A in 
h(a + Ab): 


A(i+4g) =A(A +4 (9) 4+.-5 AED= Se 


Da die GréBe f+ Ag so wie f und g transformiert wird, so wird 
h, (/, 9) ebenso transformiert; fiir g =f wird h,(f,/)=m-h(f). Die 
GréBe + h, (f,g) ist eine simultane Kovariante vom Grade m—1 in f 
und linear in g. Sie heiBt die erste Polare von h(f) und wird mit 

P. fa h (f) 

bezeichnet. Durch nochmalige Polarisierung mit Hilfe einer dritten GréBe k 
erhalt man eine Form der Grade m—2, 1, 1 in /,g,k usw., bis man 
schlieBlich eine Multilinearform erhalten hat, welche symmetrisch und 
linear in den m GréBen /, 9, k,...,q ist und firg=k=...=q=f 
gleich h(f) wird. Man kénnte sie auch mit einem Schlage durch Ent- 
wicklung vor A(A,f + A,g +... +A ,q) nach den Potenzprodukten der A, 
erhalten. 

Die multilinearen Kovarianten lassen sich nun weiter in lineare ver- 
wandeln mit Hilfe des Begriffes der. freien (oder Kroneckerschen) Produkt- 
gréfe. Aus zwei GréBensystemen U% und %, welche sich aus den linear 
unabhingigen GréBen a,,...,@, und b,,...,6, aufbauen, leitet man ein 
System € = Ux her, indem man formal die mn Produkte a,b, ein- 
fikrt und aus ihnen die lineare Schar € = (...,a,b,,...) bildet, der 


5) Dabei wird der zugrunde gelegte Konstantenkérper als Kérper der Charakte- 
tistik Null vorausgesetzt. 


Q* 
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unter anderem alle Produkte a-b = (La,«,)(26,8,) = 2La,b,a,8, an- 
gehéren. Die mn Produkte a,b, werden dabei als linear unabhingige 
GréBen betrachtet und die Transformation s wird fiir sie durch 


8 (a,b,) = (sa,) (sb) = La, b, a4 Fu% 


definiert. Sind die GréBen a und b insbesondere Formen f(z, y, ..., u, ...) 
im oben definierten Sinn, so kann man die formalen Produkte a,b, auch 
wieder als Formen deuten, indem man zunichst die Form 6} so schreibt, 
daB die in ihr vorkommenden Variablenreihen von den in a vorkommenden 
Variablenreihen verschieden sind (was durch Einfiihrung von einigen zu 
den vorhandenen kogredienten neuen Variablenreihen stets méglich ist) 
und dann die Produktformen a,b, bildet; diese spannen eine lineare 
Formenschar € = &x8 auf, der alle Produkte ab angehéren. 

Fiir die aus den GréBen a, b, ... hergeleitete ProduktgréBe ab in der 
Produktschar benutzen wir auch das Zeichen axb. Zu bemerken ist, daB 
die Transformationsweise der GréBen der Produktschar rein formal definiert 
ist und nur von den Transformationsweisen der GréBen a und 6b abhangt. 
Fiir alle Fragen wie: Reihenentwicklung des Produktraumes, lineare Ko- 
varianten des Produktraumes usw., kann man die GréBen a und b immer 
durch solche, welche sich genau so transformieren, ersetzen. 

Entsprechend bildet man aus mebr als zwei GréBen die Produkt- 
gréBen. Die Produktbildung ist assoziativ und kommutativ. 

Jede multilineare Kovariante h der GréBen a,b, ... laBt sich nun 
als lineare Kovariante der Produktschar auffassen, denn man kann den 
Wert von A fiir die GréBe a,b, definieren als den Wert von A fiir die 
Argumente a,,6,,... und dann die Werte von A linear iiber die ganze 
Produktschar fortsetzen. Man iiberzeugt sich leicht, daB das so definierte h 
eine Kovariante der Produktschar ist und da8 man die urspriingliche 
Funktion A (a, b,...) aus ihr zuriickgewinnen kann, indem man den Wert 
vun fh fiir das Element ab... der Produktschar bildet. 

Die linearen Kovarianten der Produktschar sind nach dem Obigen 
bekannt, sobald die Zerlegung der Produktschar in irreduzible Teilscharen, 
d. h. sobald die Reihenentwicklungen fiir die ProduktgréBen bekannt sind. 
Sind mehr als zwei GréBen miteinander zu multiplizieren, so wird man 
zweckmaBig zuerst zwei GréBen miteinander multiplizieren, die entstehende 
ProduktgréBe in einfache GréBen zerlegen, diese mit der dritten multi- 
plizieren, wieder zerlegen usw. Man braucht dann jeweils nur die Reihen- 
entwicklung fiir das Produkt von zwei irreduziblen GréBen. Diese Reihen- 
entwicklung liefert die einfachen bilinearen Kovarianten oder Uberschiebungen 
der beiden GréBen. Durch wiederholtes Uberschieben erhalt man schlieB- 
lich alle multilinearen Kovarianten (Methode von Gordan). 
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Die ProduktgréBen werden nicht nur benutzt, um nichtlineare Ko- 
varianten auf lineare zuriickzufiihren, sondern auch umgekehrt, um lineare 
Kovarianten einer GréBe f, die sich wie eine ProduktgréBe axb trans- 
formiert, auf Kovarianten von a und 6 zuriickzufiihren. Man spricht 
dann von einer symbolischen Zerlegung von {. Damit ist folgendes gemeint: 
Die GréBe f durchlaufe eine lineare Schar §, die isomorph zur Produkt- 
schar UxB ist; wir nehmen der Einfachheit halber direkt § = AUxB 
an. Dann ist nicht jede GréBe f der Schar ein Produkt a6, wohl aber 
ist jedes f eine Linearkombination solcher Produkte. Eine lineare Ko- 
variante A(f/) ist insbesondere definiert fiir die Produkte /=ab und 
ergibt also eine bilineare Funktion h (ab) von a und b. Ist diese bilineare 
Funktion h(a6) bekannt, so ist nach dem obigen Satz auch die Funktion 
h(f) fiir alle GréBen f/ der Schar bekannt. Man kann also, solange man 
den Bereich der linearen Funktionen A(f) nicht verlaBt, so rechnen, als 
ob jedes f ein Produkt ab wire. Diesen Tatbestand driickt man aus, 
indem man sagt, es werde symbolischh f=ab und h(f) = h(ab) 
gesetzt. 

Die Gré8e { kann auch eine Teilschar der Schar UxB durchlaufen, 
vorausgesetzt, daB die ganze Schar UxB direkte Summe aus dieser Teil- 
schar und einer anderen linearen Teilschar ist. Denn in diesem Fall ist 
nach einem oben bewiesenen Satz jede Kovariante der Teilschar gleich 
einer Kovariante der ganzen Schar. 

Wenn die GréBen a und 6 gleich transformiert werden, so gibt es 
zwei besonders wichtige Teilscharen in der linearen Schar Ux. Die 
erste, die symmetrische, besteht aus allen Summen 


LSa,beyin mit Yin = Yur, 
wahrend die zweite, die antisymmetrische, durch 


Vix = — Vee 
gekennzeichnet ist. Die bilinearen Kovarianten h(ab) kénnen im ersten 
Fall als symmetrisch in a und 6, im zweiten Fall als antisymmetrisch 
angenommen werden: 
h(ab) = h(ba) bzw. h(ab) = — h(ba). 

Die Produkte a,b, bezeichnet man in diesen Fallen auch als a,a, 
indem man den Buchstaben 6 durch a ersetzt. Dabei mu man aber 
im zweiten Fall die Faktoren a,, a, als nichtkommutative Symbole be- 
trachten: 

A,d, = Ay ay. 
In einer symmetrischen Kovariante macht diese Vertauschung nichts aus, 
wiahrend eine antisymmetrische dabei das Vorzeichen wechselt. Also sind 
bei Beschrinkung auf die symmetrische Teilschar von AxW die a, als 
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kommutative Symbole, bei Beschrinkung auf die antisymmetrische Teil- 
schar dagegen als antikommutative Symbole (in der Invariantentheorie 
Komplezsymbole genannt) zu betrachten. 

Entsprechendes gilt fiir die ProduktgréBen aus mehreren gleich- 
transformierten GréBen a. In der Produktschar sind wieder die symme- 
trische und die antisymmetrische Teilschar besonders ausgezeichnet. Da- 
neben gibt es noch andere Teilscharen, die zu den anderen Charakteren 
der symmetrischen Permutationsgruppe gehéren, mit denen wir uns aber 
an dieser Stelle nicht besonders zu beschiiftigen brauchen. 

Auch nichtlineare Kovarianten einer GréBe / lassen sich symbolisch 
darstellen, vorausgesetzt, da8 man sie vorher mittels des Polarenprozesses 
(s. oben) in multilineare verwandelt. Um also z. B. eine Kovariante vom 
Grade 3 einer GréBe f darzustellen, verwandelt man sie zunichst in eine 
trilineare Kovariante von drei gleichtransformierten GréBen f, /’, /'’, welche 
sich durch die Substitution f' = f’ =f wieder in die urspiingliche Ko- 
variante zuriickverwandelt. Sodann stellt man /, / und /” symbolisch 
dar, etwa: 

f=eb, f=e¢V, ff" =a’d". 
Jeder Kovariante h(/) vom Grade 3 entspricht nunmehr eine Kovariante 
h(ab, a'b’, a’ 6"), welche in allen sechs GréBen a, b, a’, b’, a”, 6” linear 
ist, und in welcher die Symbole a,b mit a’, b’ bzw. a’, b” vertauscht 
werden diirfen. Die Symbolpaare a,b und a’, b’ bzw. a”, 6”, welche ein 
und dieselbe GréBe f = f' = /” symbolisch darstellen, heiBen dquivalente 
Symbole. 

Wir erliutern die allgemeinen Begriffsbildungen dieses Paragraphen 
durch einige Beispiele, die tibrigens keineswegs neu sind, aus denen aber 
hervorgeht, daB die wichtigsten Begriffe und Methoden der kiassischen 
Invariantentheorie und der Tensoralgebra sich tatsichlich den obigen 
allgemeinen Entwicklungen unterordnen. 

Beispiel 1. Ein Affinor (auch Tensor genannt) ist definiert als eine 
solche GréBe, deren Komponenten /;,; (zum Beispiel) sich bei der linearen 
Gruppe so transformieren wie Produkte von Vektorkomponenten wv, w,, 
wobei der Vektor u als kontragredient zu den Vektoren v und w apn- 
genommen wurde. Daher kann man symbolisch zerlegen: 

fos = ul Uv, w;. 

Diese Zerlegung kann z. B. in bekannter Weise benutzt werden, um 

die Kovarianz von Uberschiebungen wie 


fer gt! (summiert iiber k und 1) 
zu beweisen, welche dabei auf die Invarianz der skalaren Produkte (uv) 


= u,v zuriickgefiibrt wird, welche unmittelbar aus der Definition der 
Kontragredienz von Vektoren folgt. 
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Bei symmetrischen oder antisymmetrischen Affinoren schreibe man 

symbolisch 

fexr = %%E%, 
wo die v als kommutative bzw. antikommutative Symbole bebandelt 
werden. 

Durch die symbolische Zerlegung der Affinoren werden alle Invari- 
anten und Kovarianten von Affinoren auf Invarianten und Kovarianten 
von Vektoren zuriickgefiihrt. Bekanntlich setzen sich die Invarianten 
bei der allgemeinen sowohl als bei der speziellen linearen Gruppe aus 


skalaren Produkten (uv) und Determinanten (ute hing u) zusammen. Da- 


bei muB der Vektor v zu u kontragredient und die Vektoren aoe 
alle zueinander kogredient sein. Im Fall » = 2 hat man, um Verwechs- 
lungen vorzubeugen, das Symbol (wv) entweder ganz zu vermeiden (vgl. 
Beispiel 3) oder es durch u, zu ersetzen. 

Beispiel 2. Bei der Drehungsgruppe, d.h. bei derjenigen Unter- 
gruppe der speziellen linearen Gruppe, die einen nichtsinguliaren symme- 
trischen Tensor g,, invariant lat, braucht man zwischen kogredienten 
und kontragredienten Vektoren keinen Unterschied zu machen, da man 
vermoge 

u=—g9,ut, ut = gu, 
jedem kogredienten Vektor einen kontragredienten eineindeutig zuordnen 
kann. Alle Invarianten von Vektoren sind wiederum skalare Produkte (u v) 


und Determinanten (ut ae u), wobei das skalare Produkt durch 
(uv) = uv =—g,u'v' = uv, = g* u,v, 
definiert ist. Ich erinnere an diese bekannten Tatsachen nur, weil ich 


die Bezeichnungen (uv) und (uu ...%&) nachher brauchen werde. 

Bei der Drehungsgruppe sind (im Gegensatz zur vollen linearen 
Gruppe) die Vektoren, Tensoren usw. nicht die einzigen méglichen GréBen, 
sondern es gibt neben ihnen noch ,,Spinoren“, welche im n-dimensionalen 
Fall von Brauer und Weyl*) entdeckt worden sind. 

Wir wollen uns an dieser Stelle aber auf Tensoren beschriinken und 
betrachten als einfachsten Fall einer Reihenentwicklung die Schar aller 
symmetrischen Tensoren n-ter Ordnung, oder, was dasselbe ist, die Schar 
aller Formen 

f(z) = fige...1 2 wd et 
Thre symbolische Zerlegung lautet 


f(z) = (az) oder fij,...) = aaj... a. 


*) R. Brauer und H. Weyl, Amer. J. Math. 57 (1935), S. 425. 
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Eine invariante Teilschar ist durch die Bedingung 
(1) (aa)(az"-* =0 oder gif... = 0 
gekennzeichnet. Da die Bedingung (1) mit der Differentialgleichung 
(g* 0, O,) f(z) = 0 
gleichbedeutend ist, so nennen wir die Formen f(z), welche (1) erfiillen, 
Potentialformen. 


Wir zeigen nun, da8 jede Form f(z) sich eindeutig in eine Reihe 
nach Potenzen von (zz) entwickeln laBt: 


(2) f(z) = p(x) + (x2) p(x) + (x2) p(a) +... + (za) plz), 


wohei p (2), p soa p (x) Potentialformen von den Graden n, n — 2,..., 
n— 2s sind und s = [5] ist. 


Der Beweis wird wie im bekannten ternaren Spezialfall (Entwicklung 
nach Kugelfunktionen) durch vollstandige Induktion nach dem Grad n 
gefiihrt, indem man auf beiden Seiten von (2) den DifferentialprozeB 
g'* 0,0, ausiibt’). Die entstehende Entwicklung ist nach der Induktions- 
voraussetzung mdglich und eindeutig und aus ihr bestimmt man die 


Potentialformen ?, nade p. Die Form p bestimmt sich aus (2) und ist 
auf Grund der Herleitung eine Potentialform. 

Die Potentialformen n-ten Grades bilden nach der Cartan-Weylschen 
Darstellungstheorie der Drehungsgruppe*) eine irreduzible lineare Schar. 
Die Reihenentwicklung (2) stellt also tatsichlich eine Zerlegung der 
Formen /(z) in einfache GréBen dar. 

Beispiel 3. Bei der binaren speziellen linearen Gruppe kommt man 
ebenfalls mit lauter zueinander kogredienten Vektoren aus, da man wegen 
der Invarianz von (a6) = a,b, — a,b, jedem kontragredienten Vektor a‘ 
einen kogredienten Vektor a, vermége 

a,=—a’, a,=a 
zuordnen kann. Die Invarianten setzen sich dann aus Determinanten (a 6b) 
zusammen. 

Nach der Darstellungstheorie der speziellen linearen Gruppe (vgl. § 2) 
kommen als irreduzible GréBen nur die Formen /(z) aller méglichen 
Grade in z,, z, in Betracht. Ihre symbolische Zerlegung lautet 


f(z) = (@z)" = (a, 2, — a,2,)". 


7) Vgl. etwa van der Waerden, Die gruppentheoretische Methode in der 
Quantenmechanik, § 4. 

8) E. Cartan, Bull. Soc. Math. France 41 (1912), S.53—96; H. Weyl, Math. 
Zeitechr. 24 (1925), 8. 328—395. 


Reihenentwicklungen der Invariantentheorie. 25 


Da alle Kovarianten von Formen durch sukzessives Uberschieben 
erhalten werden kénnen, wollen wir jetzt alle Uberschiebungen von zwei 
Formen f(z) = (az)* und g(z) = (bz)™ aufstellen. Sie werden nach 
unseren allgemeinen Siatzen durch Zerlegung der ProduktgréBe (a x)" (a y)™ 
in irreduzible GréBen gewonnen. Die Reihenentwicklung der Produkt- 
gréBe ist die Clebsch-Gordansche Reihe**), die fiir m < n so lautet: 
(az)" (by)" = Pr, (a 2)" (6 2)” + y, (zy): Pry (ab) (az)"~* (b2)”"* 

+ ¥,(zy)’> Pry * (ab) (az)*~* (62)"~* 
+... + Ym(zy)™ -(ab)" (az)"~™ 


(7) (2) 


mit 


wobei P,, der oben erklirte PolarenprozeB ist. Die einfachen bilinearen 
Kovarianten, aus denen alle iiberhaupt méglichen Kovarianten durch 
lineare invariante Prozesse (Polarenprozesse) gebildet werden, sind dem- 
nach die gewohnlichen Uberschiebungen (a b)* (a z)"—* (b2)™—* der klassi- 
schen Invariantentheorie. 


Der folgende Satz gestattet es, das System aller simultanen Kovari- 
anten von zwei GroBen f und g aufzustellen, sobald die vollstindigen 
Kovariantensysteme der einzelnen GréBen bekannt sind: 

Alle simultanen Kovarianten h von zwei Groen f und g sind bilineare 
Kovarianten (Uberschiebungen) von Kovarianten von { und solchen 
von g. 

Beweis: Zuniachst kann man jede Kovariante h durch den Polaren- 
proze8 auf multilineare Kovarianten von r + s GroéBen f,, ..., fps 9:5-+9G9s 
zuriickfiihren. Diese sind als lineare Kovarianten der ProduktgréBen 
p =1,xf,x...xf, und q = g,xg,x...xg, aufzufassen. Diese Produkt- 
gréBen p und g sind selber multilineare Kovarianten von /,,...,/, bzw. 
von g,,-..,9,- Die polarisierte Kovariante A ist eine Uberschiebung der 
multilinearen Kovarianten p und g. Macht man die Polarisierung riick- 
gangig durch die Substitution /, = /,=...=f, 9, = 9, =.--- =, 90 
werden p und g Kovarianten r-ten bzw. s-ten Grades von / bzw. g, und h 
ist eine Uberschiebung dieser Kovarianten, was zu beweisen war. 

Man wird natiirlich in allen Fallen, wo das méglich ist, die Kovari- 
anten p und g von / bzw. g zunichst in einfache GréBen zerlegt denken 


8s) P. Gordan, Math. Ann. 5 (1871), 8.100. A. Clebech, Theorie der bindren 
algebraischen Formen, Leipzig 1872, § 7. 
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und dann aus diesen einfachen GréBen nach der schon skizzierten Methode 
Uberschiebungen bilden. Aus diesen Uberschiebungen setzt sich jede 
simultane Kovariante von / und g linear zusammen. 


§ 2. 
Reihenentwicklungen fiir n-ire Formen bei der speziellen linearen Gruppe. 


Die Gruppe © sei die spezielle lineare Gruppe in n Veranderlichen z,. 
Die in der Invariantentheorie betrachteten GréBen sind Formen in den 
folgenden Reihen von Unbestimmten: 


Dies Yas 25 -++s Dans Utes -++s Patty --+5 «+s (Pix = — Pei» USW.), 
i Se ae eee eee (2** = — z**, usw.), 
wo die y,z,... kogredient zu den z, die u,v,... kontragedient dazu 
transformiert werden und wo die p;,,...; Dier,---3 ™*,... sich wie 
Determinanten (2 y)ix = 2 Ye — MeYes (CY2)eer3 --.3 (uv), usw. trans- 

formieren. 


Jeder alternierenden GréSe von der Art 2° * *~ ‘4 (speziell u‘, 2°*, usw.) 
kann eine GréBe 7; ;,...j,_, eineindeutig und kovariant zugeordnet werden 
durch die Festsetzung, daB 7; ;,..5, , = 2 ‘s--“@ sein soll, sobald 
i, ... 4g j,---Jn—a eine gerade Permutation der Indizes 1,2, ..., n ist. Man 
kann sich also immer auf GréBen mit lauter unteren Indizes beschrinken. 
Weiter kann man sich auf multilineare Formen beschriinken, da man jede 
Form durch den Polarenproze8 in eine multilineare verwandeln kann. SchlieB- 
lich kann man in einer Linearform stets die p,, durch (st);, = 8;t — 8, t,, 
die p,,, durch (pqr),,; usw. ersetzen, da diese GréBen sich genau so 
transformieren wie jene und da die Substitution p,;, = (st),, sich bei 
einer Linearform in den p;, eindeutig riickgingig machen laBt. 

So werden schlieBlich alle Formen auf multilineare Formen in m kogre- 
dienten Variablenrethen 
(1) f(z, y, 2...) = fit! ay, m ... = (a z) (6 y) (cz)... *) 
zurtickgefiihrt. 

In der Darstellungstheorie der allgemeinen linearen Gruppe™) wird 
bewiesen, da8 die Formen (1) oder die Affinoren /‘*'-- bis auf aquivalente, 
d. h. gleich transformierte GréBen auch die einzigen GréBen sind, die es 
bei der allgemeinen linearen Gruppe gibt. 


*) In diesem Paragraphen sollen alle zu den z, y,... kontragredienten Vektoren 
durch einen Strich gekennzeichnet werden: a’, b’, .... 

10) Siehe B. L. van der Waerden, Gruppen von linearen Transformationen, 
Ergebn. Math. 4, 2, § 22, sowie die dort zitierte Literatur. 
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Genauer: Jedes System von GréBen in bezug auf die volle lineare 
Gruppe, dessen Transformationsweise rational von den Matrixelementen 
einer linearen Transformation der Gruppe abhingt, ist vollstandig redu- 
zibel und die irreduziblen Teilscharen sind aquivalent zu den irreduziblen 
Teilriumen des Tensorraumes ®,,. Dabei ist ®,, die lineare Schar aller 
Affinoren mit m Indizes oder auch aller m-fach linearen Formen (1). 
Genau dasselbe gilt bei Beschrinkung auf die spezielle lineare Gruppe 
{vgl. die diesbeziigliche Bemerkung in § 1). 

Die Zerlegung von &,, in irreduzible Teilriume wird nun folgender- 
maBen gefunden. Man betrachte den Ring 0 aller Operatoren 

r=ZA,3, 
wo s alle Permutationen der Tensorindizes i, k,l, ... oder auch der Ver- 
anderlichen z, y,z,... durchléuft. Dieser Ring zerfillt in minimale 
Rechtsideale und auch in minimale Linksideale: 


O=—r1,+% +... +t = €,0+6,0+...+ 60, 
o=[+1,4+...+ 1, = 0e,+0e+...+ 024. 
Fiir die Eins von o gilt dabei die Reihenentwicklung: 


(2) l=e+e+...t+¢ (ce? = ¢,; ¢,¢, = O fiir » + yu). 
Daraus folgt fiir jede Form f eine Zerlegung in Kovarianten von /: 
(3) f=l-f=eft+eft+...tef 


und daher fiir die ganze Formenschar ® eine Aufspaltung in invariante 
Teilscharen bei der Gruppe © 
(4) R=—eR+eR+...+¢,R. 

Nun kann man beweisen — und damit ist die vollstandige Reduzi- 
bilitét von R gegeniiber G gezeigt —, daB die Scharen e,R irreduzibel 
sind*’). Daher ist (4) eine Reithenentwicklung im Sinne von § 1. 

Die minimalen Linksideale [, des Gruppenrings 0 sind von A. Young 
und G. Frobenius explizit angegeben worden. Ist 4j...1 irgendeine Kom- 
bination aus den Nummern 1,2, ..., m, so bezeichne {i7...1} die Summe 
aller Permutationen, welche die Nummern i, j,...,/ untereinander per- 
mutieren und alle iibrigen Nummern ungeandert lassen; ebenso bezeichne 
{ij...l}' die alternierende Summe derselben Permutationen (gerade Per- 
mutationen mit +, ungerade mit —). Nun bildet man aus deh Nummern 
1,2,...,m eine Tafel folgender Art 





oeeee 
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wo die Zeilenlingen «,,,,...,a, den Bedingungen 
o,>%>...>4, 
la, ta, +... +a,=m 
geniigen. SchlieBlich bildet man das Produkt Sp = {ij...l) {pq...r} 
. {st ... v} tiber alle Zeilen des Schemas und A; = [{ip... s}’ 
\jq--.t}’... tiber alle Spalten. Dann erzeugt 17 = S7 Ay ein minimales 
Linksideal 1, = oJ. (Ubrigens ist J7 bis auf einen Zahlenfaktor idem- 
potent.) Diese Linksideale erzeugen den ganzen Ring 0, d. h. jedes 
Element von 0, insbesondere die Eins, ist darstellbar als Summe 
(5) l= LCrir (ar in 0). 
Die Darstellung ist nicht eindeutig, sie wird es aber, sobald man einige 
iiberfliissige |, wegliBt. Nachdem man so die Darstellung eindeutig 
gemacht hat, sind die C;/J, genau die in (2) vorkommenden e,. 

Wir hatten auch mehr symmetrisch vorgehen kénnen und alle I 
in (5) beibehalten kénnen; dafiir hitten wir dann alle C, in (5) gleich Zahlen- 
faktoren waihlen kénnen, die nur von den Zeilenlingen der Tafel T ab- 
hangen. Das hat A. Young") urspriinglich getan; die so entstehende 
Reihe (3) ist mit der von J. Deruyts") angegebenen Reihenentwicklung 
identisch. Ich méchte aber hier die eindeutige Darstellung 1 = ZF e, vor- 
ziehen, da sie mehr dem in § 1 erérterten allgemeinen Begriff der Reihen- 
entwicklung entspricht und ebenso einfache Eigenschaften hat wie die 
Young-Deruytssche Entwicklung. 

Wir ersetzen, nachdem die iiberfliissigen 7 in (5) weggelassen sind, 
den Index T durch » und haben dann 

e, = C,I,. 

Da e, dasselbe Linksideal erzeugt wie 7,, so ist auch umgekehrt 

I, durch e, darstellbar 
I, = B,e,. 

Entwickelt man nun mit Hilfe dieser e, die Formen / nach (3), so 
sind die Glieder e,/ = C,J,/ Kovarianten der Formen /,f, diese aber 
vermége I, f = B,e,f auch umgekehrt Kovarianten von e,/ und daher, 
als Kovarianten einfacher GréBen, ebenfalls einfache GréBen. Die I, / 
sind den e,f vorzuziehen, weil ihre Bildungsweise einfacher ist. 

Es ist nimlich 7,f = S,A,f. Der Ausdruck A,/ ist alternierend in 
den Variablenreihen der Spalten von T. Wenn eine Spalte mehr als 
nm Nummern enthilt, wird die alternierende Form Null; also kann man 








1) A. Young, Quantitative Substitutional Analysis, Proc. London Math. Soc. 
(1) 88 (1901), S. 97—146. 

13) J. Deruyts, Essai d'une théorie générale des formes algébriques, Mém. Soc. 
Roy. Liége 17 (1892), S. 1—156. 
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sich auf die Tafeln 7 mit héchstens n Zeilen beschranken. Um nun 
weiter aus A,f die Form J,f = S,A,/ zu erhalten, hat man die Variablen- 
reihen der Zeilen von T zu ,,mischen“, d.h. in allen Weisen zu permutieren 
und die entstehenden Ausdriicke zu addieren. Statt dessen kann man 
auch die Variablenreihen aus einer Zeile von T gleichsetzen, und zwar die 
der ersten Zeile gleich &, die der zweiten Zeile gleich 7, usw. und 
nachher den Polarenproze8 anwenden: das kommt auf dasselbe hinaus. 
Fiir die Operation der Gleichsetzung der Variablen der Zeilen von T 
fiihren wir das Symbol Gy = G, ein; fiir die Polarisierung das Symbol 
P,= P,. Dann wird also I,f = P,G,A,f. Durch die Operation G, 
entsteht aus A,f eine Form /, = G,A,f/ in nur A Variablenreihen 
{h = Zeilenzahl von T). Dabei ist, wie schon bemerkt, h < n. Also ist 
I,{ eine Polare einer Form f, in héchstens n Variablenreihen. Die Reihen- 
entwicklung von / lautet nunmehr: 
f= ZC,P,},. 

Die Formen /,, die in dieser Reihenentwicklung auftreten, heiBen 
nach Deruyts Normalformen. Wie diese beschaffen sind, werden wir 
gleich sehen. 

Wir setzen die symbolische Zerlegung von /-wie in (1) an. Statt 
Z,Yy,2,... schreiben wir dabei 1,2,3,...,m und statt a’, b’,c’,.... 
ebenso 1’, 2’, 3’,.... Dann wird 

f = (1'1) (2’2) ... (m'’m); 


| (it) (p’t) ... (s’t) 





4p | © POD) (8) [Ga — len.. | 
glen RS RT: hi Aa ede My cau de 
(i’ s) (p's) ... (ss) | | 7a-+F9 
Die Gleichsetzung G, ergibt die Normalform: 
|’) (pe)... AD! 
| on A ’ (7 &) ..- (#€) 
(6) f. =G,A,f =|% 7 --- (Fn) |, 





(i) (p'd) ...(8'0)| | 7 9)--- 9) 
Um die Determinanten in (6) einfacher zu schreiben, fiihren wir die 
folgenden Abkiirzungen ein: 
(w’ &) (v’ &) 
(u’n) (v' n) 
2 + (u’ &) (v' y) (wl) = (uw vo’ w’- Engl) usw. 
Es geniigt, den Fall der quaterniéren Form zu betrachten (n = 4). 
Dann wird (6) ein Produkt von Ausdriicken der vier Gestalten: 
(1'2'3'4’- Eno H), (5'6'7'- Eyl), (8'9'- En), (0'- €). 


2 + (u’ €) (v'n) = 


= (u'v’- En); 
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Der erstangefiihrte Faktor ist das Produkt zweier Determinanten: 
(1°2’3' 4’) - (En ¢ 8). 

Da diese beiden Faktoren Invarianten sind, mithin die Transformations- 
weise der Form / nicht beeinflussen, kann man von ihnen absehen. Die anderen 
Faktoren sind als Formen in u,,; = (§C)ser, Pir = (En)ce und §, zu 
schreiben. Damit ist der Saiz von Clebsch bewiesen, der besagt, daB man 
sich bei der Bildung eines vollen Kovariantensystems von n-airen Formen 
stets auf solche Formen beschriinken kann, welche von jeder der Variablen- 
arten 2, Pix, “x, (bis zu m—1 Indizes) nur eine Reihe enthalten. 
Dariiber hinaus zeigt sich, daB man die 2,, p;,, %,:, ... noch durch solche 
GréBen &,, (Em)sx, (Ene)iar, ... ersetzen darf, welche zu inzidenten 
Gebilden (Punkt, Gerade, Ebene, ...) des projektiven Raums gehéren. 

Nennen wir die Figur, die aus einem Punkt z, einer mit x inzidenten 
Geraden p und aus einer mit p inzidenten Ebene u besteht, eine Flagge 
{z,p,u}, so erhalten wir den Satz: Man kann alle quaterndren Formen 
linear und kovariant durch solche Formen ausdriicken, welche nur die 
Koordinaten 2,, Pj, ,¥;x, einer Flagge enthalten. Die n-ire Verallgemeinerung 
liegt klar auf der Hand. Im quaterniren Gebiet kann man statt der 

- Uj, natiirlich auch gewdhnliche Ebenenkoordinaten wu/ einfiihren. 

Um zu einer bequemen symbolischen Schreibweise der Normalformen f, 

zu kommen, gehen wir von einer speziellen Form /, namlich 


(7) f=('zr Cyc @ty @«>p>yz>8) 


aus. Durch Polarisieren machen wir die Form multilinear, bilden das 
Schema 7 mit den Spaltenlangen «, 8, y, 46 und finden nach Formel (6): 
(8) fp = (a Bed’ EntOyl-(a’'We- Enty—*- (ab. Enh (a Be? 

Durchlauft / alle Produkte {7) und ihre Linearkombinationen 
(symbolische Produkte), so durchlanft (8) eine lineare invariante Formen- 
schar, welche in der irreduziblen Schar aller Formen (6) enthalten ist 
und nicht verschwindet, mithin mit dieser Schar identisch sein muB. 
(8) ist also eine symbolische Darstellung der Normalformen j,. 

Sieht man wieder von dem ersten — invarianten — Faktor in (8) 
ab, so hiaingt die Form (8) nur von den Koordinaten a’‘, a‘* = (a’b’)‘* 
und a‘*! = (a’b’c’)'*' einer Flagge ab. Mithin: Jede Flagge {a, «, a’) 
bestimmt eine Normaljorm 
(9) fy = (ZLat¥ En, Oy (Lat* F, ny) (a’ €) 
und jede Normalform kann symbolisch so dargestellt werden. 

Fiibrt man fiir die Faktoren wie 2a‘*é,% fquivalente Symbole 


, ae 


a’, «”,... ein, so kann man diese Faktoren weiter symbolisch zerlegen: 
2 att Es ny = (a' &) (a’n). 
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Auch kann man a‘t! = + a; setzen, wobei das Vorzeichen sich nach 
der Permutation jikl richtet, und schreiben 


Lat®! Emo, = (@F nC). 

SchlieBlich kann man wie oben £7, — §,9, = 2%,, und J + &,y,.0,= us 

setzen, also die Faktoren von /, in (9) so ausdriicken: 
Lakin, = Lalita, = (a' x), 
Lat! Emel, = (@E nl) = (aw). 

Die simultanen Kovarianten beliebiger Formen lassen sich nach $ 1 
auf einfache Uberschiebungen von einfachen GréSen zuriickfiihren. Fiir 
die einfachen GréSen kann man Normalformen wihlen, welche bilinear 
von den Koeffizienten zweier gegebener Normalformen abhingen und als 
Veranderliche die Koordinaten einer weiteren Flagge enthalten. Diese 
Uberschiebungen sind dann symbolische Invarianten von drei 
Flaggen. Um demnach alle Typen von quaterndren Uberschiebungen zu 
erhalten, braucht man nur alle Invarianten von drei Flaggen aufzustellen 
und die Koordinaten einer dieser Flaggen als Verdnderliche aufzufassen. 

Der entsprechende Satz gilt natiirlich auch fiir das ternire Gebiet 
und fihrt dort auf die bekannten, von Gordan aufgestellten Uber- 
schiebungstypen. Eine ternire Flagge besteht aus einem Punkt z und 
einer damit inzidenten Geraden u’. Auf Grund der Inzidenz ist (u’z) = 0. 
Ebenso ist fiir eine Normalform / = (aw’)' (a’ x)" symbolisch (a’a) = 0 
zu setzen. Die Uberschiebungen von zwei Normalformen / = (au’) (a’ x)" 
und g = (bu’)’ (6x) sind Invarianten der drei Flaggen {a,a’}, (b,b’}, {x,u’}, 
mithin Produkte von Linearfaktoren 

(a’b), (ab’), (a’ z), (au’), (bu’) 
und Klammerfaktoren (Determinanten) 
(a’ b’u’), (abz). 

Aus diesen acht Faktoren setzt sich demnach jede ternire Uber- 
schiebung symbolisch zusammen. Es ist natirlich darauf zu achten, daB 
die Gradzahlen der Uberschiebung in den a und in den a’ mit den Grad- 
zahlen der ersten gegebenen Normalform /, = (a u’) (a’ z)“ tibereinstimmen, 
und entsprechend fiir die zweite Normalform, damit die symbolischen 
Ausdriicke eine wirkliche Bedeutung haben. AuBer den in / und g schon 
vorkommenden Linearfaktoren (a’ zx), (b’x), (au’) und (bu’) hat man vier 
Faktorentypen oder ,, Uberschiebungsprozesse“: 


(ab =z), (ab’), (a’b), (a’ b’u’). 
In derselben Weise werden wir die quaterniren Uberschiebungsprozesse 


bestimmen, indem wir die Invarianten dreier Flaggen im quaternaren 
Gebiet aufstellen. 
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Zusatz bei der Korrektur. 


Der ,,erste Hauptsatz der klassischen Invariantentheorie, der besagt, 
daB alle Invarianten von Vektoren sich aus Klammerfaktoren oder Deter- 
minanten (uu... %) und skalaren Produkten (uv) ganz und rational 
zusammensetzen, la6t sich unschwer aus den Entwicklungen dieses Para- 
graphen herleiten. Ich fiihre den Beweis nur fiir den Fall, daB alle be- 
trachteten Vektoren zueinander kogredient sind, da der allgemeine Fall 
sich nach Weitzenbéck (Invariantentheorie, Abschnitt IV, § 2) unschwer 
auf diesen zuriickfiihren laBt. 

Nach den allgemeinen Entwicklungen von §1 lassen sich alle Ko- 
varianten von Vektoren a’, 6’, c’,... aus der Reihenentwicklung der 
ProduktgréBe (a’ z) (b’ y) (cz) ... entnehmen. Die Reihenentwicklung fihrt 
auf Normalformen /,, Formel (6), und wir haben nur zu untersuchen, 
welche von diesen Normalformen eine eindimensionale lineare Schar durch- 
laufen, wenn a’, 6’, c’, ... den ganzen Vektorenraum durchlaufen. Das 
ist nur dann der Fall, wenn jeder der Faktoren der Normalform in der 
Determinantengestalt (6) eine eindimensionale lineare Schar durchlauft. 
Ein solcher Faktor, etwa eine k-reihige Determinante 





| (@’é) (OE)... @8) 
(a’n) (bn) .- - (en) 
(a8) (b'9) . . . (8) 
stellt eine alternierende k-fach lineare Form in &, 7, ..., @ dar, deren 


Koeffizientenschema ein alternierender Tensor k-ter Stufe mit (2) wesent- 


lichen Komponenten ist. Nur im Fall k = » hat der Tensor nur eine 
Komponente, die Invariante (a’b’...d'). Die in Betracht kommenden 
Normalformen sind also ausschlieBlich Produkte von solchen Klammer- 
faktoren (a’ b’...d’), womit die Behauptung bewiesen ist. 

Der Grundgedanke dieses Bewcises geht auf E. Study zuriick, der 
ihn jedoch nur fiir den terniren Fall durchgefiihrt hat [vgl. das unter *) 
zitierte Werk, 8. 67]. 


§ 3. 
Die Invarianten dreier Flaggen im quaterniren Gebiet. 
Die Koordinaten der Punkte, Ebenen und Geraden der drei Flaggen 
mégen mit 
a,, a, age, 
b,, b, Bix, 


Zi, ut, Nik 
bezeichnet werden. 
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Zerlegt man die «,,, By,, %;, symbolisch 


Ae = Ha, USW., 

wo die ,,.Komplexsymbole“ verkehrt-kommutativ sind: 
Hp ay = — Hay, 
und fiihrt man dazu in bekannter Weise noch die kontragredienten 
Symbole ein: 
aft = a’fa’t = im, 

wenn tklm eine gerade Permutation ist, so werden alle Invarianten 
symbolische Produkte von Linearfaktoren (a’ x), (a’ 8), (a 2’) usw. Klammer- 
faktoren kommen nicht vor, da man Klammerfaktoren mit Komplex- 
symbolen immer vermeiden kann™) und da zu Klammerfaktoren ohne 
Komplexsymbole die Zahl der vorhandenen kogredienten oder kontra- 
gredienten Symbole nicht ausreicht. 

Die Linearfaktoren (aa’), (bb’), (xu’) sind Null auf Grund der 
Definition der Flaggen. Ebenso ist aber (a’«) = 0 zu setzen (und ebenso 
(aa’) = 0, (0°68) =0 usw.), da die Form (a’«) (av’) auf Grund der 
Inzidenz der Ebene a’ mit der Geraden « identisch in v verschwindet. 

Die Linearfaktoren ohne Komplexsymbole sind also nur die folgenden: 

I. (a’b), (ab’), (a’z), (au’), (b'x), (bu’). 

Die Linearfaktoren mit Komplexsymbolen reiher sich zu sogenannten 
Ketten aneinander. Es gibt offene Ketten, wie: 

[u’ a b’] = (u’ a) (a6’), 
[za’ Bu'}] = (xa’) (a’B) (Bu), 
[za’ B x'a] = (xa) (a B) (8 2’) (x'a) 
und geschlossene Ketten aus lauter Komplexsymbolen, wie: 
[a’B] = (a’ A). 
[a’ BB’ x] = (a B) (BB) (B’ x) (x@’), 

In einer Kette kann man stets zwei aufeinanderfolgende Symbole 

vertauschen nach der Regel"*): 


(1) yg re] = —lyr qv) — tly7]- (yr). 

Durch Anwendung dieser Regel kann man alle offenen Ketten, die 
etwa mit a oder a’ anfangen und in denen auBerdem ein « oder a’ 
vorkommt, abbauen: Man bringt nimlich zunichst das « oder a’ an die 
zweite Stelle der Kette und benutzt die Regeln (aa’) = 0, (a’a) = 0. 
Dasselbe gilt fiir Ketten mit 6 oder b’ und # oder f’, sowie fiir Ketten 
mit z oder wu’ und a oder 2’. 


18) Siehe R. Weitzenbick, Invariantentheorie, Groningen 1923, 8. 80. 
14) R. Weitzenbiéck, 1. c.'5), 8.81, Gleichung (6). 
Mathematische Annalen. 113. 3 
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Da « eine Gerade darstellt, ist weiter |«’a] = 0. Daraus folgt nach 

Regel (1) weiter 
[ya av’] = —[ya’av'] oder [ya’av'] = 0. 

Mithin verschwinden alle Ketten mit «’a. Da man die Symbole 
einer Kette auf Grund von (1) vertauschen kann, so kann man jede 
Kette, in der zwei fdquivalente Symbole «, 8 oder 2 vorkommen, ab- 
bauen. 

Somit bleiben nur die folgenden Ketten iibrig: 

II. Geschlossene Ketten: [«’ 8] = [f’a], [«’ x] = [x’a], [f’x] = [x’f}. 

III. Offene Ketten: [a2'b] = — [b2’'al], [a'xb’], 

[baa], [of 2], (baw), [a'B wv’) 
(a’B x’ a) = — [a’xf'a), 
[b’ a 2'b] = — [b’x0'b), 
fu'a Bx] = — [u’Ba'a). 

I, II, TIT zusammen enthalten genau die von Gordan*) ohne Beweis 
aufgestellten Uberschiebungstypen. Lassen wir wie in § 2, SchluB, die 
in den zu iiberschiebenden Formen / und g schon vorkommenden Faktoren 
(au’), [a’ 2], (a’x), (bu’), [6' x], (bz) auBer Betracht, so kénnen wir die 
ibrigen nach Gordan in eine Tabelle anordnen, wo die Zeilen die Sym- 
bole a, «, a’ enthalten und die Spalten die GréBen 5, f, b’: 

[a 2’b) [af’z) (ab’), 
[ba'x] [a A}, [wa fh’) [baw'), 
(a’b) [a’ Bu’) [o’ x 6’). 
AuBerhalb der Tabelle bleiben die zwei Faktortypen: 
FP, _ {a’ B x’a}, 
F, = [(b'a2'd}. 

Wir wollen zum Schlu8 noch einige Relationen zwischen den gefundenen 
Invarianten dreier Flaggen herleiten. 

Fir beliebige Komplexsymbole p,q gilt die Identitat '*): 

[py] [w'gv’] — [u' pv'} [zq’'y] — (wa) [v'pg’y) + (v2) [u'pd'y) 

+ (u’y) [o'pg'z] — (v’y) [up gz] = 4 [pq] {(u'z) (vy) — (u’y) (v2). 
Setzen wir hier speziell p = a, g = f, lassen wu’ und z ungedndert 
und setzen zunichst y = b, v' = a’, so sind alle Viererketten, die in der 
Identitét vorkommen, mit Ausnahme von [u’af’z], gleich Null; wir 


erhalten also eine Formel, welche das Produkt (a’b)-[u’«/’z] durch ein- 
fachere Invarianten ausdriickt, und zwar: 


(3) (a’b) [u'a Bx] = [baz] [a’B u'} + 4 (u’d) (a’z) [a’f). 


15) B.L. van der Waerden, Math. Annalen 95 (1925), 8.731, § 5. 


(2) 
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Ebenso gilt: 

(4) — (b'a) -[u’ @f’ 2] = [af' 2] [baw] + $ (wa) (b'z) [a’B}. 

Analoge Relationen erhalt man aus diesen beiden durch Vertauschung 

der drei Flaggen, und zwar ergibt sich, daB die Produkte 
(b'x)-F,, (bu’)-F,, (a@'x)-F,, (aw)-F, 
sich durch einfachere Invarianten ausdriicken lassen. 

Man kann aber auch in (2) y =), vo’ = 2'(2’a) einsetzen und 
erhalt zunichst: 

[x a’ b] [u’ B 2’a) — (u'b) [a n'a B’ x] + [a 2'b) [u'a f’z] = 0, 
oder nach einigen Reduktionen: 
(5) — [a2'b) [ua fx] = $(aw’) [6'x) [ba'z] + 4 (bw’) [a'x] [2 f' 2). 

Ebenso gilt 
(6) [ab] [waa] = 3 (a'z) [f'2] [aw] + 402) [ax] [a'Bw'), 

Vertauscht man wieder in diesen Relationen die drei Flaggen, so 
erhalt man Reduktionsformeln fiir die Produkte F,-[b’aw’], F,-[(ba'a], 
F,-(aBu'] und F,-[a fz}. 

SchlieBlich kann man noch in (2) y= £(fa’) und wv = 2'(7’a) 
setzen und erhilt 

[x a’ Ba’) [u’B xa) — [u'Ba’] [ana fz] + [an Ba’) [u'a p's] = 0, 
oder nach einigen Reduktionen 
(7) PF, (wa px) = $[«' x) [a fx) [a’b wu’) — 3 [af] [62] (a’z) (aw). 

Ebenso lassen sich die Produkte F,-[u’af’x) und F,F, durch ein- 
fachere Invarianten ausdriicken. 

Die hier aufgestellten Uberschiebungstypen und Relationen zeigen 
ihren Nutzen vor allem bei der Bildung von simultanen Invarianten- 
systemen nach dem Satz am SchluB von §1. So z. B. lassen sich die 
von Gordan*) aufgestellten Kovarianten von 2 quaterniren quadratischen 
Formen ohne Weiteres aus den Uberschiebungstypen entnehmen, da das 
Kovariantensystem einer einzigen quadratischen Form bekannt ist. Mit 
Hilfe unserer Relationen kann man auSerdem eine ganze Reihe von 


Kovarianten aus den Gordanschen Tabellen durch einfachere Kovarianten 
ausdriicken. 


(Eingegangen am 30. 1. 1936.) 








Zur algebraischen Geometrie. 
Berichtigung und Erganzungen. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 


Durch Zuschriften von verschiedenen Seiten, fiir die ich sehr dankbar 
bin, bin ich auf einige Punkte in meiner Aufsatzreihe ,,Zur algebraischen 
Geometrie aufmerksam gemacht worden, die einer naheren Erlauterung 
bediirfen, sowie auf einen Beweis, der nicht ganz in Ordnung ist. Ich 
bringe hier die erforderlichen Erginzungen der Beweise. Die Ergebnisse 
bleiben davon unberiibrt. 

1. Das Verhalien eines Primideals bei rein transzendenten Erweiterungen 
des Grundkérpers. 

In ZAG I (Math. Annalen 108, 8. 117) wird von dem Satze Gebrauch 
gemacht, da8 ein Primideal p eines Polynombereichs K[z,, ..., z,] Prim- 
ideal bleibt, wenn man durch Adjunktion von Unbestimmten w,, ..., u, 
den Kérper K zu Q = K(u) erweitert und das Erweiterungsideal p. bildet. 
Der Beweis lautet so: 

Es geniigt offenbar, sich auf den Fall zu beschranken, wo nur eine 
Unbestimmte u an K adjungiert wird. Gesetzt, ein Produkt f(u, z)-g(u, x) 
ware durch po teilbar, ohne daB f(u,z) oder g(u,z) es waren. Nach 
Definition des Ideals po ware dann 


(1) f(u, 2)-g(u, 2) = La,(u)p,(z); p»(z) in p. 


Multipliziert man alle a, sowie f(u, z) und g(u,z) mit passenden Poly- 
nomen in wu allein, so kann man erreichen, daB /, g und alle a, ganz- 
rational auch in u sind. Man ordne nun f(u, z) und g(u, z) nach Potenzen 
von u und streiche in dieser Entwicklung alle die Glieder, deren Koeffizienten 
durch p teilbar sind, ganz weg. Die Giiltigkeit von (1) wird durch diese 
Weglassung nicht gestért. Der Anfangskoeffizient von f(u, z), d. bh. der 
Koeffizient der héchsten Potenz von u, ist nunmehr nicht durch p teilbar; 
dasselbe gilt von g(u, z). Da p prim ist, ist das Produkt dieser Anfangs- 
koeffizienten, also der Anfangskoeffizient von f(u, x)-g(u, 2), auch nicht 
durch p teilbar. Der Vergleich der Koeffizienten der Potenzen von u 
links und rechts in (1) lehrt aber das Gegenteil. 
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2. Die Koordinaten der Schnittpunkte einer Kurve C mit einer allgemeinen 
Hyperfliche eines Biischels als algebraische Funktionen des Biischelpara- 
meters. 
In ZAG V (Math. Annalen 110, S. 132, oben) bin ich den Beweis schuldig 
geblieben, daB die inhomogenen Koordinaten é,,...,&, des Punktes & 
algebraische Funktionen von A sind. Dabei war é ein Schnittpunkt einer 
algebraischen Kurve C mit der allgemeinen Hyperfliche eines Biischels 
AF,+F, = 0 (A eine Unbestimmte), von welchem vorausgesetzt war, 
da8 er kein Basispunkt des Biischels ist. Man schlieBt so: Ware F,(¢) = 0, 
so wiirde aus AF,()+F,(§) = 0 folgen F,(&) = 0, also wire ¢ ein 
Basispunkt des Biischels. Also ist F,(€) + 0 und 


= F, (€) 
A — = F, @)° 
Das System (é,,...,&,, 4) hat héchstens den Transzendenzgrad Eins, 
da & ein Punkt einer algebraischen Kurve und 4 eine rationale Funktion 
von den &, ist. Da nun A eine Unbestimmte ist, hingt das ganze 
System (&,,...,&,,4) von 4 algebraisch ab. Damit ist die Behauptung 
bewiesen. 
3. Der Satz von Bertini tiber die mehrfachen Punkte der Kurven einer 
linearen Kurvehschar auf einer Fliche. 
Es sei A wieder eine Unbestimmte. Die Hyperfliche 


(2) AF, + F, =0 


schneidet auf einer algebraischen Fliche eine Kurve aus. Der Satz von 
Bertini besagt, daB diese Kurve auBerhalb der Doppelpunkte des Biischels 
und der mehrfachen Punkte der Flaiche keine mehrfachen Punkte besitzt. 
Der Beweis wurde in ZAG V (Math. Annalen 110, 8. 133) nur angedeutet. 
Ich fiihre ihn hier vollstandig aus. 


Gesetzt, § wire ein Doppelpunkt der Schnittkurve. Dann ist wieder 
F,(&) + 0 und 
aa — Fil) 
F,(&) 


Das System (f,,...,&,, 4) hat den Transzendenzgrad 1 oder 2. Im 
Fall des Transzendenzgrades 2 sind alle £, algebraische Funktionen von 4 
und einem é,. Dieses &, kann man so spezialisieren, daB die algebraischen 
Funktionen sinnvoll bleiben und die iibrigen wesentlichen Eigenschaften 
des Punktes § ( nicht auf der Doppelkurve der Flaiche und nicht auf 
der Basiskurve des Biischels) erhalten bleiben. So wird dieser Fall auf 
den Fall des Transzendenzgrades 1 zuriickgefiihrt. Wenn nun der Punkt 
(€,,.--,&,) den Transzendenzgrad 1 hat, so ist er allgemeiner Punkt 
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einer irreduziblen Kurve C, und zwar Schnittpunkt dieser Kurve mit der 
Hyperflache (2). Nach Satz 3 der zitierten Arbeit ZAG V ist dieser 
Schnittpunkt notwendig einfach. Legt man nun durch die Kurve C irgend- 
eine weitere Hyperfliche H, welche die Flache M nicht beriihrt, z. B. die 
projizierende Hyperfliche der Kurve aus einem allgemeinen P,_,, so ist 
C eine einfach zaihlende Schnittkurve von H mit M und é ein einfacher 
Schnittpunkt von C mit der Hyperfliche (2), also € ein einfacher Schnitt- 
punkt von M, H und (2). Ware nun é ein Doppelpunkt der Schnittkurve 
von M und (2), so wiirde € auch als Schnittpunkt von M, H und (2) 
mindestens doppelt zihlen. Das widerspricht aber dem eben Bewiesenen. 

4. Ein Dimensionssatz bei irreduziblen Korrespondenzen. 

In ZAG VI (Math. Annalen 110, S. 142) wurde der folgende Satz 
ausgesprochen: 

Wenn in einer irreduziblen Korrespondenz & zwischen I und NM dem 
allgemeinen Punkt § von M eine 5-dimensionale Mannigfaltigkeit von 
Punkten 7 entspricht, so entspricht einem speziellen Punkt ¢’ eine Mannig- 
faltigkeit von Punkten 7, welche keine Bestandteile von niedrigerer 
Dimension als 6 enthilt. 


Zum Beweise wurde angenommen, es gibe wohl solche Bestandteile, 
und 7° sei ein allgemeiner Punkt eines solchen. Der weitere Beweis ging 
nun von der Annahme aus, daB die Punkte von M, die dem Punkte 7° 
entsprechen, nicht die ganze Mannigfaltigkeit M ausfiillen kénnen. 


Herr D. Pedoe (Princeton) hat mich nun aufmerksam gemacht, daB 
diese Annahme keineswegs immer zutreffen mu8. Der Beweis enthilt 
also eine Liicke, die dadurch geschlossen werden soll, daB der Fall, wo 
einem Punkt 7° alle Punkte von M entsprechen, auf den anderen Fall 
zuriickgefiihrt wird. 

Wir kénnen M und M als Mannigfaltigkeiten in affinen Riumen £,, 
und £, annehmen. Wir erweitern nun £,, und E, zu £,,,, und £,,,;, 
indem wir zu den Koordinaten §,,...,&, und ,...,, je eime neue 
Koordinate &,,, bzw. 7,4, hinzunehmen. In £,,,, und £,,, mégen 
die Mannigfaltigkeiten M* und N* durch dieselben Gleichungen definiert 
werden, welche vorhin I und M definierten. Die Dimensionen von M 
und ® erhéhen sich dabei offenbar um Eins: ist z. B. M eine ebene Kurve, 
so ist M* ein Zylinder. Zu den Gleichungen der gegebenen Korrespon- 
denz X nehmen wir nun eine neue Gleichung 


(3) em+1 = Na+1 


hinzu, wodurch wir eine neue irreduzible Korrespondenz &* zwischen 2* 
und §* erhalten. Wenn einem Punkt (f,,...,&,) von M in K eine 
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Mannigfaltigkeit MN» mit Gleichungen /,(y;,..., 47.) = 0 entspricht, so 
entspricht dem Punkt (&;, ..., &,, 0) von M* in K* eine Mannigfaltigkeit NF 
mit den Gleichungen /,(7;,..., %,) == 0 und 4,4, = 0. Offenbar ist Nf 
genau dieselbe Mannigfaltigkeit wie RN», nur daB der Raum E£,, in welchem 
Ny lag, jetzt in einem #,,, eingebettet erscheint. Die Dimensionen der 
irreduziblen Bestandteile von ®; andern sich also beim Ubergang von & 
zu &* nicht. Daher geniigt es, den Satz fiir R* zu beweisen. Hier ent- 
spricht aber einem Punkt 7° wegen der Bedingung (3) niemals die ganze 
Mannigfaltigkeit M*- Mithin ist der in ZAG VI gegebene Beweis fiir 
K* giiltig. 


(Eingegangen am i3. 4. 1936,) 








Anwendungen der Darstellungen von Gruppen 
durch lineare Substitutionen auf die galoissche Theorie. 
Von 


Max Deuring in Leipzig. 





Einleitung. 

In der Note ,,Galoissche Theorie und Darstellungstheorie‘') stand 
zur Untersuchung, wie die Darstellungen der galoisschen Gruppe © 
eines Normalkérpers K/k in den Aufbau von XK eingreifen. Diese Unter- 
suchungen werden hier weiter verfolgt, indem neben der operatorisomorphen 
Abbildung von K auf den Gruppenring von 6 in k die entsprechende Ab- 
bildung von K auf den Gruppenring einer Untergruppe § von © in dem 
Invariantenkérper H von § betrachtet wird. 

Wir wollen hier -- anders als in G.D. — die Elemente von 6 als 
Exponenten schreiben, ist o c 6, a c K, so bedeutet a’ das aus a durch 
Ausiibung der Substitution o entstehende Element. Satz 1 in G. D. muB 
dann so formuliert werden: 

Bedeutet a,,...,@, eine Basis von K/k, so ist die durch (a/, ..., a) 
= M,,(a,, ..., @,) definierte Darstellung o + M, von © im Grundkérper k 
aquivalent zur reguliren Darstellung; anders ausgedriickt, K ist rechts- 
operatorisomorph mit dem Gruppenring 6(k) von © in k. 

Die in G. D. als Galoismoduln von K bezeichneten Teilmoduln von 
K sind die Bilder der Linksideale des Gruppenrings bei seiner Abbildung 
auf K. Sie sind nach G.D. von der Auswahl des Isomorphismus K = 6 (k) 
unabhingig. 

Die Kérper zwischen k und K sind Galoismoduln; ein dem Kérper H 
entsprechendes Linksideal von ©(k) erzeugt diejenige Darstellung von 6, 
die von der Ejnsdarstellung der zu H gehérigen Untergruppe § induziert 
wird (G. D. Satz 2). Dieser Satz ist nun ein besonderer Fall eines all- 
gemeineren Ergebnisses, das wir hier herleiten werden: 

I sei ein Galoismmodul von K/k, der zugleich Modul in Beziehung auf 
den Zwischenkérper H ist. Dann ist | auch ein Galoismodul von K/H 
Gehért zu | als Galoismodul von K/H die Darstellung A der Invarianten- 
gruppe § von H, so bestimmt | als Galoismodul von K/k die von 4 
induzierte Darstellung der ganzen Gruppe 6. 


1) Math. Annalen 107 (1932), 140—144. Im folgenden mit G. D. zitiert. 
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Dieser Satz bleibt richtig, wenn man unter Ansehung der Kérper K 
und H als Algebren iiber k den Koeffizientenbereich k zu einem Kérper k* 
und dementsprechend K und H zu Algebren K* = Kk* und H* = Hk* 
erweitert. Das ist dann von Bedeutung, wenn man die von den Galois- 
moduln gelieferten Darstellungen der Gruppe G in absolut irreduzible 
aufspalten will. 

Anwendungen der hier entwickelten Zusammenhinge auf die Arith- 
metik (auf die gruppentheoretische Aufspaltung der Kérperdiskriminante 
nach Artin) sind einer weiteren Arbeit vorbehalten. 


1, Neuer Beweis des Hauptsatzes. 

1. Der in der Einleitung formulierte Satz 1 aus G.D. von der 
Operatorisomorphie des Kérpers K mit dem Gruppenring © (k) soll fir 
den Fall, daB der Grad n von K/k kein Vielfaches der Charakteristik 
von k ist, neu bewiesen werden*). Es handelt sich gerade um den Fall, 
daB der Gruppenring © (k) vollstandig reduzibel ist. 

Wir fassen K als Algebra iiber k auf und verstehen unter k* irgend- 
eine Erweiterung des Grundkérpers k und unter K* die durch Ausdehnung 
des Koeffizientenbereiches von k auf k* aus K entstehende Algebra 
iiber k*. Die Automorphismen o von K/k werden durch die Festsetzung 
a*” = a* fiir a* aus k* auf K* ausgedehnt. 

Der Ring k,, aller n-reihigen quadratischen Matrizes mit Elementen 
aus k kann als verschrinktes Produkt von K mit © zum Faktorensystem 1 
dargestellt werden, d.h. wir kénnen setzen*) 


(1) k, = Kty, +... + Ku, 
mit 

(2) u,'au,=a’ fir a aus K 
und 

(3) Ug Ue = Use. 


Die Erweiterung des Grundkérpers ergibt 
ke = K* ug, +... + K* u,, 
fiir den Matrizesring n-ten Grades iiber dem Kérper k*. Wir bilden das 
direkte Produkt von ki mit dem Matrizesring k? vom Grade 1, dies 
Produkt ist kf, und kann jetzt in die Form 
Kir = ky x kp = KP tte, + ... KP tig, 


*) Fir den Fall zyklischer Kérper ist dieser Beweis von Chevalley gegeben 
worden: Sur la théorie du corps de classes etc.; Journ. Fac. Sci. Tokyo (1933), 
365—476 auf S. 395. 

5) Vgl. etwa M. Deuring, Algebren. Ergebn. d. Math. 4, 1, Kap. V, §1—2. 
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gesetzt werden. K? = K* x k? ist der Matrizesring r-ten Grades iiber 
dem Ring K*. 

(2) bestimmt die u, innerhalb kf, bis auf Faktoren c,, die regulare 
Elemente des mit K* elementweise vertauschbaren Teilringes K? von ki, 
sind. Jedoch geniigen » Elemente u, = u,c, den Relationen 


, = -¢ 
(4) U, U, == Ugz Coz CoCr, 


die an die Stelle von (3) treten. Die Frage nach allen Systemen u, in 
kX,. die (2) und (3) erfiillen, ist also gleichbedeutend mit der Frage nach 
allen Systemen c,, die die Gleichungen 


(5) C5 Cr — Cos 
erfiillen. 

In der ersten Form la8t sich diese Frage folgendermaBen beant- 
worten: Geniigen neben den u, auch die u, den Relationen (2) und (3), 
so entsteht ein Automorphismus von k%,, wenn jedem a aus K* das 
Element a selbst, jedem u, das entsprechende u, und einem beliebigen 
Element 2a,u, das Element 2a,u, zugeordnet wird. Da k* bei diesem 
Automorphismus elementweise fest bleibt, so ist dieser Automorphismus 
die Transformation mit einem reguliren Element 6 aus kf,*): 

bab-'=a_ fiir a aus K* 
bu,b-' = u,. 
Die erste Gleichung bedeutet, daB 6 zu dem elementweise mit K* ver- 
tauschbaren Teilring von kf,, das ist K?, gehért. Aus der zweiten 
Gleichung folgt durch Einsetzen von u, = u,c, 
b°b-! =, 
oder 
(6) 6° = ¢,b. 

Ist umgekehrt bei gegebenen c, ein regulires Element 6b von K? vor- 

handen, so daB (6) gilt, so gilt auch (5), denn es ist 

cy c, = bb *- Bb? = bb = coe. 
(Auch Riickwartsverfolgen des von (5) zu (6) fiihrenden Weges liefert 
dieses Ergebnis.) 

Ganz unabhangig von ki, haben wir den 

Satz 1. Gibt es in K* = K x k* r-reihige regulaire Matrizes c,, die 
die Gleichungen 


05 G, = Ces 


4) Far diese SchluBweise vgl. loc. cit. *), Kap. V, § 6. 
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erfiillen, so gibt es eine regulire Matrix b mit 
Cob = 0b’. 


Ist umgekehrt bei gegebenen c, ein Matrix b vorhanden, die die zweiten 
Gleichungen befriedigt, so sind auch die ersten Gleichungen richtig. 

2. Wenn jetzt eine Darstellung o > c, r-ten Grades von © im Koef- 
fizientenbereich k* gegeben ist, so kénnen wir wegen c, = c, diesen Satz 
anwenden und finden 


Satz 2. Zu einer Darstellung A r-ten Grades « +c, von © in einer 
Erweiterung k* von k lassen sich r Spalten 


bis 
é=1,2,..49 
by 


in K* = K x k* finden, die sich bei Ausiibung der Automorphismen von 
K*/k* nach der gegebenen Darstellung transformieren 


bis bis 
(7) ( : )=.( : 
brs bys 


und die, hintereinandergesetzt, eine requlire Matrix 6 ergeben. 

bi:, ..+, 5, sind im allgemeinen nicht linear unabhingig in Be- 
ziehung auf k* (z.B. wenn r > 7 ist), wir untersuchen jetzt, unter 
welchen Umstinden 5,,, ..., 6,, linear unabhangig sind. 

Wenn die gegebene Darstellung 4 irreduzibel (in k*) ist, so miissen 
b,;, ..., b-¢ linear unabhangig sein, denn ein Darstellungsmodul fiir die 
Darstellung 4 li8t eine operatorhomomorphe Abbildung auf den Modul 
(b,,k*, ...,6,¢k*) zu, diese Abbildung mu8 wegen der Irreduzibilitét von 
A entweder eine Isomorphie sein oder jedes 6;, auf Null abbiklen, das 
zweite ist wegen |6| + 0 nicht méglich. 

Wir kénnen allgemeiner sagen, daB durch (7) der zur r-mal ge- 
nommenen Darstellung 4 gehérige Darstellungsmodul operatorhomomorph 
auf den Modul (b,, k*, ..., b;,k*, ..., 6,-k*) abgebildet wird. 

Wenn A eine absolut irreduzible Darstellung ist, so muB diese Ab- 
bildung ein Isomorphismus sein. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, die Summe der ersten s(s <r) 
der Moduln m, = 6,;k* + ... + 6,,k* enthielte die restlichen m, (+ > 8). 
Die Basiselemente 6,;, ..., 6,4 von m, (i > 8) miissen sich dabei folgender- 
ma8en durch die 6;, (h < s) ausdriicken 


(8) bj, => E dybs, d, aus k*. 
Awi 
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Um das einzusehen, denken wir uns 5 m, operatorisomorph auf das 
i=1 


Rechtsideal 3° ¥'k*c,,; des vollen Matrizesringes k? abgebildet, der 


j=1ah=i1 
nach dem Burnsideschen Satz von den Matrizes der Darstellung 4 auf- 
gespannt wird, dieses Rechtsideal erzeugt ja auch die s-fache Dar- 
stellung 4. Wir kénnen annehmen, daS dem 6;, das c;, entspricht 
(Wahl einer geeigneten Basis von m,). Einem m, (i > 8) entspricht ein 
in 3 JS k*e,; enthaltenes einfaches Rechtsideal. Wir stellen fest, 


jelh=1 


r & 
welche r Elemente @,,...,¢, von 2 2 k*c,; auch die durch ¢,,,...,¢:, 
j=th=1 


gegebene Darstellung erzeugen. 
Wir rechnen leicht aus, da8 Gleichungen 


(9) ¢°= Tides d, aus k* 
A=1 
gelten miissen. Den Basiselementen 5,;,...,6,,; von m, entsprechen aber 


in z Eka; gerade solche c, Aus (9) folgt daher (8). (8) steht 


j=1la=i 


aber in Widerspruch zu der Regularitét der Matrix 6, damit ist die Be- 
hauptung bewiesen. 


Wenn wir unser letztes Ergebnis auf die Darstellung von © an- 
wenden, die von einer Basis von K/k erzeugt wird, so finden wir, daB 
diese Darstellung jede absolut irreduzible Darstellung r-ten Grades min- 
destens r mal enthalt. In dem Falle, daB alle Darstellungen von 6 in 
k* vollstindig reduzibel sind (wenn also n = (K:k) kein Vielfaches der 
Charakteristik von k ist), ist also die regulire Darstellung von © in der 
von einer Basis von K/k erzeugten Darstellung enthalten und also mit 
ihr aquivalent, weil sie den gleichen Grad hat. 

Damit ist der in der Einleitung angegebene Satz (Satz 1 aus G. D.) 
fiir den Fall eines vollstindig reduziblen G(k) neu bewiesen. 


2. Die Galoismoduin der Zwischenkérper. 


1. d,,d,,... seien Elemente eines Ringes 0. Die Elemente a von 0, 
die den Gleichungen ad, = 0 geniigen, bilden ein Linksideal | von o. 
Umgekehrt kann jedes Linksideal | von 0 auf diese Weise gekennzeichnet 
werden, falls o eine Eins hat und direkte Summe von einfachen Links- 
idealen ist. In diesem Falle ist o direkte Summe von | und einem 
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anderen Linksideal I’, o=1+T1'. Ist lome+e’,e=O0(l), ¢& =O(l'), s0 
gilt ae’ = 0 dann und nur dann, wenn a = 0(\). 

2. Satz 1. K sei galoissch tiber k; G sei die galoissche Gruppe von 
K/k, thre Ordnung n sei kein Vielfaches der Charakteristik von k. Der 
Grundkérper k werde irgendwie erweitert zu k*; K geht dabei in eine Algebra 
Ky = K* iiber. § sei eine Untergruppe ven ©, H thr Invariantenkérper 
in K, also H* = Hy thr Invariantenbereich in K*. 1 sei ein Galois- 
modul von K*/k*, der zugleich ein H*-Modul ist. Dann ist | auch Galois- 
modul von K*/H*. 

Beweis: Zu { gibt es nach 1. ein Element 2 to? des Gruppen- 

Cc 
ringes © (k*), das | als die Menge aller a aus K mit 
(10) x d,a° =0 
«cs 
kennzeichnet. A sei ein Element von H*. Liegt a in I, so auch ha. 
Es gilt also 
(11) > dha’ = 0. 
6c 6 
Wir zerlegen © modulo § 
G= ZF §t. 


t mod § 
xh SF d.a"*=0 
tmodhH CF 


gebracht werden. Ist A,,..., 4, eime Basis von H/k, so gelten die Glei- 
chungen 


(11) kann in die Form 


= Kh ZL d,,0" =0, 
: tmod 1 CH 
die 


(12) z= d,.e* =0 


1C$ 
zur Folge haben, da die Diskriminante |Aj|* von Null verschieden ist 
und als H-Element kein Nullteiler sein kann. An Stelle von (12) kénnen 
wir auch schreiben 


(13) zr d,,a" = 0. 
1c 


Die Elemente a von | kénnen statt durch (10) auch durch die Glei- 
chungen (13) gekennzeichnet werden, da (10) umgekehrt aus (13) folgt. 
(13) bedeutet aber, daB 1 bei der operatorisomorphen Abbildung von K* 
auf den Gruppenring §(H) in das Linksideal aller « iibergeht, das mittels 
der m Elemente /, = Z d,,m von §(H*) durch af, = 0 gekenn- 
zeichnet ist. P 
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3. Die /, gehéren schon dem Gruppenring H (k*) an und das Links- 
ideal von §(H*), das dem Modul | entspricht, entsteht aus dem Ideal |, 
aller a von §(k*) mit «,/, = 0 durch Erweiterung des Koeffizienten- 
bereiches k* zu H*. $(k*) ist Teilring von G(k*) und das Linksideal |, 
von ©(K*), das dem | bei der operatorisomorphen Abbildung von K* 
auf G(k*) entspricht, ist die Menge aller « aus G(k*) mit af, = 0. 
I, ist einfach das Erweiterungsideal ©(k*)[, von 1, in G(k*). In der 
Tat mu8 © (k*)1, in |, enthalten sein, da aus a,/, = 0 sofort Ba, f, = 0 
folgt. 


Umgekehrt, sel a = J c,o ein Element von |,. Es ist 
6CcG6 


et= JF FJ 6d,,067=0 
ced 


6c Gy 
oder 
= z Co n- d,. = 0, 
, ecC& 1Ch ewe 
was mit 
(14) 2 %-1d2 = 90, 0 CG 
1C 


gleichbedeutend ist. Wir zerlegen © in Linksklassen nach § 


6 = SAS. 
Aus (14) folgt 


= P 4 Chey d,.& = 0. 
*c$1C5h 
Wird 
P ann = ay 
7c 


gesetzt, so ist also 
a te = 0, 


d.h. &, gehért zu |,; und daa = J Aa, gilt, so liegt « in G(k*) |,. 

Die Beziehung |, = © (k*)1, hat nun fiir die Beziehung zwischen der 
Darstellung von ©, die der gegebene Galoismodul | als Galoismodul von 
K*/k*, und der Darstellung von §, die | als Galoismodul von K*/H* 
erzeugt, die Folge, die wir folgendermaSen aussprechen kénnen: 

Satz 2. Ein Galoismodul | von K*/k*, der zugleich H*-Modul ist, 
erzeugt eine Darstellung von G, die von der zu | als Galoismodul von K*/H* 
gehérigen Darstellung der Untergruppe § induziert wird. 

Fiir die arithmetischen Anwendungen der beiden letzten Sitze ist 
es notwendig, k so zu k* erweitern, daB alle irreduziblen Darstellungen 
von © in k* absolut irreduzibel sind. k* mu8 dann ein Zerfillungs- 
kérper fiir alle einfachen Bestandteile der halbeinfachen Algebra © (k) 
sein. k* mu8 also die Zentren dieser einfachen Algebren, das sind ge- 
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wisse Kreiskérper, notwendig enthalten. Zu diesen Kreiskérpern sind 
dann noch Zerfaillungskérper von normalen einfachen Algebren zu ad- 
jungieren. Diese Zerfallungskérper kénnen immer so gew&hlt werden, da8 
sie zu vorgegebenen Erweiterungskérpern des betreffenden Grundkérpers 
teilerfremd sind. Von gewissen Fallen abgesehen, in denen K/k einen 
Kreiskérper iiber k umfaSt, kann dann also k* immer so gewahlt werden, 
daB k*/k keinen Teilkérper enthalt, der zu einem Teilkérper von K/k 
isomorph ist. K* = k* K ist dann auch ein Kérper. k* kann sogar 
als Kreiskérper gewahlt werden. 


(Eingegangen am 10. 1. 1936.) 








Uber die Seitenkriimmung. 
Beitrag zur Theorie der Flachenverbiegung. 


Von 


Josef Naas in K6in*). 





Einleitung. 

Krumme Filachen (im reellen, dreidimensionalen Euklidischen Raum) 
mit einem regular analytischen, iiberall fortsetzbaren Linienelement kénnen, 
wie die Biegungsflichen der Ebene zeigen, als Gebilde des Raumes Sin- 
gularitaéten enthalten. Der gewéhnliche Kegel, welcher auBerhalb der 
Spitze tiberall regular ist, besitzt z. B. eine isolierte singulaire Stelle, die 
Spitze, welche in Hinsicht auf das Verhalten der Tangenten an die Flache 
singular ist. Auf den Torsen liegt eine singulire Kurve, die Riickkehr- 
kante; in ihren Punkten ist die Singularitéit von anderem Charakter: die 
Tangentenebenen verhalten sich stetig, erst die KriimmungsgréBen sind 
uustetig. Allgemeine Eigenschaften ven Flaichen reguliren Linienelements 
mit einer Riickkehrkante sind von St. Cohn-Vossen beschrieben worden’). 
Der Gegenstand der vorliegenden Arbeit sind die stetig glittbaren Flaichen 
mit einer Spitze; das sind Flachen, die sich stetig und isometrisch auf 
das Innere eines iiberall reguliren Flachenstiickes abbilden lassen, und 
deren Tangenten in einem Punkt der Flache nicht in einer Ebene liegen, 
sondern einen gewohnlichen Kegel — im folgenden Tangentenkegel ge- 
nannt — erzeugen; in allen iibrigen Punkten soll die Flache regular sein. 
Nicht alle Flachen reguliren Linienelements mit einer Spitze, z. B. nicht 
die Rotationsflichen mit einer Spitze, sind stetig glittbar. Das Linien- 
element der Flaiche wird in der von Gau8 angegebenen Gestalt zugrunde 
gelegt, die man durch Transformation auf geoditische Polarkoordinaten 
erhilt. Die Fliche wird in Analogie zum gewébnlichen Kegel durch eine 
einparametrige Schar regular analytischer Kurven durch einen Punkt er- 
zeugt; dieser Punkt wird zum Ursprung des riumlichen Koordinaten- 
systems und gleichzeitig zum Ursprung des geoditischen Polarkoordinaten- 


*) Diese Arbeit ist von der philosophischen Fakultét der Universitat Kéln 
als Dissertation angenommen worden. 
1) Cohn-Vossen, Die parabolische Kurve, Math. Annalen 99 (1928), Dritter Teil. 
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systems auf der Fliche gewahit. Die hier untersuchten Flachen — von 
nun an mit § bezeichnet — mégen also folgende beiden Voraussetzungen 
erfiillen: 

(A): Das Linienelement von % sei*) (fir 0 <= 9 S 22 und r => 0) 


dst =dr+Gdq' 


GaP— r+ Sarr 
v==1 


q, = = Jv—m, m cos’~™ P sin™ p- 


(B): Der Ortsvektor x von § lasse sich im Bereich AU: 0S r < d, 
0s y S22 durch die Potenzreihe in r 


x= 2 p(y)r 
v=i1 
darstellen. Hierbei seien 
a) die Vektoren p, (vy = 1, 2,...) zweimal stetig nach  differentiierbar; 
b) ferner sei 
™) (9, — wi , (* = 1,2, ...\, 
pe” (0) = pr? (2m) *) (0 = 9'y"9"') 
c) die Potenzreihen Zp,r’, Tp,r’ und J p,'r’ seien simtlich im 
Bereich & konvergent; 
d) fiir die Komponenten p,, (x = 1, 2,3) des Vektors p, sei 


Ss «=1,2,3 

V |p| ST Ci. 0, 1, 2) 
Diese Abschitzung sei giiltig fiir alle Werte @ des Intervalles 
0s 9S 22 und fir » = 1,2,.... 

Nach Voraussetzung (A) sind die Kurven » = const. geoditische 
Linien durch den Punkt P, (r = 0), die Kurven r = const. ihre ortho- 
gonalen Trajektorien. An allen Stellen (r, gy) eines Bereiches MW (0 < 9 <2 2, 
r<d < 4d) wird « stetig nach r und  partiell differentiierbar sein 
(siehe § 3); das bedeutet fiir die Punkte von Y’, in denen das Parameter- 
netz auf § keine Singularitaét besitzt, die Existenz einer stetigen Tangenten- 
ebene; im Punkt P, hat die Flache im allgemeinen einen Tangentenkegel, 


dessen Erzeugenden die Tangenten an die geoditischen Linien g = const. 
sind. 


2) Darboux, Théorie Générale des Surfaces III. 1894, 8.162; Ky, ist das 
GauBsche KriimmungsmaB fiir r — 0. . 
3) (mn) als oberer Index bedeutet n-malige Differentiation nach g; statt dessen 
werden bisweilen auch Striche gemacht. 
Mathematische Annalen. 113. 4 
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Charakteristisch fiir die Flache im Ursprung P, ist die ,,Indikatrix“; 
das ist der Durchschnitt des Tangentenkegels mit der um P, als Mittel- 
punkt gelegten Einheitekugel. Nach Voraussetzung (B,b) ist die Indika- 
trix eine geschlossene Kurve. Ihre geoditische Kriimmung beziiglich der 
Einheitskugel wird im folgenden die ,,Seitenkriimmung der Flaiche im 
Ursprung genannt. Ist die Seitenkriimmung stets Null, dann ist die In- 
dikatrix ein GroBkreis der Finheitskugel; d.h. § hat auch in P, eine 
Tangentenebene. Ist die Seitenkriimmung nicht identisch Null, d. h. hat ¥ 
in P, wirklich eine Spitze, dann wird sich ergeben, daB sich die meisten der 
von uns untersuchten Flachen in der Nahe der Spitze selbet durchdringen. 
Das bedeutet, daB die meisten stetig glittbaren Flaichen mit einer 
Spitze nicht durch bloBe, stetige Verbiegung aus einer reguliren Fliche 
entstanden sein kénnen. Eine Ubersicht dariiber, welche Flachen sich 
selbst durchdringen und welche nicht, wird das Verhalten des GauSschen 
KriimmungsmaBes in der Umgebung der Spitze gewihren. Als Haupt- 
ergebnis werden wir den Satz erhalten, daB sich in der Spitze stetig 
glittbarer Flichen, welche sich nicht selbst durchdringen, mindestens 
zwei reelle Kurven parabolischer Punkte — parabolische Kurven genannt — 
mit verschiedenen Tangenten schneiden (zwei in der Spitze endigende 
parabolische Kurven, deren beide Tangenten die Indikatrix in einem 
Punktepaar schneiden, welches diese in zwei langengleiche Teile zerlegt, 
werden einfach gezahit). Als Beispiel fiir eine Fliche mit zwei para- 
bolischen Kurven durch die Spitze wird eine verallgemeinerte Kotations- 
fliche*) ohne Selbstdurchdringung angegeben (§ 7), durch deren Spitze 
genau zwei parabolische Kurven mit verschiedenen Tangenten laufen. 

AuBer den soeben erwihnten inneren Eigenschaften stetig glittbarer 
Flachen mit Spitzen werden wir auch noch, falls die Indikatrix nur 
isolierte Nullstellen hat, Eigenschaften erhalten, die sich auf die relative 
Lage der Flaiche zu ihrem Tangentenkegel und des Tangentenkegels zu 
seinen Tangentenebenen beziehen. Zum Schlu8 wird noch ein Satz iiber 
Flachen mit Spitze bewiesen, deren Indikatrix auch Stiicke von GroB- 
kreisbogen enthalt; d. h. die Tangenten von Flachensektoren in der Spitze 
liegen in einer Ebene; mit anderen Worten: die Flache enthalt in der 
Spitze regulare Flachensektoren. Es wird sich ergeben, daB die gesamte 
Indikatrix dann aus einem GroBkreis besteht, wenn die Fliche im Ur- 
sprung elliptisch gekriimmt ist. 


*) Verallgemeinerte Rotationsfidche wird hier eine solche Fliche genannt, die 
durch Rotation einer ebenen Kurve um eine ihrer Tangenten entsteht, wobei sich 
gleichzeitig die Tangente um den Beriihrungspunkt dreht. Die Ebene der rotieren- 
den Kurve soll stets senkrecht zu dem Kegel stehen, der von der sich drehenden 
Tangente erzeugt wird. 
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In unseren Beweisen werden einige Sitze tiber geschlossene sphirische 
Kurven Anwendung finden, die der Gegenstand von §1 sind. In §2 
werden die Ableitungsgleichungen entarteter Streifen angegeben. Hierbei 
wird unter einem entarteten Streifen eine einparametrige Schar orientierter 
Ebenen durch einen Punkt verstanden, welche bekanntlich einen Kegel 
einhiillen. In §3 wird die Stetigkeit und Differentiierbarkeit gewisser 
partieller Ableitungen des Ortsvektors x von § gezeigt. Der Inhalt von 
§ 4 bezieht sich auf den Tangentenkegel; es zeigt sich hier als anschau- 
liches Ergebnis, daB bei der Verbiegung einer regulairen Flache zu einer 
Flache mit einer Spitze der Tangentenkegel durch Verbiegung der ent- 
sprechenden Tangentenebene der reguliren Ausgangsfliche entsteht. Die 
aufzustellenden Siatze sind im wesentlichen Folgerungen aus Formeln, in 
denen das Verhalten der HauptkriimmungsgréBen und des GauSschen 
KriimmungsmaBes in der Nahe des Ursprungs P, zum Ausdruck kommt 
(§ 6). Zum Beweis dieser Formeln werden in §5 Aussagen iiber die 
zweiten FundamentalgréBen gemacht. Die Folgerungen und die Formu- 
lierung der Sitze erfolgen in §7. Der Beweis des Satzes iiber Flichen 
mit Spitze, deren GauSsche Kriimmung in der Spitze elliptisch ist, und 
deren Indikatrix Stiicke von GroBkreisbogen enthalt (§ 8), stiitzt sich auf 
die Formel von Euler’). Bisher war die Eulersche Formel nur auf 
Flachenpunkte anwendbar, in denen die gesamte Indikatrix ein GroBkreis 
ist. In §9 wird die Eulersche Formel neu bewiesen, wodurch ihr An- 
wendungsbereich sich erweitern ]aBt. 


Die Existenzfrage, d.h. die Frage, ob jedes regulare Flichenstiick 
zu einer Fliche mit Spitze verbiegbar ist, wird in dieser Note noch nicht 
behandelt; in einer weiteren Veréffentlichung wird der Beweis erbracht 
werden, daS durch Vorgabe des Tangentenkegels und des Linienelements 
eine Flache mit Spitze eindeutig bestimmt ist, wenn die Seitenkriimmung 
keine Nullstellen hat. 


Zum SchluB noch eine Bemerkung zu den beiden Voraussetzungen (A) 
und (B)! Das Linienelement ds* von % ist als analytische Funktion der 
beiden Parameter-r und g, der Ortsvektor x hingegen nur analytisch in 
der einen Verinderlichen r zugrunde gelegt. Diese Unsymmetrie der beiden 
Voraussetzungen ist deshalb notwendig, weil die Seitenkriimmung, wenn 
auch x analytisch von den beiden Variablen r und ¢ abhingt, eine ana- 
lytische Funktion von ist. Dann aber kann die Seitenkriimmung nur 
isolierte Nullstellen haben; das bedeutet insbesondere, daB die Indikatrix 
nicht auch Stiicke von GroBkreisbogen enthalten kann. Will man also 


5) Es ist die Formel gemeint, welche die Krimmungen der Normalschnitte 
in einem Flachenpunkt aus den beiden Hauptkrimmungen berechnet. 


4* 
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die Untersuchung nicht a priori auf spezielle stetig glittbare Flichen 
mit Spitze beschrinken, dann darf der Ortsvektor nicht analytisch in 
den beiden Veriinderlichen r und g vorausgesetzt werden. 


§ 1. 
Hilfssitze tiber geschlossene, sphirische Kurven. 

In den Beweisen der Hilfssiitze tiber spharische Kurven, die spiter 
gebraucht werden, wird eine Eigenschaft von GroSkreispolygonziigen be- 
nutzt, die vorweg genommen werde. 

Ein GroSkreispolygonzug auf einer Kugel heiBe konvex, wenn der 
kleinere Winkel, den zwei aufeinanderfolgende Seiten einschlieBen, immer 
auf derselben Seite liegt. Verbinden zwei verschiedene, konvexe Polygon- 
ziige auf einer Halbkugel zwei Punkte P,, P, derselben, ohne sich selbst oder 
einander zu iiberschreiten*), so umschlieBen sie ein bestimmtes Flachen- 
stiick, das kleiner ist als die Halb- 
kugel, wenn die Ecken der Polygonziige 
nicht alle auf demselben GroBkreis liegen; 
dieser triviale Fall bleibt im folgenden 
unberiicksichtigt. Liegen die kleineren 
Winkelraume des einen konvexen Polygon- 
zuges in der Nahe solcher Polygonecken, 
die keine Doppelpunkte sind, im Inneren 
dieser Flache, die entsprechenden Winkel- 
riume des anderen alle auBen, dann wird 
der erste Polygonzug der duBere, der 
andere der innere genannt; von den 
beiden Polygonziigen wird gesagt, sie befinden sich in konvexer Lage. 
Fiir diese Polygonziige gilt der 








Fig. 1. 


Hilfssatz I’: Bei konvexen Polygonziigen auf einer Halbkugel, die 
sich in konvexer Lage befinden, ist der auBere Polygonzug langer als der 
innere. 

, sei der auBere, P, der innere Polygonzug (Fig. 1; die GroBkreis- 
bogen sind hier als Strecken gezeichnet). Man kann noch voraussetzen, 
daB $, und , auBer ihrem gemeinsamen Anfangs- und Endpunkt keine 
weiteren gemeinsamen Punkte haben; denn ist der Satz fiir diesen Fall 
bewiesen, dann gilt er auch in der allgemeinen Formulierung; man braucht 


*) Zwei Kurvendste iberschreiten sich nicht, wenn in der Nahe der gemein- 
samen Punkte der eine Ast auf derse!lben Seite des anderen bleibt; bei glatten 
Kurven sind die gemeinsamen Punkte dann Beriihrungspunkte, wenn sie nicht 
Endpunkte eines Astes sind. 
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nur die aufeinanderfolgenden’) gemeinsamen Punkte als Anfangs- und 
Endpunkte konvexer Polygone in konvexer Lage anzusehen; sind dann 
die Teile des inneren ganzen Polygonzuges kleiner als die mit ihnen in 
konvexer Lage befindlichen Teile des auBeren, so ist der ganze innere 
Polygonzug kleiner als der ganze auBere (es kénnen auBerdem Stiicke 
beider Polygonziige inzidieren, jedoch sollen beide Polygonziige nicht voll- 
stindig inzident sein). 

Die Ecken von , seien P,, B,,...,B,, P,. Der Durchlaufungs- 
sinn von $, und , fibre von P, nach P,. Die Seiten von $, ver- 
langere man von der zweiten an iiber ihren Anfangspunkt hinaus bis 
zum Schnitt mit P, und erhilt so auf $, die Schnittpunkte B,... B,; 
die Verlangerung B, B; sei f,, die Verlingerung B, B, sei £,, usw. bis B,. 
Zwei aufeinanderfolgende Bogen f kénnen sich im Inneren des von $, 
und $, umschlossenen Flachenstiicks oder auf , nicht schneiden, da 
die beiden Polygone nach Voraussetzung auf derselben Halbkugel liegen. 
Statt auf $, von P, nach B, zu gehen, gehe man auf $, von P, 
nach B, und von da auf #, bis B,; wegen der Extremaleigenschaft 
glatter GroBkreisbogen auf der Halbkugel ist dieser Weg linger. Der 
Weg von P, iiber B, und f, nach B, und von B, auf $f, bis B, wird 
noch verlingert, wenn man von B, auf $, nach B; und von da iiber f, 
nach B, geht; von B, fiihrt der Weg auf $, bis B,; das letzte Stiick von By 
nach B, lat sich wieder in entsprechender Weise wie vorher verlangern usw. 
In Wirklichkeit geht man den Weg ff, , der sich somit als linger erwiesen hat. 

Die im folgenden untersuchten Kurven der Kugel werden glatt und 
stetig geoditisch gekriimmt vorausgesetzt. Andert eine solche Kurve 
nicht das Vorzeichen ihrer geodatischen Kriimmung, dann bleibt sie nahe 
dem Beriihrungspunkt auf derselben Seite des tangierenden GroBkreises. 
Dies 148t sich leicht einsehen: man entscheide sich fiir eine feste Orien- 
tierung auf der Kurve, die Kugelnormale orientiere man so, daB sie vom 
Flachenpunkt nach auBen weist. Das riumliche, kartesische Koordinaten- 
system sei rechtshindig gewahit. Aus der Formel fiir die geodiatische 
Kriimmung der Kurven der Einheitskugel 


aah *.ff| 8 
o, = saa" *) 


7) Man kann nach Einfihrung einer Orientierung auf den beiden Polygon- 
ziigen deshalb von aufeinanderfolgenden Doppelpunkten sprechen, weil diese ent- 
weder isoliert liegen oder ganze Stiicke des inneren und 4uBeren Polygons inzi- 
dieren; von letzteren zihle man nur die Endpunkte. 

5) |3 3° 3''| ist die aus den Vektoren 3, 3’, 3 gebildete Determinante; 3 ist der 
vom Kugelmittelpunkt zur Flache zeigende Ortevektor der Kurve oder auch der Normal- 
einheitsvektor der Kugel; 3' und 3” sind die ersten und zweiten Ableitungen nach 
der Bogenlinge der Kurve. Blaschke, Vorl. iber Differentialgeom. I (1930), S. 148. 
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ergibt sich, daB in der Nahe der Punkte, wo . + 0 ist, die Kurve auf 


g 
der einen Seite ihres tangierenden GroSkreises verliuft; denn die Schmieg- 
ebene der Kurve, welche zu den beiden Vektoren 3’ und 3” parallel ist, 
inzidiert nicht mit der zu den Vektoren 3 und 3 parallelen Ebene des 


tangierenden GroBkreises, weil fiir ~ +0 die genannten Vektoren linear 
a 


unabhangig sind. Nach Wahl der Orientierung der Kurve liegt bei posi- 
tiver geoditischer Kriimmung die Kurve stets links von ihrem beriihrenden 
GroBkreis, weil das von den Vektoren 3, 3’, 3” gebildete Dreibein ebenso 
wie das raumliche kartesische Koordinatensystem rechtshindig ist. Das- 
selbe gilt aber auch fiir diejenigen Punkte mit verschwindender geodi- 
tischer Kriimmung, in welchen diese ihr Vorzeichen nicht wechselt. Denn 
der Kriimmungskreis eines jeden Punktes der Parallelkurven — das sind 
die Kurven mit konstantem geoditischem Abstand von der urspriinglichen 
Kurve — ist ein Parallelkreis zum Kriimmungskreis der urspriinglichen 
Kurve im entsprechenden Punkt; insbesondere ist fiir Punkte mit ver- 
schwindender geoditischer Kriimmung der Kriimmungskreis der Parallel- 
kurven parallel dem tangierenden GroBkreis der urspriinglichen Kurve; 
mithin ist der Kriimmungskreis der Parallelkurven fiir solche Punkte 
kein GroBkreis, die geoditische Kriimmung also nicht Null, und zwar 
> 0, wenn sie auf der Ausgangskurve > 0 ist’). Die Parallelkurven 
liegen demnach an den Stellen, die den Punkten der Ausgangskurve mit 
verschwindender geodatischer Kriimmung entsprechen, links von ihrer 
geodatischen Tangente. Da die Punkte der Parallelkurven gegen die 
entsprechenden Punkte der urspriinglichen Kurve konvergieren, wenn der 
geodatische Abstand Null wird, so mu8 also auch die urspriingliche 
Kurve in Punkten mit verschwindender geodiatischer Kriimmung in der 
Nahe der Beriihrungsstelle links vom beriihrenden GroBkreis liegen. 

Die soeben angegebene Orientierung der Kugelnormalen und des 
raumlichen Euklidischen Koordinatensystems wird fiir die folgenden 
Untersuchungen beibehalten; als positive Orientierung der spharischen 
Kurven mit nicht wechselnder geoditischer Kriimmung sei diejenige fest- 
gesetzt, fiir welche die geoditische Kriimmung > 0 ist; mit anderen 
Worten: eine positiv orientierte Kurve liegt in der Nahe des Beriihrungs- 
punktes links von ihrer geoditischen Tangente. 

Es lassen sich nun leicht einige Hilfssitze beweisen. 

Hilfssatz II’: Eim GroBkreispolygonzug, der einer doppelpunkt- 
freien, offenen oder geschlossenen Kurve einbeschrieben ist, deren geodi- 


®) Einen analytischen Beweis hierfir findet man bei Fenchel, Dissertation, 
Math. Annalen 101, S. 251. 
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tische Kriimmung das Vorzeichen nicht andert, ist konvex, wenn die 
einzelnen Seiten geniigend klein sind. 

Die Kurve sei positiv orientiert. Dem tangierenden GroSkreis gg im 
Punkte Q an die Kurve ist damit auch eine bestimmte Orientierung in- 
duziert (siehe Fig. 2). Der Punkt P liege auf der Kurve vor Q, R hinter Q. 
Die beiden Punkte P und R mégen zu dem Kurvenstiick gehéren, 
welches ganz zur Linken von go liegt; auBerdem sollen die beiden Punkte 
nicht zu Q diametral sein. Nun zeichne man die kleineren GroSkreis- 
bogen durch Q und R und durch Q und P. Die Orientierung dieser 
beiden Bogen weise von Q nach R und von Q Q 
nach P. Riickt R im negativen Sinne auf der 
Kurve nach Q, dann ist die Grenzlage des GroB- a) 
kreisbogens durch Q und R der GroBkreis go, h 
und zwar weist dieser Bogen dann in die posi- 
tive Richtung von go. Entsprechend ist die Fig. 2. 
Grenzlage fiir den GroBSkreisbogen von Q nach P auch go, dieser Bogen 
weist aber jetzt in die negative Richtung vongg. Der Winkel « zwischen 
dem Bogen von Q nach R und der positiven Richtung von gg wird Null, 
wenn R nach Q riickt. Der Winkel 8 zwischen dem Bogen von Q nach P 
und der positiven Richtung von gg wird x, wenn sich P dem Punkt Q 
naihert. Folglich existieren fiir R und P nahe Q Stellen, wo «a spitz 
und f stumpf ist; d.h. der Winkel 6 — a zwischen den beiden Bogen 
ist <2. D.h. der kleinere Winkel liegt links von gg. Wahlt man 
alle aufeinanderfolgenden Ecken des einbeschriebenen Polygonzuges so, 
daB ihre beiden Nachbarecken wie P und R zu Q liegen, dann liegt der 
kleinere Winkel zwischen zwei Polygonseiten immer links von der Tan- 
gente und auch links vom Polygonzug, wenn man fiir diesen den durch 
die urspriingliche Kurve induzierten Richtungssinn auszeichnet. D. h. 
ein Polygonzug, der in dieser Weise der Kurve einbeschrieben wird, ist 
konvex. 

Hilfssatz III’: Eine doppelpunktfreie, geschlossene Kurve, deren 
geoditische Kriimmung das Vorzeichen nicht andert, liegt nicht blo8 in 
der Nahe des Beriihrungspunktes, sondern vollstindig auf der einen Seite 
jedes tangierenden GroBkreises. 

Der Satz ist trivial, wenn die Kurve ein GroBkreis ist. Die Kurve 
— mit k bezeichnet — sei positiv orientiert; d. h. ihre geoditische 
Kriimmung ist > 0. P sei ein beliebiger Punkt von k, der zunichst 
jedoch nicht, wenn k auch Stiicke von GroBkreisbogen enthalt, auf einem 
solchem Stiick liegen mége. Offenbar hat dann & in hinreichender Nahe 
von P mit dem GroBkreis gp, welcher k in P beriihrt, nur den Punkt P 
gemein. Wiirde k nicht ganz auf der einen Seite von gp verlaufen, dann 
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miiBte es einen ersten Schnittpunkt Q von k mit gp geben, wenn man 
von P in positiver Richtung auf der Kurve geht (Fig. 3). Q mu8 dann 
hinter dem diametralen Punkt P’ von P liegen; d.h. geht man auf gp 
in der durch die Kurve induzierten positiven Richtung von P nach Q, 
dann mu8 man unterwegs durch P’ kommen; P’ und Q kénnen nicht 
inzidieren. Wiirde namlich Q nicht hinter P’ liegen, dann kommt man 
durch folgende SchluBweise (vgl. die Dissertation des Herrn Fenchel) zu 
einem Widerspruch. Der Punkt A bewege sich auf k von P nach Q. 
Der Winkel, den der GroSkreisbogen durch P und A mit der ersten 
Hilfte**) von gp bildet, andert sich stetig mit A"). Dieser Winkel mége 
sein Maximum zum ersten Mal hinter P in M erreichen; da P nicht 
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@ 
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Fig. 3. Fig. 4. 


auf einem GroBkreisbogen von k liegt, ist das Maximum des Winkels 
> 0; in P ist der Winkel Null; folglich ist M+ P. In M wird k von 
dem zugehérigen GroBkreis P M berihrt, wenn Q nicht hinter P’ liegt, 
und zwar liegt k rechts vom tangierenden GroBkreis (siehe Fig. 3); da 
der GroBkreis PM in M zum ersten Mal hinter P von k erreicht wird, 
liegen in beliebiger Nahe von M Punkte von k rechts vom tangierenden 
GroBkreis PM. Das aber widerspricht nach einer friiheren Bemerkung 
der Annahme, daB die geodiatische Kriimmung > 0 ist. 

Weil & erst hinter P’ zum ersten Mal den tangierenden GroBkreis gp 
wieder erreichen kann, ergibt sich aus der Doppelpunktfreiheit der Kurve, 
daB k ganz auf der einen von gp begrenzten Halbkugel verliuft. Man 
schlieBe indirekt. J sei das Stiick von k zwischen P und dem ersten 
Schnittpunkt Q von k mit gp, wenn man die Kurve in positiver Richtung 
durchlauft (Fig.4); ZZ das entsprechende Stiick, wenn man von P aus 
auf k in negativer Richtung geht; 1 sei die erste Halfte von gp zwischen 


©) Die erste Halfte von g, ist das Stiick zwischen P und P’, wenn man 
von P nach P’ in der durch die Kurve & induzierten positiven Richtung geht. 

11) Falls P’ und Q inzidieren, geht der Kreis PAP’ in den die Kurve k 
in P’ tangierenden GroBkreis iiber. 
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P und P’, 2 die zweite Hilfte von gp. Q, der erste Schnitt von J 
mit gp, mu8 auf 2, R der erste Schnitt von 2 mit gp, mu8 auf 1 liegen 
(Q und R kénnen nicht in P’ inzidieren). Das ist aber unmdglich, weil IJ 
nicht den Bogen 2 und wegen der Doppelpunktfreiheit von k auch nicht J 
iiberschreiten kann. 

Ist P ein Punkt eines GroSkreisstiickes von k, dann geniigt es, den 
Satz fiir den Endpunkt eines solchen Stiickes zu beweisen. Nach den 
vorhergehenden Uberlegungen mu8 wieder Q auf 2 liegen (siehe Fig. 4). 
S sei der Anfangspunkt des GroBSkreisstiickes von k, dessen Endpunkt P 
ist. Durchliuft man gp von P aus im negativen Sinne, dann kann S 
nicht hinter Q liegen, weil sonst Q ein Doppelpunkt von k wire. Wenn 
S vor Q liegt, dann ergibt sich wieder, daB der erste Schnitt R von k 
mit gp, wenn man k von S aus im negativen Sinne durchliuft, nicht auf 
dem Stiick SP’ von 2 liegen kann; denn dies fiihrt analog dem Voran- 
gehenden zu einem Widerspruch gegen die Doppelpunktfreiheit von k. 
Es ist also nur méglich, daB S mit Q inzidiert und & sich aus dem 
Teilbogen PQ = PS von 2 und dem Stiick J zusammensetzt. Die Kurve k 
verlauft also auch in diesem Falle vollstaindig auf der linken Halbkugel 
von @p. 


Hilfssatz IV’: Die Lange einer doppelpunktfreien, geschlossenen 
Kurve auf der Einheitskugel, deren geodatische Kriimmung das Vorzeichen 
nicht andert, ist héchstens 2; betrigt der Umfang 22, 
dann ist die Kurve ein GroBkreis. & 

Ist eine geschlossene, nicht negativ geoditisch ge- 
kriimmte Kurve k ohne Doppelpunkte kein GroBkreis der 
Kugel, dann existieren nach Hilfssatz III’ zwei verschie- 
dene tangierende GroBkreise gp, und gp,, die ein GroB- 
kreiszweieck bilden, in dessen Innerem die Kurve liegt. 

Die Lange der Kurve ist nun kleiner als die des GroSkreis- 4 
zweiecks. 1 sei das Stiick von k, wenn man von P, im 

positiven Sinne nach P, geht (Fig.5); von P, kommt 

man auf gp, im positiven Sinne zur Ecke Z,. Es wird % 84 
sich zeigen, daB 1 kiirzer ist als die Summe der Bogen 

P,E, und P,E,. Jeder dem Bogen 1 einbeschriebene 
GroSkreispolygonzug ist nach Hilfssatz [I’ konvex, wenn Fig. 5. 

die einzelnen Seiten geniigend klein sind, und mit 

dem Polygonzug P, A, A, P, in konvexer Lage, wobei A, auf gp, zwischen 
P, und E,, und A, auf gp, zwischen E, und P, so liegen, daS der kleinere 
GroBkreisbogen zwischen A, und A, den Bogen 1 nicht trifft. Da die 1 
einbeschriebenen Polygonziige die inneren sind, sind sie nach Hilfssatz I’ 
kiirzer als der Polygonzug P, A, A, P,; somit hat 1 héchstens die Linge 


Ay 


A 
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dieses Polygonzuges P, A, A, P,; dieser ist aber kiirzer als der Polygon- 
zug P,E,P,. Ebenso ist das restliche Stiick 2 von k& kiirzer als der 
Polygonzug P, FE, P,; d.h. die Lange von k ist < 22. Folglich hat die 
Kurve k nur dann die Lange 22, wenn sie ein GroBkreis ist. Hierbei 
wurde benutzt, daB die einbeschriebenen GroSkreispolygonziige einer 
spharischen Kurve gegen die Bogenlinge konvergieren: Per definitionem 
konvergiert die Lange der einbeschriebenen gerade gestreckten Polygon- 
ziige gegen die Bogenlinge. Jede Polygonseite ist aber kleiner als der 
zugehérige kleinere GroBkreisbogen auf der Kugel; das GrofSkreispolygon 
ist wegen seiner Extremaleigenschaft kleiner als der zugehérige Kurven- 
bogen; q. e. d. 

Hilfssatz V’: Hat eine geschlossene, nicht negativ geoditisch ge- 
kriimmte Kurve der Kugel auch Doppelpunkte, dann muB aie sich selbst 
iiberschreiten "*). 

Die linken Parallelkurven zu einer Kurve, deren geoditische Kriim- 
mung > 0 ist, sind nach einer friiheren Bemerkung positiv geoditisch 
gekriimmt; iiberschreiten sich die linken Parallelkurven, dann gilt dies 
auch fiir die urspriingliche Kurve. Es geniigt daher, den genannten Satz 
fiir positiv geoditisch gekriimmte Kurven zu beweisen. 

A sei kein Doppelpunkt der geschlossenen, nicht negativ geoditisch 
gekriimmten Kurve (Fig.6); von A aus gehe man auf & in positiver 
Richtung bis zum ersten Doppelpunkt B, in welchem k sich nicht iiber- 

schreiten mége. Wenn beide Aste auf derselben Seite ihrer 
4  geoditischen Tangente liegen, dann haben sie gleiche Orien- 
tierung, weil die geodatische K riimmung das Vorzeichen nicht 

andert. Durchliuft man k von B aus im positiven Sinne bis B 

zuriick, dann hat man auf der Kugel ein einfach zusammen- 

hangendes Flachenstiick umlaufen (von den beiden durch 
die Kurve auf der Kugel begrenzten Flachenstiicken werde dasjenige § 
genannt, welches links von der Kurve liegt). Nahert man sich beim 
zweiten Mal B vom Innern"*) des ersten Astes, dann liegt der Punkt A 
auBerhalb § (siehe Fig.6). Da der zweite Ast in B genau so orientiert 
ist wie der erste, liegen die Punkte des zweiten Astes von k hinter B 
im Innern von § oder auf dem Rande (und zwar auf der Innenseite des 
Randes). Man kann also nur nach A zuriickkommen, wenn man den 
Rand von § iiberschreitet. Nahert man sich beim zweiten Mal von der 
rechten Seite des ersten Astes (Fig. 7), dann muS A in {, der zweite Ast 
auBerhalb § oder auf dem Rande (und zwar auBen auf dem Rande) 


8 


Fig. 6. 


8) Nicht alle Punkte der Kurve sollen Doppelpunkte sein. 
18) Die Innenseite ist die, die von den tangierenden GroBkreisen freibleibt; 
m.a. W.: bei positiver Orientierung der Kurve ist es die linke Seite. 
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liegen. Liegen in B die beiden Aste zu beiden Seiten des tangierenden 
GroBkreises gz (Fig.8), dann miissen sie entgegengesetzt orientiert sein, 
damit sie beide rechts von ihrer geoditischen Tangente liegen. Da die 
Kurve k positiv geoditisch gekriimmt ist, muB es fiir jeden Ast einen 
ersten Schnittpunkt mit g, geben. wenn man den 

einen Ast von B aus im positiven, den anderen 

im negativen Sinne durchliuft. Nach dem Be- 

weise zu Hilfssatz III’ liegen beide Schnitte C, 

und (, auf der Halfte 2 von gz. % sei das vom 

Bogen BC, auf k, dem kleineren Bogen C,C, Fig. 7. 

auf gz und von C, B auf k umschlossene Flachen- 
stiick, das auf der linken Seite der beiden Stiicke 
von k liegt. Die Verlangerung von C, B auf k iiber 
B hinaus soll in A miinden; dann muB sie aber 
C, B auf k schneiden; denn das Stiick C, B auf gp 
kann sie nicht zuerst schneiden; w. z. b. w. 

Aus den Hilfssitzen IV’ und V’ ergibt sich 
unmittelbar der 

Hilfssatz VI’: Eine nicht negativ geodétisch 
gekriimmte, geschlossene Kurve auf der Einheits- o 
kugel, deren Liinge >22 ist, tiberschreitet sich Fig. 8. 
selbst oder ist ein GroBkreis. 

Hilfssatz VII’: Andert eine geschlossene Kurve, die ganz auf einer 
Halbkugel gelegen ist und sich selbst nicht iiberschreitet, nach Wahl 
einer beliebigen Orientierung zweimal das Vorzeichen ihrer geoditischen 
Kriimmung, dann kénnen die beiden Stellen des Zeichenwechsels die Kurve 
nicht in zwei gleichlange Teile zerlegen. 


Der Satz wird zunichst fiir doppelpunktfreie Kurven k bewiesen. Die 
beiden Stellen des Zeichenwechsels der geoditischen Kriimmung von k’ 
seien P, und P,. Auf jedem der beiden Stiicke von k zwischen P, und P, 
aiindert die geoditische Kriimmung nicht ihr Vorzeichen; d.h. die beiden 
Kurvenstiicke bleiben in der Nahe des Beriihrungspunktes immer auf 
derselben Seite ihres tangierenden GroBkreises; bei einem einmaligen Um- 
lauf um die Kurve von P, aus bleibt somit die Kurve auf derselben 
Seite ihrer geoditischen Tangente bis P,, dort geht sie auf die andere 
Seite iiber und bleibt auf dieser bis P,. Weil die Kurve keine Doppel- 
punkte hat, umschlieBt sie ein Flaichenstiick §, das kleiner ist als die 
Halbkugel. Liegt die geoditische Tangente auf dem ersten Stiick nahe 
dem Beriihrungspunkt auBerhalb § oder auf dem Rande, dann liegt sie 
auf dem zweiten Stiick im Innern von § oder auf dem Rande. Das 
Stiick von k, auf dem die geoditische Tangente auBerhalb § oder auf 
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dem Rande liegt, soll im Laufe des Beweises das auBere, das andere das 
innere Stiick der Kurve genannt werden. Der Hilfssatz I’ zeigt nun fast 
unmittelbar, daB das auBere Stiick linger ist als das innere. Der einer 
Kurve auf der Halbkugel einbeschriebene GroBkreispolygonzug liegt selbst 
auf der gleichen Halbkugel. Andert eine Kurve nicht das Vorzeichen 
ihrer geodatischen Kriimmung, dann ist nach Hilfssatz II’ jeder ein- 
beschriebene GroBkreispolygonzug konvex, wenn die einzelnen Seiten 
geniigend klein sind. Der kleinere Winkel zwischen zwei sukzessiven 
Polygonseiten liegt auf derselben Seite des die Kurve tangierenden Gro8- 
kreises, auf der auch die Kurve selbst liegt. D.h. der dem auBeren Stiick 
der hier untersuchten Kurve einbeschriebene GroBkreispolygonzug liegt im 
Innern von § oder auf dem Rande, der dem innern Stiick einbeschriebene 
Polygonzug auBerhalb § oder auf dem Rande; die beiden Polygonziige 
haben auBer P, und P, keinen Punkt gemein, wenn die einzelnen Seiten 
geniigend klein sind. Solche, den beiden Stiicken einbeschriebene Polygon- 
ziige sind also konvex und in konvexer Lage. D.h. nach Hilfssatz I’: 
Jeder einzelne von den konvexen Polygonziigen, welcher dem AuBeren 
Kurventei] einbeschrieben ist und innerhalb § verlauft, ist gréSer als 
irgendeiner von denjenigen konvexen Polygonziigen, welche dem inneren 
Kurventeil einbeschrieben sind und auBerhalb § liegen. Nach einer 
friiheren Bemerkung konvergieren die Langen der einbeschriebenen Polygon- 
ziige bei VergréBerung ihrer Eckenzahl gegen die Kurvenlinge; folglich 
ist jeder von den konvexen, dem auBeren Stiick einbeschriebenen Polygon- 
ziigen, der innerhalb § verliuft, mindestens so lang wie das innere Stiick; 
ein solcher Polygonzug ist aber kiirzer als das 

A, 4a auBere Stiick; d.h. das duBere Stiick ist linger als 

das innere. 


Wenn die Kurve auch Doppelpunkte hat, ohne 

sich in ihnen zu iiberschreiten, dann |4Bt sich unsere 

SchluBweise leicht passend abandern: Man nehme 

zunachst an, das innere Stiick beriihre das auBere 

Fig. 9. nie innen (Fig.9). Dann kann man das duBere 

Stiick verkiirzen, indem man einen Teil dieses 

Stiickes, der kein GroBkreisbogen ist, durch einen GroSkreisbogen er- 
setzt; A, und A, sollen auf dem fuBeren Stiick so nahe beieinander 
liegen, daB der kleinere GroSkreisbogen zwischen A, und A, mit der 
ganzen urspriinglichen Kurve nur die Randpunkte gemein hat. Dann 
sind alle dem auBeren Stiick einbeschriebenen Polygonziige, die den GroB- 
kreisbogen A, A, als Seite enthalten, konvex, wenn ihre Seiten ge- 
niigend klein sind. Dem inneren Kurventeil kann man eine Folge von 
konvexen Polygonziigen, deren Linge gegen die Bogenlinge des inneren 
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Teiles konvergiert, einbeschreiben, wobei jeder dieser Polygonziige mit 
einem geeigneten, dem verkiirzten auBeren Stiick einbeschriebenen Polygon- 
zug in konvexer Lage ist. Man muB8B zu dem Zwecke die Seiten der 
Polygonziige geniigend klein wahlen und in den Beriihrungspunkten des 
inneren und des auBeren Kurventeiles ein Uberschreiten der Polygonziige 
verhiiten. Daraus folgt, daB das verkiirzte auBere Stiick mindestens so 
lang ist wie das innere; d.h. das urspriingliche aéuBere Stiick ist linger 
als das innere. 

Beriihrt das innere Stiick das auBere auch innen, dann verfolge man 
beide Stiicke von P, aus bis zu der Stelle B, (Fig.10), wo das 
innere Stiick das auBere zum ersten Mal innen beriihrt. Von B, aus 
mégen beide Stiicke bis B, inzident sein; das restliche innere Stiick der 
urspriinglichen Kurve mdge in B, das restliche auSere Stiick zum ersten 


U 


Srey 
Fig. 10. Fig. 11. Fig. 12. 


Mal wieder innen beriihren. Auf diese Weise kann man die ganze urspriing- 
liche Kurve zerlegen in geschlossene Kurven, welche aus zwei Stiicken 
von nicht wechselnder geoditischer Kriimmung bestehen; diese beiden 
Stiicke verbinden zwei Punkte B,, und B,, , , miteinander (Fig. 11); durch- 
lauft man beide Stiicke von B,, nach B,,,,, dann liegen sie immer auf 
der gleichen Seite ihres tangierenden GroBkreises. Es kénnen auch beide 
Stiicke inzident sein. Das kann natiirlich nicht fiir alle geschlossenen 
Teilkurven, die auf die soeben dargelegte Art entstanden sind, der Fall 
sein, namlich nicht fiir die beiden geschlossenen Kurven, denen P, und P, 
angehért (Fig. 10). Fiir alle geschlossenen Teilkurven gilt offenbar wieder 
der Satz, daB deren duBeres Stiick mindestens so lang ist wie deren 
inneres. Um zu beweisen, da8 das ganze auBere Stiick der urspriinglichen 
Kurve linger als das innere ist, geniigt es zu zeigen, da8 dies fiir eine 
geschlossene Teilkurve richtig ist. Da in P, und P, nach Wahl einer 
bestimmten Orientierung auf der urspriinglichen Kurve die geoditische 
Kriimmung das Vorzeichen andert, miissen auf dem duBeren Stiick nahe 
P, oder nahe P, Punkte liegen, deren geoditische Kriimmung nicht Null 
ist; solche Punkte gebe es nahe P,. Dann laBt sich das auBere Stiick 
der ersten geschlossenen Teilkurve durch einen GroBkreisbogen A, A, ver- 
kiirzen (Fig. 12), wobei dieser mit der ersten geschlossenen Teilkurve 
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nur die Punkte A, und A, gemein hat. So wie vorher erkennt man 
wieder, daB dieses verkiirzte auBere Stiick mindestens so lang wie das 
innere ist; d. h. das ungekiirzte auBere Stiick ist linger; q. e. d. 

Herr Fenchel hat bewiesen™), daB eine unebene geschlossene Kurve 
der Einheitskugel linger als 2 x ist, wenn der Kugelmittelpunkt im Innern 
der kleinsten konvexen Hiille der Kurve liegt. Folglich kann eine solche 
Kurve von der Lange 2% den Mittelpunkt der Kugel nicht im Innern 
ihrer kleinsten konvexen Hiille enthalten; d.h. geschlossene Kurven der 
Einheitskugel von der Linge 22 liegen auf einer Halbkugel. Demnach 
ergibt sich aus Hilfssatz VII’ der 

Hilfssatz VIII’: Bine geschlossene Kurve von der Linge 22 auf der 
Einheitskugel, die sich nicht tiberschreitet und deren geoddtische Kriimmung 
nach Wahl einer beliebigen Orientierung das Vorzeichen zweimal dndert, 
kann durch die beiden Stellen des Zeichenwechsels nicht in zwei gleichlange 
Teile zerlegt werden. 


§ 2. 
Die Ableitungsgleichungen entarteter Streifen. 

Eine einparametrige Schar von Flachenelementen durch einen Punkt 
nennt man einen entarteten Streifen Die Ebenen eines solchen Streifens 
hiillen einen Kegel ein, dessen Spitze der erwaihnte Punkt ist. Wie in 
der Einleitung schon gesagt wurde, nennen wir den Schnitt des Kegels 
mit der um die Spitze gelegten Einheitskugel Indikatrix. Der Ortsvektor 
der Indikatrix mége auf deren Bogenlinge bezogen und zweimal stetig 
differentiierbar sein. Der Normaleinheitsvektor des Kegels sei £; 7 sei 
der Einheitsvektor in Richtung der Erzeugenden; d.h. 7 ist der Ortsvektor 
der Indikatrix, wenn der Ursprung des raumlichen Koordinatensystems 
mit der Kegelspitze inzidiert. Jeder Erzeugenden des Kegels wird ein 
Dreibein zugeordnet, naimlich £ = 7 x &, n, €&; ¢ tritt somit hier an die 
Stelle des Tangentenvektors gewébnlicher Streifen. Diese Vektoren sind 
mindestens einmal stetig nach der Bogenlange der Indikatrix differentiierbar; 
die Differentiation nach der Bogenlange wird in diesem Paragraphen 
durch einen Strich angedeutet. Die Ableitungsgleichungen des entarteten 
Streifens haben wegen der Orthogonalitét der Eimheitsvektoren ¢, 7 und & 
folgende Gestalt: 

a) (= *—n-—SE 
(t) . &, ix Pee 

ec) &=8O * * 
€ 1a8t sich wegen (1b) als Tangenteneinheitsvektor der Indikatrix, der 
in die Richtung wachsender Bogenlinge dieser Kurve zeigt, geometrisch 


14) Lc. %), 8. 240. 
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deuten. Aus der Schiefsymmetrie des Gleichungssystems (1) folgt"*), daB 
durch S der entartete Streifen bis auf Bewegung eindeutig bestimmt 
ist; wenn g die Bogenlange der Indikatrix bedeutet, ist also S = S(¢) 
die natiirliche Gleichung des entarteten Streifens. Nach (1c) ist S = + VF?; 
d.h. S ist gleich dem Quotienten gebildet aus dem Winkel benachbarter 
Ebenen des Streifens und aus der Bogenlinge der Indikatrix. Durch 
skalare Multiplikation von (la) mit & ergibt sich 


S = — C6, 
= —O(o xn), 
a = |f0 n}. 
Wegen (1b) ist somit 
S = |n7'n"|. 


Der Ortsvektor 7 der Indikatrix ist gleichzeitig der Normaleinheitsvektor 
der Einheitskugel mit der Kegelspitze als Mittelpunkt. Folglich ist 
S = |x 7''|*) die geodatische Kriimmung der Indikatrix, wenn diese als 
Kurve der Einheitskugel angesehen wird. D.h. S ist nach der in der 
Einleitung angegebenen Definition die Seitenkriimmung des Kegels oder 
entarteten Streifens (hier sind Fliche und Tangentenkegel dasselbe). Hat 
die Indikatrix auf der Kugel Stellen, wo S positiv und negativ wird, 
dann gibt es Punkte, wo die Indikatrix links und wo sie rechts von 
ihrem tangierenden GroGkreis liegt; d.h. es mu8 Stellen geben, wo die 
Indikatrix ihren tangierenden GrofSkreis iiberschreitet; oder in der 
Geometrie des Kegels gedeutet: es gibt auf dem Kegel Erzeugende, wo 
die Tangentenebene vom Kegelmantel durchstoBen wird. Im folgenden 
werden diejenigen Erzeugenden Wenderichtungen des Kegels genannt, 
welche die Indikatrix in Punkten mit verschwindender Seitenkriimmung 
schneiden. Eine Wenderichtung des Kegels hei®t echt, wenn auSerdem 
die Indikatrix in dem entsprechenden Punkte ihren tangierenden GroBkreis 
iiberschreitet, oder, was dasselbe ist, wenn der Kegel seine Tangentenebene 
langs der Wendegeraden durchsté8t. Nimmt also die Seitenkriimmung 
positive und negative Werte an, dann hat der Kegel echte Wenderichtungen. 


§ 3. 
Stetigkeits- und Differentiierbarkeitseigenschaften des Ortsvektors. 
Hilfssatz IX’: Die Potenzreihe 


F (zy) = Et, (z)y’ 


mége die beiden Voraussetzungen erfiillen: 
1. alle f, (x) seien stetig im Intervall a = z < 6; 


15) Vgl. den Beweis des Satzes, daG durch Krimmung und Windung eine Kurve 
im Raum, abgeseben von Bewegungen, eindeutig bestimmt ist. Blaschke 1. c.*), 8.36. 
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2. die Folge Y\/,| (y = 0,1,2,...) sei im Intervall aso rgb 
gleichmaBig beschrankt: ¥|/,(z)| < T. 


Dann ist F(zy) im Bereicha Seb jyj|ae< x absolut und 
gleichmaBig konvergent’*). 


M, sei das Maximum des absoluten Betrages von f, im Intervall 
a= 2z=< 5; dann ist auch 


Vi, < 7. 


Folglich ist 


im YM, ST (lim = Limes superior). 
D. h. die Reihe 
Py M,y’ 


v=0 
konvergiert gleichmaBig im Bereich |y| < ¢ < Wegen |/,| = M, 
fir a= 2<b ist dann nach bekannten, elementaren Sitzen der 
Reihentheorie auch die Reihe 2 /,(x) y’ im Bereich a = zt = 4, |y| Se 
absolut und gleichmaBig oe 


f=) 


Zusatz zu 1X’: Die Reihe 97 = d¢t y’~} ist im Bereich a z=, 


lyisc<F F absolut und sai konvergent. 


Der Bowes folgt unmittelbar, da die beiden Potenzreihen 2 M,y’ 
und 2 » M,y’ den gleichen Konvergenzbereich haben. 


Nach der in der Einleitung angegebenen Voraussetzung (B) geniigt 


der Ortsvektor x = D> p,(g)r’ der Fliche § den Forderungen des Hilfs- 


vez} 


satzes IX’; dasselbe gilt fiir die Potenzreihen Sp r’ und Sv r’. Im 
‘=1 ‘=1 
Bereich MW: OS oS 2a,rsid < d ist daher 
1. der Ortsvektor x von §& stetig; 
Ox Ox 
ag? op 
der gleichmaSigen Konvergenz der Reihen 2 p,r’ und 2 p; r’ 


as = S's, aH Dv (gp); 


v=j1 


2. es existieren die partiellen Ableitungen , und es ist wegen 


16) ¢ ist eine beliebige Zahl zwischen 0 und r 


en 
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3. ferner existieren die gemischten partiellen Ableitungen en 
€ r 
¥ ine : 1. 2 ‘); man erhilt sie durch gliedweise Differentiation der Reihe 
= 2p; 
4. alle unter 2. und 3. angegebenen Vektoren sind in WY’ stetig, da 
die Reihen dort saimtlich gleichmaBig konvergieren. 


Aus der Stetigkeit der Vektoren eres folgt, daB die Reihenfolge 
Pp r 
der Differentiation willkiirlich ist. 


§ 4. 
Uber den Tangentenkegel. 


Im Ursprung P, (r = 0) hat § im allgemeinen eine Spitze, wihrend 
die Flache in den Punkten der Umgebung von r = 0 stets eine Tangenten- 
ebene besitzt. Die Tangentenebenen an den Tangentenkegel in P, werden 
sich auch als Tangentenebenen an § in der Spitze herausstellen; dabei 
sind die Tangentenebenen an § in der Spitze als Grenzlagen solcher 
Tangentenebenen definiert, die § in den Punkten einer in P, miindenden 
Kurve beriihren. 

Offenbar ist die isometrische Abbildung regulirer Flachen aufeinander 
umsomehr konform; dies ist im allgemeinen nicht der Fall bei der iso- 
metrischen Abbildung einer reguliren Fliche auf § im Ursprung P,. 
Der von den Tangenten zweier in P, miindenden Kurven dort ein- 
geschlossene Winkel, gemessen im Euklidischen Raum, ist im allgemeinen 
bei isometrischer Abbildung einer glatten Flache auf eine Flache mit Spitze ver- 
anderlich; aber invariant bleibt, wie weiter unten gezeigt wird, der auf der 
Fliche gemessene Winkel zwischen beiden Kurven. Unter dem auf § in P, 
gemessenen Winkel ist derjenige Winkel des Tangentenkegels nach seiner Ab- 
wicklung in die Ebene verstanden, welchen die Tangenten an die beiden in P, 
miindenden Kurven als Erzeugende des Kegels einschlieBen. Denkt man 
sich % durch lingentreue Formianderung aus einer regularen Fliche ent- 
standen, dann bedeutet die Biegungsinvarianz des auf der Fliche gemessenen 
Winkels insbesondere, daB der Tangentenkegel durch Verbiegung der 
entsprechenden Tangentenebene der reguliren Flache entstanden ist. 

Durch zweimalige partielle Differentiation der Gleichung G = x}'’) 
nach r, welche nach Voraussetzung (A) und nach den Ergebnissen von § 3 
erlaubt ist, erhalt man 


> x2 6 
G,, = 2 Lor + 2 Xplorer: 


17) Tritt r und @ als unterer Index auf, so bedeutet dies, wie iiblich, die 
partielle Ableitung. 
Mathematische Annalen. 113. 5 
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Nach Voraussetzung (B) ist fir r= 0 2, = 0; somit erhilt man 
fir r = 0 


G,, = 2%5,. 
Andererseits ist wegen Voraussetzung (A) fiir r = 0 
G,, = 2, 
mithin fir r = 0 
Sr = 1. 


Nach §3 ist die Reihenfolge der Differentiation willkiirlich, d. h. 
es ist auch 
(2) 2, = 1 (fir r = 0). 
Nach Voraussetzung (A) ist r die Bogenlinge der geoditischen Linien 
gy = const.; folglich ist x, ihr Tangenteneinheitsvektor. Da der Ursprung 
des raiumlichen kartesischen Koordinatensystems in P, liegt, ist 2, fiir 
r = 0 der Ortsvektor der Indikatrix von § in P,; d.h. z,, (fiir r = 0) 
ist parallel der Tangente an die Indikatrix. Aus (2) folgt nun, daB 
die Bogenlinge der Indikatrix ist. Dies bedeutet aber: der auf § in P, 
gemessene Winkel zwischen zwei Kurven bleibt bei isometrischer Abbildung 
der Flaiche invariant; insbesondere ist der Tangentenkegel durch laingen- 
treue Formverinderung einer ganzen Ebene entstanden; somit hat die 
Indikatrix die Linge 2 2. 

Setzt man — x,: VG = x,, dann ist 

R = z, X 2, 


der Normaleinheitsvektor der Flache §. Die Normale des Tangentenkegels 
steht senkrecht zur Tangente der Indikatrix und zur Erzeugenden des 
Kegels; folglich ist der Normaleinheitsvektor des Tangentenkegels 


R, = z, X Fee (fiir r = 0). 
Denn x, und %,, (s. (2)) sind orthogonale Einbeitsvektoren. Wegen 
lim +x, = p; und lim + + = 1 verhilt sich x, und folglich auch 
ro r r—>o r Ve 
in der Umgebung von r = 0 stetig, und es ergibt sich 

lim z, = — %yy (fir r = 0), 

r—-0 

lim N= M,. 

r—>o 


D. h. die Tangentenebenen an § in der Spitze sind die Tangentenebenen 
des Tangentenkegels. 

Durch — x, (fiir r = 0) als Tangentenvektor der Indikatrix, der 
wegen — x, = 2,, (fiir r = 0) in die Richtung wachsender Bogenlinge 
weist, x, = x, (fiir r = 0) als Vektor in Richtung der Erzeugenden des 


or 
ze 
es 
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Tangentenkegels und ®, als Normalvektor ist der § in P, tangierende 
entartete Streifen definiert. Man erhalt mithin nach (1), wenn 


—% = ¢, i, = %, —-N = 
gesetzt wird, die drei Ableitungsgleichungen 

a) X53 = x, —SN, 
(3) b) 9 = —%; (fir r= 0 und 0O< p22). 

| c) Ny= Sx, 
Die Kurven g = const. sind geoditische Linien; fiir sie inzidieren 
Haupt- und Flachennormale; d.h. ® ist parallel der Hauptnormalen der 
geoditischen Linién gy = const.; ferner ist x, = x, x N parallel der 
Binormalen der geoditischen Linien gy = const. Die Vektoren x,, ®, x, 
kénnen demnach als begleitendes Dreibein der geoditischen Linien 
g = const. aufgefaBt werden; sie miissen also den Frenetformeln der 
Kurventheorie geniigen. Ist x die gewéhnliche Kriimmung, o die Windung 
der Kurven g = const., dann wird aus den Formeln von Frenet 


| a) i, = aN 
(4) b) NR, = —xz,+ 0%, (fiir r > 0 und @ = const.). 
| c) %, = —oM 


Hierbei ist der Einheitsvektor M in Richtung der Flichennormale als 
Hauptnormaleinheitsvektor der geodatischen Linien g = const. gewihlt; 
dann wird bekanntlich x > 0, wenn N vom Flaichenpunkt zum Kriimmungs- 
mittelpunkt der Kurve g = const. hinweist, x << 0, wenn MN entgegen- 
gesetzt zeigt "*). 
Der Ortsvektor der Indikatrix ist x, (fir r = 0). Nach Voraus- 
setzung (B) ist 
Pig = Xero (yr = 0). 
Nach Voraussetzung (Ba,b) ist also die Indikatrix eine geschlossene 
Kurve mit iiberall stetiger Tangente. 
In §2 wurde die Formel 
S = |pipiPr| 
bewiesen; d. h. die Seitenkriimmung ist eine stetige und periodische 
Funktion: 
S(0) = S(22). 
Mit Hilfe der Formeln (4) und der Voraussetzung (B) la8t sich analog 
auf die Stetigkeit und Periodizitét von x und o und ihrer Ableitungen 


nach r von beliebig hoher wae fiir das Intervall 0 = » <= 22 und 
r = 0 schlieBen. 


18) Blaschke, 1. c., 8. 33. 
5* 
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§ 5. 
Uber die zweiten FundamentalgréBen. 

Die zweiten FundamentalgréBen driicken sich rational durch die 
Komponenten der ersten und zweiten partiellen Ableitungen des Orts- 
vektors der Fliche und durch die Wurzel aus der Diskriminante der 
ersten Fundamentalform aus; letztere ist bei dem hier zugrundegelegten 
GauSschen Polarkoordinatensystem YG und tritt im Nenner als Faktor 
auf. Es ist nun, wenn wieder — x,: VG =x, gesetzt wird, 

L = —|%,,%,%,|, M = —|z,_%,2%,;, N = — |%—_%,2,|. 

Die in diesen Formeln auftretenden partiellen Ableitungen des Orts- 
vektors x sind nach den Ergebnissen von § 3 fiir r = 0 nach steigenden, 
nicht negativen, ganzzahligen Potenzen von r entwickelbar; der Vektor r, 
ist Binormaleinheitsvektor der Kurven » = const., welche nach Voraus- 
setzung (A) regulir analytisch auf r bezogen sind; d.h. x, ist in der 
Umgebung von r = 0 auch in eine Potenzreihe nach steigenden Potenzen 
von r+ entwickelbar. Folglich sind die zweiten FundamentalgréBen fiir 
@ = const. an der Stelle r = 0 regular analytische Funktionen der 


Variablen r: ” 
a) L = Jie, 


a=0 


(5) b)M= Ymr*, 
c) N = Ja... 
Ebenso wie der Vektor x, = — x,: VG ist auch seine partielle Ableituny 


nach @ x,, an der Stelle r = 0 fiir g = const. in eine Potenzreihe nach 
steigenden Potenzen von r entwickelbar, und die Koeffizienten dieser 


Reihe sind die nach @ differentiierten Koeffizienten der Entwicklung 
von x,; d. h. auch L, = — See Eres laBt sich fiir m = const. an der 
Stelle r = 0 durch eine Potenzreihe darstellen, deren Koeffizienten die 


nach y differentiierten Koeffizienten der Entwicklung von L sind: 


x 


(6) Ly = > ge 


Mit Hilfe der Formeln (3) und (4) lassen sich nun leicht einige Koeffizienten 
der Reihen (5a) und (5c) berechnen. 


In L = —|%,,%,2,;| = — 2,8, ersetze man den Vektor N, durch 
die rechte Seite der Gleichung (4b); dann ergibt sich wegen x,x, = 0 
a) L = x, 
ga 
7) b) i, = b Ra. (fiir r = 0 und « = 0,1, 2,...). 
a! dr 
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Aus N = — |£y»%,%;,| = — 2), folgt wegen x, = 0 fiir r= 0, n, = 0. 

Um n, = N, (fiir r = 0) zu berechnen, differentiiere man partiell nach r: 
N, = — frg Ry — Ip Rew 

<= — Ipg My (fiir r = 0). 


Fiir r = 0 lassen sich z,, = x,, und ®, durch die rechten Seiten der 
Gleichungen (4b) und (4c) ersetzen; man erhilt so N, = S. Nun sind 
die beiden ersten Koeffizienten von (5c), die allein im folgenden 
interessieren, berechnet: 

a)n, = 0, 

(8) . 


b) n, = S. 


Die Koeffizienten der Potenzreihen (5a,b) fiir ZL und M werden durch 
eine der beiden Codazzischen Grundformeln der Flachentheorie in Beziehung 
gebracht. Die hier bei Verwendung von Gaufschen Polarkoordinaten 
benutzte Formel hat die Gestalt 

2G(L, — M,) — MG, = 0"). 
Daraus folgt 


j V@ Ly dr 

ye" 
Wenn fiir alle Werte » des Intervalls 0 < 9 < 22% die ersten 4 —1 
Koeffizienten |, der Potenzreihe (5a) fiir L verschwinden, dann sind 


natiirlich auch die ersten A —1 Koeffizienten der Potenzreihe (6) fiir 
L, Null: 


M = 





L=0 LO ..., b-,= 9, 
Le =0, he =0, ..., hore = 0. 
Dann aber folgt aus der obigen Gleichung fiir M: 
es a a 
D. h. pert! &4+5 9 
m, = 0, m, = 0,..., , = 0, m4, = i 7” 
Unter der Annahme 
L=0, i =0, ..., b-,- =0 (#05 os 22) 


ergibt sich demnach fiir die zweiten FundamentalgréBen L, M, N folgende 
Darstellung: 


a) L= Thr, 
a=i 
(9) b)M= Samer, 
a=A+l 
c)N = Sar. 
a=1 


1%) Blaschke, |. c., S. 117, Formel 139. 
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§ 6. 
Uber das Verhalten der Hauptkriimmungen in der Nahe der Spitze. 


Es werden nun zwei Formeln hergeleitet, welche zeigen, daB die mit 
geeigneten Funktionen multiplizierten beiden Hauptkriimmungen in den 
Punkten nahe dem Ursprung wenig verschieden von der Seitenkriimmung, 
bzw. von der Kriimmung der geodiitischen Linien g = const. oder deren 
partiellen Ableitungen nach der Bogenlinge sind. Aus dem Vorzeichen 
der beiden Hauptkriimmungen wird man auf das Vorzeichen der Seiten- 
kriimmung und der genannten KriimmungsgréBen schlieBen kénnen. Mit 
Hilfe der Satze von §1 werden sich aus dem Vorzeichen von S Eigen- 
schaften der Indikatrix ergeben, woraus dann notwendige Bedingungen 
fiir die Verbiegung regulirer Flachen in Flachen mit Spitzen folgen. Das 
Vorzeichen der Kriimmungsgré8en wird ferner Schliisse auf die relative 
Lage der Fliche zu ibrem Tangentenkegel erméglichen. 


Sind x und x die beiden Hauptkriimmungen und ist fiir r = 0 
1 2 


und alle Werte y des Intervalls 0 < 9 < 22 
Ox ex F 
x=0, F=0, «4, SF =0 = 1,2...) 


so gelten bei Annaherung des Punktes r = 0 auf einer geoditischen 
Linie y = const. folgende Formeln”’) : 














(10) a) | lim E = 8, b) | lim .. _ | es (fiir-r = 0). 


r>o r—>or R, At Or 




















Die Forme] (10b), die auch fiir 4 = 0 richtig ist, ist nur fiir diejenigen 
Werte gp des Intervalls 0 <= » < 22 giiltig, fiir welche S(p) + 0 ist; 
die Formel (10a) jedoch gilt auch fiir die Nullstellen von S(9). 


Die Hauptkriimmungen einer auf geodiitische Polarkoordinaten 
bezogenen Flache geniigen bekanntlich der Gleichung 


1 1 
Gas — (N+GL)5+ LN —M’ = 0"). 





20) Es sei an dieser Stelle auf die Arbeit von Cohn-Vossen, FuBnote '), hin- 
gewiesen. In dieser kommt such der Begriff der Seitenkriimmung einer Flache 
mit Spitze vor. Diese Flachen mit Spitzen werden dort durch Approximation von 
Flachen reguléren Linienelements mit einer Riickkehrkante erhalten; die Seiten- 
krimmung tritt dabei als Grenzwert von KritmmungsgréBen der Riickkehrkanten 
auf, nicht als geodatische Krimmung der Indikatrix. Aus der dort angegebenen 
Formel tiber das Verhalten der Hauptkriimmungen lassen sich die Folgerungen 
des §7 nicht ohne weiteres ableiten. 

21) Blaschke, 1. c., 8.92, Formel 29. 
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Folglich ist 


1  N+GL+\(N—GIp+46m 
(11) = 2G 








Die Hauptkriimmung, welche sich auf das positive Vorzeichen bezieht, 


wird mit =: die andere mit = bezeichnet. Es soll nun zuniachst 
1 2 


¥(N—GL)}+4GM"* an der Stelle r= 0 als eine Reihe steigender 
Potenzen von +r mit reellen Koeffizienten dargestellt werden; dies ist 
immer méglich, weil die niedrigste Potenz der Reihe fiir den Radikanden 
eine gerade Zahl ist und weil der Koeffizient der niedrigsten Potenz 
offenbar immer positiv ist. Ersetzt man unter der Annahme 





1=0, =0, ..., h-1=0 (fir 0S 9 5 22) 


in dem Ausdruck N + GL die zweiten FundamentalgréBen und G durch 


die Potenzreihen (9a,c) und (A) (s. Einl.) und ordnet nach steigenden 
Potenzen von r, so erhalt man 


A+1 
(12) NiGL = Fart (mysth)rt?+... 
a=l 


A+2 @—1 
(N—GLP = J ( J m—pns) * + 2n,(m+.—h) rt8+.... 
a=2 f=1 
In der ebenso gebildeten Potenzreihe fiir 4GM* verschwinden alle 
Koeffizienten der Potenzen r’, fiir weiche » << 2(A+1)+ 2 ist. Es ist 


(13) 4G M? = 4mj,,r%4+4+.... 


Fiir diejenigen Werte g, fiir welche S(g) + 0 ist, ist wegen (8b) auch 
n, + 0; d.h. es ist 


ir) a. een 
cy * 


Folglich ist fiir lana a 


N-—GL) 








/ 46M 


= wan) (1+ 5 (3) (aS) 


2 2 
= (N—GL) (14 2tss aise ...), 
n 


' 1 





i+ 
(14) VN—GL + 40M = Snr t(my,—h) rts... 


a=1 
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Es stimmen also die ersten 4+ 2 Glieder der Potenzreihen (12) und (14) 


fir N—GL und ¥(N—GL)*+4GM? iiberein. Aus (12) und (14) 
ergibt sich 





A+2 
N+GL+V(N—GL?+46M =2 5 nt 


e=1 


N+GL—Y(N —GL)+4GM = 21,r'+24+.... 





sees 





Setzt man diese Potenzreihen und die in der Einleitung angegebene 
Potenzreihe fiir G in Formel (11) ein, so erhalt man 


lim = = n,. lim —— = ],. 
bere R, " on4 a R, , 
Substituiert man noch n, und lJ,, ..., 1, durch die rechten Seiten der 


Formeln (8b) und (7b), so erhilt man die eingangs dieses Paragraphen 
angegebenen Formeln (10) unter der Annahme S(g) + 0. Ist an einer 
Stelle y n,(gy) = S(g) = 0, dann ergibt sich aus den Potenzreihen (12) 
und (13), daB die beiden Koeffizienten der Potenzen r° und r' in der 


Potenzreihe von N+GL+YV(N—GL)*+4GM?* Null sind. Daraus 
folgt lim EK = 0; mithin ist die Formel (10a) auch fiir die Nullstellen 


rol 


der Seitenkriimmung S richtig. 


Bekanntlich ist das Produkt der beiden Hauptkriimmungen in einem 
Flachenpunkt gleich der GauSschen Kriimmung K: 





= 
R, R, 


Multipliziert man die rechten und linken Seiten der Formeln (10a) und 
(10b) miteinander, so erhalt man also 





(15) bow! 7 - sz (fir r = 0). 











Voraussetzung hierfiir ist wieder 1. Me = 0, frr=0,0s 9522 


r 
und a = 0,1,...,4—1, 2. S(y) + 0. Hat S(g) im Interval 
0 = ¢ S22 our isolierte Nullstellen, dann ist (15) auch an diesen 
Stellen giiltig, weil die in (15) vorkommenden Funktionen stetig von 9 
abhiingen. Weil nach Voraussetzung (A) das Linienelement von § regular 
ist, gilt lim K = K,. Demnach ergibt sich aus Formel (15) im Falle 


ro 
A = 0, wenn mit x, die Kriimmung der geoditischen Linien g = const. 
an der Stelle r = 0 bezeichnet wird, Sx, = 0. D.h. fiir die Werte 9, 





a2 =S& ~~ Ss Fe OS 


oa 


oo nn TSF 
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fiir welche S(g) + 0 ist, ist x, = 0. Wendet man dies auf die Formeln 
(10a) und (10b) fiir 2 = 0 an, so erhalt man das Resultat: 

An den ,,Seiten“ g = const. von §, wo die Seitenkriimmung nicht 
Null ist, werden die Hauptkriimmungen Null und Unendlich, wenn man 
sich der Spitze auf einer geoditischen Linie nahert. 


§ 7. 


Uber die Verbiegung regulirer, kleiner Fiichenstiicke 
in Flichen mit Spitzen. 

Bekanntlich ist eine Kugel starr, solange die Biegungsflachen regular 
sein solien. Darf jedoch die Biegungsfliche Singularitaéten, etwa Spitzen, 
haben, dann Ja8t die Kugel langentreue Formanderungen zu: man schneide 
z. B. die Kugel lings eines halben GroB- 


kreises auf; von den beiden Riandern 

des so entstandenen Schlitzes schiebe /| 
man den einen innen, den anderen auBen 

an der Flache solange vorbei, bis sie SZ 


iibereinander liegen, zwar getrennt durch 

die Flache; sodann hefte man die beiden 

Rander wieder zusammen. Auf diese 

Weise ist eine zweiblattrige, spindel- 

férmige Flache mit zwei Spitzen ent- Fig. 13. Fig. 14. 
standen, die sich selbst durchsetzt. (Fig. 13 

soll die aufgeschlitzte Kugel darstellen mit einer Kurve, die von dem 
einen Rand um die Kugel herum zum anderen fiihrt; Fig. 14 die genannte 
Biegungsflache mit der in Fig. 13 gezeichneten Kurve; der Kurventeil, 
der auf dem inneren zweiten Blatt liegt, ist gestrichelt worden.) Diese 
Eigenschaft der Kugel, sich nach einer langentreuen Deformation zu einer 
Flache mit Spitzen selbst zu durchsetzen, ist nicht eine Besonderheit der 
hier beschriebenen, speziellen Deformation, sondern wird sich als eine not- 
wendige Bedingung fiir jede isometrische Abbildung der Kugel auf eine 
Flache mit Spitze erweisen, und zwar nicht allein fiir die Kugel, sondern 
fiir eine Klasse sehr allgemeiner Flichen. 

Um zu untersuchen, unter welchen Bedingungen ein regulires Flachen- 
stiick * des Euklidischen Raumes in der Weise verbiegbar ist, da8 an 
einer inneren Stelle P} eine Spitze entsteht, und in der Umgebung von P% 
die Flache iiberall glatt bleibt, werde das Linienelement ds* von §* auf 
geoditische Polarkoordinaten transformiert, wobei Pj als singularer Punkt 
dieser Parameterdarstellung gewahit sei. Per definitionem haben die 
regulare Fliache §* und ihre Biegungsfliche mit der Spitze P,, wobei 
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P, und Pf} homologe Punkte der isometrischen Abbildung sein mégen, 
dasselbe Linienelement; es hat die in der Einleitung unter Voraussetzung (A) 
angegebene Gestalt. Der Ortsvektor x von § mége die Voraussetzung (B) 
erfiillen. Dann ist nach §4 die Indikatrix des Tangentenkegels in P, 
eine geschlossene Kurve von der Linge 22 mit stetiger Tangente und 
stetiger geoditischer Kriimmung; demnach sind fiir die Indikatrix die 
Hilfssiitze von § 1 anwendbar, wenn man noch voraussetzt, daB nicht alle 
ihre Punkte Doppelpunkte sind. 

In den folgenden Ausfiihrungen wird ein Flachenstiick %, das den 
Voraussetzungen (A) und (B) geniigt und in P, wirklich eine Spitze, 
keine Tangentenebene hat, kurz ein stetig glittbares Flachenstiick mit 
Spitze genannt. 

Ist der singulare Punkt r = 0 von ds* eine isolierte Nullstelle der 
GauBschen Kriimmung K (ry), dann heife er ein isolierter parabolischer 
Punkt; ist K (rm) = 0 auch in der Umgebung der Stelle r = 0, verteilen 
sich aber die Nullstellen auf Kurven (sog. parabolische Kurven), welche 
fiir r= 0 dieselbe Tangente beriihren, dann werde die Stelle r = 0 
von ds* einfach parabolisch genannt, in allen iibrigen Fallen heiBe sie 
verzweigt parabolisch. 

In der Spitze eines stetig glittbaren Flachenstiickes werden zwei 
Tangenten als zusammengehérig bezeichnet, wenn sie die Indikatrix in 
einem Punktepaar schneiden, welches diese in zwei gleichlange Teile von 
der Lange a zerlegt. Zusammengehérige Tangenten an § in der Spitze 
sind also solche, die auf der reguliren Fliche §%* zusammenfallen und 
bei der isometrischen Formanderung geknickt werden. 

SchlieBlich werden noch die in $2 definierten Wenderichtungen des 
Tangentenkegels von § in P, auch Wenderichtungen von  genannt. 

Mit Hilfe der Ergebnisse der vorangehenden Paragraphen lassen sich 
nun ohne weitere Schwierigkeiten folgende Sitze beweisen: 

Satz I: Ist die Spitze eines stetig glattbaren Fléichenstiickes keine 
Nullstelle der GauBschen Kriimmung oder ist sie ein isolierter oder einfach 
parabolischer Punkt, dann durchschneidet sich die Fliche in der Nahe der 
Spitze. 

Wenn die GauSsche Kriimmung K (0 g) + 0 oder wenn K (0 g) = 0 
ist, wihrend in der Nahe von r= 0 K (rq) + 0 ist, dann ist in der 


Umgebung der Spitze r = 0 die Hauptkriimmung x + 0 fiir alle Werte p 
1 
des Intervalls 0 <= 9 < 22; ¥ hat dann in der Nahe der Stelle r = 0 
1 


stets gleiches Vorzeichen. Aus der Formel (10a) folgt wegen r > 0, daB 
die Seitenkriimmung S(qg) im Intervall 0 <= » < 22 nicht das Vor- 
zeichen wechselt. Da die Fliche § eine Spitze haben soli, ist die Indi- 


' 





oO Vw OO - FH 


— & all _ ~. 
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katrix kein GroBkreis; folglich mu8 sich nach Hilfssatz VI’ die Indikatrix 
und demnach auch die Fliche nahe der Spitze selbst iiberschreiten. Ist 


die Spitze einfach parabolisch, dann kann + das Vorzeichen héchstens 
1 


in den parabolischen Punkten andern; nach (10a) bedeutet dies, daB S(¢) 
das Vorzeichen nur in zwei Punkten, die um a auf der Indikatrix ge- 
trennt liegen, wechseln kann; tritt in diesen beiden Punkten wirklich ein 
Vorzeichenwechsel ein, dann folgt nach Hilfssatz VIII’, sonst nach VI’, 
da8 die Indikatrix sich selbst iiberschreitet; w. z. b. w. 

Zusatz Ia: Ist in der Spitze die GauBsche Kriimmung Null, ver- 
schwindet aber dort deren Ableitung nach der Bogenliinge der geodétischen 
Linien nicht immer, dann ist die Spitze einfach parabolisch; die Fléache 
schneidet sich also selbst. 

Bekanntlich gilt fiir das GauSsche Kriimmungsma8 als Funktion 
geodatischer Polarkoordinaten die Formel 


= 1 o2 ye #2) 
(16) k= -e aa 
Ersetzt man hierin G durch die in der Voraussetzung (A) angegebene 
Potenzreihe, so erhalt man 


OK . 
(17) (35), _, = Kor = — 6 = — 6G. 0089 +9, 8iN gy). - 





D. h. wenn die Zahlen g,, und g,, nicht beide Null sind, verschwindet 
K,, nur fiir zwei Werte gm, und gy, +2; an diesen Stellen andert K,, 
das Vorzeichen. Ist K, = 0, dann hat K in der Nahe der Spitze das- 
selbe Vorzeichen wie K,,; bei einem einmaligen Umlauf um die Spitze 
aindert also K genau zweimal das Vorzeichen, und zwar an den Seiten 9, 
und gy, + 2; die Spitze ist also ein einfach parabolischer Punkt. 

Eine Flache, die sich in der Nahe der Spitze selbst schneidet, kann 
nicht durch bloBe, stetige Verbiegung aus einem regularen Flachenstiick 
entstanden sein; somit folgt aus Satz I unmittelbar 

Satz II: Ist eine Flaiche mit Spitze durch blofe, stetige Verbiequng 
eines reguldiren Flachenstiickes entstanden, dann ist die Spitze ver- 
zweigt parabolisch, und es existieren mindestens zwei nicht zusammengehérende 
echte Wenderichtungen. 

Aus Ia und II ergibt sich 

Zusatz Ila: In der Spitze einer Fliche, die durch bloBe, stetige Ver- 
biegung eines reguliren Flichenstiickes entstanden ist, verschwndet auper 
der Gaufschen Kriimmung auch deren Ableitung nach der Bogenlinge der 
qoeetiiesien Tinien. 


32) Blaschke, |. c., S. 153. 
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Bisher sind vorwiegend innere Eigenschaften stetig glittbarer Flachen 
mit Spitze angegeben worden. Fiir den Fall, daB die Seitenkrimmung 
nur isolierte Nullstellen hat — dies bedeutet: die Tangenten eines noch 
so schmalen Flachensektors in der Spitze liegen nicht alle in einer Ebene — 
gelten auch noch folgende Aussagen iiber die Flaiche als Gebilde des 
Euklidischen Raumes: 


Satz IIl: Bei nicht verschwindender GauBscher Kriimmung in der 
Spitze einer stetig glittharen Fliche**), deren Seitenkriimmung héchstens 
isolierte Nullstellen hat, bleibt der Tangentenkegel nahe seiner beriihrenden 
Erzeugenden auf derselben Seite seiner Tangentenebene, die Fliche auf der- 
selben Seite ihres Tangentenkegels. 


Nach § 6 ist x, = 0 fir 0 <= » < 22, wenn S(q) in diesem Intervall 
héchstens isolierte Nullstellen hat; d.h. die Formel (15) ist fiir 4 = 1 
anwendbar: 

Ox 
(18) K, = s—=, 
Folglich ist fir K, + 0 im Intervall OS po 22 S(qp) + 0 und 
o* + 0 (fir r= 0). S +0 bedeutet, daB der tangierende GroSkreis 
an die Indikatrix immer auf derselben Seite der Indikatrix liegt; d. h. 
die Tangentenebene des Tangentenkegels liegt immer auf derselben Seite 


des Tangentenkegels. Da x, = 0 ist, hat x fiir eine hinreichend kleine 


(fir r = 0). 


Umgebung von r = 0 dasselbe Vorzeichen wie o* (fir r= 0); d.h. x 
andert wegen ox + 0 (fiir r= 0) das Vorzeichen nicht. Nach einer 


Bemerkung in § 4 bedeutet dies, daB die geoditischen Linien gy = const. 
in der Nahe des Beriihrungspunktes der Tangentenebene an die Flache, 
wenn dieser nicht zu weit von der Spitze entfernt ist, alle auf derselben 
Seite der Tangentenebene liegen; diese hat nach den Ergebnissen von § 4 
die Tangentenebene an den Tangentenkegel als Grenzlage. Folglich liegen 
die geoditischen Linien gy = const , die man als erzeugende Kurven der 
Flache ansehen kann, in der Spitze alle auf derselben Seite des Tangenten- 
kegels. 

Der Tangentenkegel zeigt also ein wesentlich anderes Verhalten als 
die Tangentenebene regularer Flachen, die in hyperbolischen Punkten von 
der Flache in der Nahe des Beriihrungspunktes geschnitten wird. 

Satz IV: Ist die GauBsche Kriimmung einer stetig glattbaren Fliche 
in der Spitze Null, verschwindet aber dort deren erste Ableitung nach der 
Bogenlinge der geodiitischen Linien nicht immer, dann sind, wenn die 


*8) Diese Flache muB sich dann nach Satz I selbst durchdringen. 
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Seitenkriimmung nur isolierte Nullstellen hat, die beiden zusammengehérenden 
Tangenten an die in der Spitze miindenden parabolischen Kurven entweder 
echte Wenderichtungen oder die Fliche tiberschreitet dort den Tangentenkegel 
nicht beides gleichzeitig). 

Nach Formel (18) ist fiir K, = 0 im Intervall 0 <= o S 22, wenn 
S nur isolierte Nullstellen hat, 


Ox 


Formel (15) ergibt dann fiir A = 2 
K 1 Px - 
tm > = 25 on (fir r = 0). 
Wegen K, = 0 ist 
_ x OK - 
im | > = Ky, => or (fiir r= 0). 
D. h. wegen (17): 
. ae 
(19) 12(g,,cosm + 9,,8ing) = — 855 (fiir r = 0). 





Wenn g,, und g,, nicht beide Null sind, dann dndert entweder S oder 
a (fiir r = 0) an zwei Stellen g, und gy, + 2 das Vorzeichen; das Vor- 
zeichen von x an einer Stelle r + 0 nahe der Spitze ist aber dasselbe 
wie das von ae (fir r= 0). Folglich liegen an den Seiten g, und 


Po +- % entweder echte Wenderichtungen (wenn S das Vorzeichen wechselt), 
oder die Flache iiberschreitet dort den Tangentenkegel (wenn <* (fiir r = 0) 
das Vorzeichen wechselt); und zwar tritt entweder der eine oder der 
andere Fall ein. 


Satz V: In der Spitze einer stetig glattbaren Fliche, deren Indikatriz 
héchstens isolierte Nullstellen hat, mége die GauBsche Kriimmung und deren 
erste Ableituny nach der Bogenlinge der geodétischen Linien Null sein, 
nicht aber immer die zweite Ableitung verschwinden. Ist dann die zweite 
Ableitung definit, dann muB die Fliche sich selbst schneiden; ist sie in- 
definit, dann existieren in der Spitze vier ausgezeichnete Richtungen, welche 
paarweise zusammengehéren: entweder sind es echte Wenderichtungen oder 
die Fliche durchsetzt ihren Tangentenkegel (nicht beides gleichzeitig). 

Da die Seitenkriimmung nur fiir isolierte Werte verschwindet und 
K, = K,, = 0 ist, so ergibt sich aus den Formeln (18) und (19) fiir das 
Intervall OC< p< 22 


“=——- = — = 0 (fir r = 0). 
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Es folgt mithin aus Formel (15) fiir 4 = 3 


- a 1, @®x 
tim a = 65 55 


Ersetzt man in Formel (16) G@ durch die in der Voraussetzung (A) an- 
gegebene Potenzreihe, so erhalt man fiir K, = 0 


(fir r = 0). 


@ K) ; 
(Se), ng = Kore = — 209, 
Kor, = — 20(g,,cos* p + g,, cos p sing + g,, sin* ¢). 
Wegen K, = Ky, = 0 ist 
K 1 
= alle at 
D. h. 
l og @x 
Koer = 78 ar (fiir r= 0) 
60 (g,, cos* p + g,, cos psin y + g,, sin’? p) = —S — (fiir r = 0). 


Da K,,, nicht fiir alle Werte g Null sein soll, kann man den Anfangs- 
wert » = 0 in eine Extremalstelle von K,,, legen; dann erhalt man 


. 08 
(20) 60 (g,, cos* p + g,,sin* p) = —S = (fiir r = 0). 


Ist K,,, definit, dann hat die linke Seite der Formel (20) héchstens 
zwei Nullstellen (wenn namlich eine der Zahlen g,, oder g,, Null ist, d. h. 
wenn die linke Seite semidefinit ist) y, und g, + 2; dann kann also S(qg) 
héchstens zweimal fiir g, und gy, + 2 das Vorzeichen wechseln; nach den 
Hilfssitzen VI’ oder VIII’ schneidet sich die Indikatrix und somit auch die 
Flache nahe der Spitze selbst. Ist K,,, indefinit, dann hat die linke Seite 
der Formel (20) vier Nullstellen: y,, 9,, ¢, +, 9, + %; dort andert K,,, 
das Vorzeichen; d. h. fiir diese Werte wechselt ent- 
weder S oder pale (fiir r = 0) das Vorzeichen; im 
ersten Falle hat die Fliche echte Wenderichtungen, 
im zweiten Falle iiberscLreitet sie den Tangenten- 


kegel. Denn wegen x, = “* = a = 0 (fir r = 0) 
hat die Kriimmung der geoditischen Linien g = const. 


nahe der Spitze dasselbe Vorzeichen wie + (fiirr = 0); 





Fig. 15. w. z. b. w. 

Man erkennt noch: die vier Richtungen be- 
stimmen die Tangenten an diejenigen von P, ausgehenden vier Kurven- 
aste der Flache, lings denen die GauSsche Kriimmung verschwindet und 
welche die Punkte elliptischer Kriimmung von denen hyperbolischer 
Kriimmung trennen (Fig. 15). 
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SchlieBlich sei noch kurz als Beispiel zu Satz II eine verallgemeinerte 
Rotationsfliche angegeben: diese lehrt, daB bereits eine stetig glittbare 
Flache mit Spitze existiert, welche sich nicht selbst iiberschreitet, und 
bei der durch die Spitze nicht mehr als zwei parabolische Kurven mit 
nicht zusammengehérenden Tangenten gehen. Als Tangentenkegel dieser 
Flache wird derjenige gewahlt, dessen Indikatrix geschlossen und doppel- 
punktfrei ist und dessen Seitenkriimmung S = acos* py — bsin’ y (a > 0, 
b > 0) ist (m sei die Bogenlinge der Indikatrix); zu dem Zwecke miissen 
die Zahlen a und 6 so fixiert werden, daB die durch die geoditische 
Kriimmung a@cos* m — bsin® » bestimmte Kurve auf der Kinheitskugel ge- 
schlossen und doppelpunktfrei ist. Die ebene Kurve mit der gewéhnlichen 
Kriimmung x = f° (r sei die Bogenlinge dieser Kurve) werde in der Spitze 
so an jede Erzeugende des Tangentenkegels angelegt, daB sie fiir r = 0 
die Erzeugende in der Spitze beriihrt und daB die Ebene, in der sie ver- 
lauft, senkrecht zum Kegel steht. Man erhalt auf diese Weise eine Fliche 
mit Spitze, welche sich nicht selbst iiberschreitet; denn der Tangentenkegel 


durchdringt sich nicht gema8 seiner Konstruktion. Aus x = = = a = 0 
(fiir r= 0) folgt nach vorausgehenden Formeln, daB K, = K,, = 0 und 
Ky, = —2(acos* gp — bsin*g) ist. D. h. Ky,, hat vier Nullstellen 


Yor Vis Pot % Y, + %, in denen K,,, das Vorzeichen andert. Daraus 
folgt wie vorher, da8 durch die Spitze genau zwei parabolische Kurven 
mit nicht zusammengehérenden Tangenten gehen”). 


§ 8. 
Ein Satz iiber die Indikatrix elliptischer Flichenpunkte. 


Die Formel von Euler x, = x,, cos’ y + %,,s8in* y, in der ,, und %), 
die beiden Hauptkriimmungen sind, ist bisher nur fiir regulire Flaichen- 
punkte bewiesen worden; d. h. fiir Punkte, deren Indikatrix ein voller 
GroBkreis ist. Wenn die Indikatrix kein GroSkreis ist, aber ein Stiick 
eines GroBkreises enthalt, d. h. wenn der Tangentenkegel an die Flachen- 
spitze P, ebene Sektorenteile enthilt, dann ist die Formel von Euler 
auch auf den zu diesem CroBkreisstiick gehérenden Flaichensektor an- 
wendbar. Ein Beweis hierfiir wird in § 9 nachgetragen. Mit Hilfe dieser 
Forme! 1a8t sich nun der folgende Satz beweisen: 


Satz VI: Enthalt die Indikatrixz einer stetig glittbaren Fliche mit 
Spitze Stiicke von GroBkreisbogen, wihrend sie in ihren anderen Teilen 


24) Da8 eine Indikatrix der genannten Art existiert und daB fiir die angegebene 
Flache die Voraussetzungen (A) und (B) (s. Einleitung) erfilit sind, mége sich dev 
Leser selbst tiberlegen. 
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héchstens isolierte geodétische Wendepunkte hat, dann kann die Spitze kein 
elliptisch gekriimmter Flichenpunkt sein. 

Die Stiicke der Indikatrix, welche GroSkreisbogen sind, werden mit D, 
die anderen mit D’ bezeichnet. In den Intervallen D’ ist nach § 6 x, = 0. 
Da die D-Intervalle von den D’-Intervallen flankiert werden, ist fiir die 
Randpunkte der D-Intervalle wegen der Stetigkeit von x, als Funktion 
von g *, = 0. Nun wird aber fiir die D-Intervalle x, durch 
die oben erwahnte Formel von Euler angegeben. Da nun diese in den 
Randpunkten fiir ~, den Wert Null ergeben muB, ist entweder eine der 
Hauptkriimmungen x,, oder x,, Null oder aber x,, und x,, haben ver- 
schiedenes Vorzeichen. D. h. das GauSsche Kriimmungsma8 in der Spitze 
%o1 %oq ist nicht > 0. 


§ 9. 
Die Formel von Euler, 

In dem Teilintervall 9, <= 9 S gy, des Intervalls OS p22 
mége die Indikatrix der Fliche ein GroSkreis sein. Fir das Gaufsche 
Kriimmungsma8 wird eine Formel angegeben, die gleichzeitig das Ver- 
halten der Kriimmungen der geoditischen Linien g = const. im Ursprung 
fiir das Intervall 9, < ¢ < ¢, bestimmt; sie stellt nimlich eine Beziehung 
her zwischen x, und ihren partiellen Ableitungen nach @ bis zur zweiten 
Ordnung. Man erhilt so eine Differentialgleichung zur Bestimmung von ~,; 
ihr allgemeines Integral ist die bekannte Formel von Euler, die auf diese 
Weise auch fiir Flichensektoren mit einem GroSkreisstiick als Indikatrix 
bewiesen ist. 


Aus der Entwicklung (A) fiir @ folgt fir r = 0 
(21) Greve = 8 K,. 


Differentiiert man G = x} viermal partiell nach r, so erhilt man 
Gorse = 6 Ser + 8 lerkgerrr + 2 fekorerr und fiir r= 0 


(22) Greve = 6 Sore + 8 lige Xyrrr- 


Da rechts in (22) nach §3 die Reihenfolge der partiellen Differentiationen 
vertauscht werden kann, ergibt (21) und (22) 


(23) —4K, = 337 -9+42-g%rreg (fir r = 0). 


Die in dieser Gleichung vorkommenden Vektorprodukte lassen sich mit 
Hilfe der Formeln von Frenet und der Ableitungsgleichungen fiir entartete 
Streifen (§ 4) durch die KriimmungsgréBen der geoditischen Linien 
gy = const. und deren partielle Ableitungen ersetzen; in den Ableitungs- 
gleichungen ist S = 0 einzutragen, da fir », < y < 9, die Indikatrix 
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5 ein GroBkreisbogen ist. Aus x,, = *® ergibt sich auf diese Weise mit 
Hilfe der Gleichungssysteme (3) und (4) 


— 


2 2 
’ Irrg = *ogs 


x 
> trp irrrge = — x} — %og Fy — %_ oq, 
1 o, ist die Windung der Kurven = const. fiir r = 0. Substituiert man 
h diese Ausdriicke in (23), so erhilt man 
a (24) — 4K, = 3x4 — 4%) — 4x90, — 4%, 09. 
4 Hieraus l48t sich noch o, und o,, eliminieren: Aus Formel (4c) ergibt 
4 sich namlich 
e o= Xs N. 
Aus 3, = — ty: VG folgt, wenn man fiir G die Potenzreihe der Voraus- 


setzung (A) und auch x, als Potenzreihe einsetzt 


tyr =—Py = —42,,, (fir r = 0). 

Also ist 
Oo = }%y,,-N (fiir r = 0). 
Differentiiert man x = x,,® partiell nach g, so erhilt man 
Xp = grr N+ Ny. 

Wegen S = 0 ist aber nach (3c) z,,®, = 0; folglich ist 
; So = $xXoq, 
> Soy = $ Xo wy: 
Substituiert man fiir o, und 0), in (24) die rechten Seiten dieser Formeln, 
so erhalt man 
(25) —4K, = —443 4+ 4)y — 2x, Hogg. 
Diese Formel lehrt zunichst, daB das GauSsche Kriimmungsma8 in einem 
Punkte P, durch die Kriimmungen der geoditischen Linien eines beliebig 
schmalen Sektors der Flache bestimmt ist, wahrend die Definition von K, 
als Produkt der Hauptkriimmungen die Untersuchung der Flache in zwei 
orthogonalen Richtungen fordert. AuSerdem lat sich (25) als Differential- 
gleichung fiir ~, auffassen, und zwar erhalt man, wenn man (25) nach » 


differentiiert, 
0= 4 Xo + *opgg- 


Das allgemeine Integra] dieser Differentialgleichung heiBt: 
4 (26) %, =a-+bsin2 m+ ccos2 9. 
Hierin sind zuniachst a, b, c beliebige reelle Zahlen. Daraus erhilt man 
das allgemeine Integral von (25) fiir 
(27) K,=@-—b-e’. 


Mathematische Annalen, 113. 
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Die Gleichung (26) stellt unter der Einschrankung (27) die Formel von 
Euler dar. Man bringt sie auf die bekannte Form, indem man die Stelle 
y = 0 so wahlt, daB x, dort einen Extremalwert erreicht; dann muB8 
6 = 0 sein. Setzt man noch 


q = “ort Xoo co = “01— 3 
dann erhailt man aus (26) und (27) 
(28) %) = %,, 00s" p + Xo, sin’ @, 
K, = %%3”). 


*5) In entsprechender Weise wie die Kriimmungen x, der geodatischen Linien 
gy = const. im Ursprung r = 0 lassen sich auch die nach der Bogenlinge ab- 
geleiteten Kriimmungen x, , fiir r = 0 berechnen. Man erhdlt analog zu (25) die 
Beziehung 

—2K,, = 12 (9,0 cos g + go, sin gy) = Ax,,+ Bxy,_+Cx 


orgy 
4x —3x9— Xoo 
= — (Xo: + 2 x94) cos? gp — (2x9, + xo) sin? —p 
B= 3 xog = $(xo2 —%o,) sin pcos p 
C = —j % = — $x, cos? p —1 xo sin g. 


Fir den Fall, daB der Ursprung r = 0 kein Flachpunkt (x,, und x, nicht beide 
Null) ist, ist dies eine Differentialgleichung fir % ,3 Sie ist wieder elementar 
integrierbar; es ergibt sich, wenn etwa x,, + 0 ist, 


Xo, —= a,8in y + a, cos g + a; sin® m + a, cos® 


a, = 3x91 % 
18 
ss, ee 3 x92 ¢s — =— 910 
01 
6 
a; = — (3x91 +02), —— Gor 
*01 


18 
a, = — (3x09 + %1) ey Th Jio- 
0 


Die beiden Zahlen c, und ¢, lassen sich natirlich auch noch durch gj, 991» *o1» 
%oq und «, , (fiir ausgezeichnete Werte q) ausdriicken. 


(Eingegangen am 5. 1. 1936.) 








Uber orientierbare und nicht orientierbare 
algebraische Fliichen. 


Von 


Olafur Danfelsson in Reykjavik (Island). 





In dieser Abhandlung soll bewiesen werden, daB eine ziemlich aus- 
gedehnte Gruppe algebraischer Flichen, die jedenfalls unendlich ist, da 
sie Flachen beliebiger Ordnung enthilt, sich in zwei Untergruppen zer- 
legen laBt derart, daB die Flachen der einen Untergruppe orientierbar sind, 
und daB alle endlichen oder auch unendlichen Teile, die aus ihnen ge- 
schnitten werden, immer zweiseitige Flaichen bleiben, wihrend aus den 
Flichen der anderen Untergruppe einseitige Mébiussche Flachenstreifen 
geschnitten werden kénnen, die jedoch hiufig nur ,,projektivisch geschlossen* 
sind. Solche Flachen im projektiven Raum sind nicht orientierbar. 


I, 


Ich will mit einer Fliche dritter Ordnung mit einer Doppelgeraden 
beginnen, und sie auf eine Ebene, die ,,Bildebene“ projizieren, indem ich 
einen Punkt der Doppelgeraden zum Augenpunkt nehme, wodurch die 
Flache eindeutig abgebildet wird. Die ebenen Kurven der Fliche werden 
dann als Kurven dritter Ordnung durch drei feste Punkte in der Bild- 
ebene abgebildet, nimlich durch die Punkte, in denen sie durch die Doppel- 
gerade der Flache und durch die beiden Einzelgeraden der Flache, die 
durch den Augenpunkt gehen, geschnitten wird. Nennt man den ersten 
dieser Punkte A, die anderen B und C, so gehen die Bildkurven des 
ebenen Flachenschnittes zweimal durch A und einmal durch B und C. 
Die Tangenten der Bildkurven in A bilden auBerdem eine Involution, so 
da8 die Bildkurven sechs lineare Bedingungen erfiillen. Eine Bildkurve 
dieser Art geht daher, wie es von vornherein klar ist, durch drei beliebige 
Punkte der Bildebene. Die Punkte A, B und-C sind ,,Fundamental- 
punkte‘, auf die die oben erwahnten Geraden der Flache abgebildet 
werden, und die Geraden AB und AC sind ,,Fundamentalgeraden“, die 
den Augenpunkt als auf dem einen oder dem anderen der beiden Flichen- 
mintel liegend abbilden. Sonst ist die Abbildung iiberall eindeutig. 

Ich setze hier, wie tiberall in dieser Abhandlung, voraus, daB die Ab- 
bildung reell ist, d. h. daB die (zweifach unendlich vielen) reellen Punkte der 
Fliche in reelle Punkte der Bildebene abgebildet werden. 

6* 
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Ich denke mir nun zwei Kegelschnitte uw und v (Fig. 1), in bezug 
auf welche das Dreieck ABC selbstkonjugiert ist, und unterwerfe die 
Bildebene einer solchen Transformation in sich selbst, daB einem beliebigen 

Punkt der Schnittpunkt seiner Polaren in 
bezug auf die beiden Kegelschnitte ent- 
spricht. Diese gegenseitig-eindeutige Trans- 
formation hat das Dreieck ABC zum 
,,Fundamentaldreieck“*, da dem Punkt A 
—~ ein beliebiger Punkt der Geraden a ent- 
spricht, so daB8 das Strahlenbiischel durch 
A zu der Punktreihe a projektiv ist, und 
analog betreffs B und C. Diese birationale 
‘ Transformation wird oft im folgenden an- 
xu \ gewandt werden, und ich sage darum ein- 
fach, daB ich die Ebene ,,in bezug auf das 
Dreieck A BC transformiere‘. Bei dieser 
Transformation in bezug auf das Dreieck 4 BC 
Fig. 1. wird nun die Kurve k, — das Bild einer 
ebenen Kurve k der Fliche — in einen 
Kegelschnitt (auf Fig. 1 nicht zu sehen) iibergehen. Dieser muS durch A 
gehen, da k, a in P, schneidet, und weiterhin mu8 dieser Kegelschnitt die 
Gerade a in einem Punktepaar einer Involution schneiden, die derjenigen 
Tangenteninvolution in A entspricht, von der die Tangenten der Kurve k, 
in A ein Paar bilden. 

Hierdurch wird nun die urspriingliche Flache auf eine neue Art ab- 
gebildet, indem der ebene Flichenschnitt in einen Kegelschnitt durch den 
Punkt A abgebildet wird, der der einzige Fundamentalpunkt der neuen 
Abbildung ist. Fundamentalkurven gibt es in der Bildebene nicht mehr. 
Die Gerade a bildet nun die Doppelgerade der Fliche ab und die Kegel- 
schnitte, die jetzt die ebenen Flachenkurven abbilden, werden natiirlich 
durch drei Punkte bestimmt, da sie ja durch A gehen und a in einer 
Involution schneiden sollen. Die ,,Abbildungszah|“ ist jetzt 2, d. h. daB 
die Schnittkurve der Fliche mit einer Fliche n-ter Ordnung als Kurve 
der Ordnung 2” in der Bildebene abgebildet wird, und daB eine Kurve 
n-ter Ordnung in der Bildebene ein Bild einer Kurve der Ordnung 2 
auf der Flache ist. Diese einleuchtenden und wohlbekannten Siatze will 
ich nicht weiter beweisen. 

Es sei k’ (Fig. 2) der Kegelschnitt, der der unendlich fernen Kurve 
der Flache entspricht, und I’ sei eine Gerade der Bildebene, die &’ nicht 
(in reellen Punkten) schneidet. Dann mu die Gerade I’ das Bild einer 
Ellipse 1 auf der Flache sein. P sei ein fester Punkt dieser Ellipse 
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und P” das Bild dieses Punktes in der Bildébene (siehe Fig. 2). Der 
Punkt Q bewege sich auf der Fliche in der Nachbarschaft der Ellipse, an 
ihr entlang, ohne sie zu iiberschreiten. (Q kénnte sich z. B. so bewegen, 
daB eine Kugel um Q mit kleinem konstantem Radius die Ellipse stets 
beriihrt.) Sein Bild Q’ bewegt sich dann lings der Geraden I’. Der 
Punkt Q’ folge z. B. der punk- 
tierten Kurve (Fig. 2) und passiere 
die Stellung Q; in Richtung des 
Pfeiles. Er kommt io die ,,Um- 
gebung“ des Punktes P’, weiterhin 
durch die Stellung Q, und entfernt 
sich dann in das Unendliche auf 








Fig. 3. 


einem hyperbelihnlichen Kurvenzweig, da Q’ die Gerade I’ nicht iiber- 
schreiten darf, auch nicht in dem unendlich fernen Punkte. Wenn nun Q’ 
die unendlich ferne Gerade der Bildebene iiberschritten hat, kommt er 
auf die andere Seite von /’ und passiert die Stellung Q; in Richtung 
des Pfeiles und kommt dann wieder in die Umgebung von P’, passiert 
die Stellung Q, und iiberschreitet noch einmal die unendlich ferne Gerade, 
kommt wieder auf die vorige Seite von l’ und erreicht die Stellung Q) 
zum zweiten Mal. Der Punkt Q hat jetzt eine geschlossene Kurve auf 
der Flache beschrieben. Hieraus sieht man, daB die Bahn des Punktes Q 
der Fliche zweimal an einem beliebigen Punkte P der Ellipse vorbei- 
fiihren muB, bevor sie geschlossen wird. Dann aber mu8 das Stiick der 
Flache, das diese Bahnkurve umschlie&t (dasjenige, das dem zwischen den 
punktierten Zweigen liegenden Teil der Bildebene entspricht) ein einseitiger 
Mébiusscher Flachenstreifen mit nur einer Randkurve (Fig. 3) sein, der 
also aus der Flache ausgeschnitten werden kann. Diese Fliche — und 
sogar der im Endlichen gelegene Teil der Fliche — ist also nicht orientierbar. 
Dieser im iibrigen bekannte Satz‘) zeigt somit die Existenz algebraischer 
Flichen, aus denen wirklich einseitige und endliche Streifen ausgeschnitten 
werden kénnen. Die projektive Ebene selbst ist bekanntlich nicht orientierbar. 
Zieht man eine Gerade wie I’ (Fig. 2), die ja projektivisch geschlossen ist, 

1) Maschke, Note on the unilateral surface of Mébius. Transactions of the 
American Mathematical Society 1 (1900). 
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und li8t einen Punkt wie Q’ sich an ihr entlang bewegen, so wird der 
zwischen den punktierten Kurven liegende Teil der Ebene ein nicht 
orientierbarer Flachenstreifen sein. Wenn eine algebraische Fliche auf eine 
Ebene eindeutig abgebildet wird, und diese Abbildung reell ist, so ist die 
Flache nicht orientierbar, vorausgesetzt, daB es keine Fundamentalkurven in 
der Bildebene gibt. Man kann ja eine Gerade in der Ebene so ziehen, 
da8 sie durch keinen Fundamentalpunkt geht, und die schon angestellten 
Betrachtungen behalten dann ihre Geltung. 

Dieselbe SchluBfolgerung gilt schon unter der schwicheren Voraus- 
setzung, daf es in der Ebene einen Fundamentalpunkt gibt, der nicht 
auf einer Fundamentalkurve liegt. Man ziehe durch diesen Fundamental- 
punkt A einen geschlossenen ,,Weg‘‘ — eine geschlossene Kurve, die in 
jedem Punkte eine und nur eine Tangente hat. Ein solcher Weg k’ ist 
das Bild einer (jedenfalls projektivisch) geschlossenen Kurve k der Flache. 
Punkt P bewege sich auf der Flache lings 
(nicht auf) der Kurve k. Dann muB er die A 
entsprechende Fundamentalkurve iiberschreiten. 
Hieraus folgt, daB die Bahn des Bildpunktes P, 
der sich in der Bildebene lings des Weges k’ 
bewegt (Fig. 4), durch den Fundamental- 
punkt A fiihren muB, und da8 die Bahn sich 
also nicht schlieBen kann, bevor sie zweimal 
durch die Umgebung jedes Punktes von k’ 
gefiihrt worden ist. Dann mu8 aber die Bahnkurve des Punktes P auf der 
Flache einen nicht orientierbaren Streifen abgrenzen. Die allgemeine Flache 
dritter Ordnung ist eine im projektiven Raum nicht orientierbare Flache, 
vorausgesetzt, daB sie sich auf eine Ebene reell abbilden laBt. 

Anders verhilt es sich mit der Fliche zweiter Ordnung. Ein ein- 
schaliges Hyperboloid soll auf eine Ebene projiziert werden, indem ein 
beliebiger Punkt des Hyperboloids zum Augenpunkt gewahlt wird. Die 
Flache wird damit eindeutig abgebildet, mit Ausnahme des Augenpunktes, 
der in eine Fundamentalgerade (die Schnittlinie der Beriihrungsebene 
des Augenpunktes mit der Bildebene) abgebildet wird, auf der sich zwei 
Fundamentalpunkte (die Schnittpunkte der Bildebene mit den geraden 
Linien des Hyperboloids, die durch den Augenpunkt gehen) befinden. Es 
sei k ein geschlossener Weg der Flache — d. h. eine geschlossene Kurve, 
die in jedem Punkt nur eine Tangente hat —, von dem vorausgesetzt 
werden kann, da8 er nicht durch den Augenpunkt geht, da dieser ein 
beliebiger Punkt der Fliche ist. Das Bild des Weges k mu8 dann eine 
projektivisch geschlossene Kurve k’ sein, und diese Kurve schneidet die 
Fundamentalgerade nur in den Fundamentalpunkten. Diese projektivisch 
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geschlossene Kurve der Bildebene kann nun verschiedene Formen an- 
nehmen. Die einfachsten zeigt Fig. 5: ein Oval, das die Fundamental- 
gerade nicht (in reellen Punkten) schneidet [Fig. 5 («)], ein Oval, das sie 
nur in den Fundamentalpunkten schneidet [Fig. 5 (f)], und einen projek- 
tivisch geschlossenen Kurvenzweig, der sie nur in einem Fundamental- 
punkt schneidet (Fig. 5 (y)]. Der Punkt Q bewege sich nun auf der 
Fliche lings des Weges k. Sein Bild Q’ wird sich dann lings der Kurve k’ 
der Bildebene bewegen, und es ist klar, daB die Bahn des Punktes Q sich 
in allen drei Fallen schlieBt, nachdem sie einmal an der Kurve k entlang- 
gefiihrt worden ist, denn die Bahnkurve muB ja in den Fallen (f) und (y), 
wie oben erwahnt, durch die Fundamentalpunkte fiihren. Wenn man 
darum aus der Flache zweiter Ordnung 
einen Flachenstreifen, der den geschlos- 
senen Weg k umfaBt, ausschneidet, so 
wird dieser Streifen zwei Randkurven be- 
kommen, und das ausgeschnittene Flichen- 
stiick wird somit immer orientierbar sein. 














Fig. 5. 


Ich habe hier vorausgesetzt, daB der geschlossene Weg auf der Flache 
nicht durch den Augenpunkt geht. Das geschieht nur der Einfachheit 
wegen und ist an sich unnétig. Ein geschlossener Weg soll auf der Fliche 
zweiter Ordnung durch den Augenpunkt gehen, und z. B. durch die 
Kurve k’ in Fig. 6, die ja die Fundamentalgerade einmal (im Punkt M) 
schneidet, dargestellt werden. Es bewege sich nun ein Punkt Q auf der 
Flache lings des geschlossenen Weges k. Er wird dann.in die Umgebung 
des Augenpunktes kommen, und wir kénnen ihn uns denken als sich in 
einer Bahn bewegend, die in einer halbkreisibnlichen Kurve um den 
Augenpunkt, und dann weiter lings der Kurve & fiihrt. Sein Bild Q’ 
wird sich dann lings der Fundamentalgeraden bewegen, da diese ja 
einen Teil des Wegbildes ausmacht. Die punktierte Kurve in Fig. 6 gibt 
somit die Bahn des Punktes Q’ in der Bildebene an. Sie schlieBt sich 















88 Olafur Danfelsson. 


projektivisch, nachdem. sie einmal lings der Kurve & und einmal lings 
der Fundamentalgeraden (durch die Fundamentalpunkte) gefiihrt worden ist. 

In diesem Zusammenhang ist es gleichgiiltig, ob die Bildkurve k’ 
des geschlossenen Weges auf der Flaiche ein oder mehrere Male durch die 
Fundamentalpunkte geht, gleichviel ob sie aus einer wirklich geschlossenen 
Kurve besteht, die 2¢-mal (¢ ganz) durch die 
Fundamentalpunkte geht, oder aus einer pro- 
jektivisch geschlossenen Kurve, die (2 ¢ — 1)-mal 
durch die Fundamentalpunkte hindurchgehen 
kann. In Fig. 7 ist dieses deutlich erkenn- 
bar, und eine nahere Erklarung erscheint 
hier unnétig. Es hat ferner nichts zu sagen, 
wenn man den geschlossenen Weg k der Flache 
durch einen ,,projektivisch geschlossenen“ er- 
setzt, und zuletzt kann das Hyperboloid durch 
eine beliebige Fliche zweiter Ordnung ersetzt 
werden. Dies bewirkt naimlich nur, daB die 
Fundamentalpunkte der Bildebene konjuyiert 
imaginir sind oder da8 sie zusammenfallen. 
Der erste Fall ist ganz der gleiche, als wenn die 
Bildkurve k’ des Weges k die Fundamentalgerade 
nicht schneidet, der zweite, als wenn sie sie 
nur beriihrt. 

Aus dem Gesagten geht hervor: Zieht man auj einer beliebigen 
reellen Fliche zweiter Ordnung einen beliebigen geschlossenen Weg — 
oder auch einen projektivisch geschlossenen —, so wird die Nachbarschajt 
dieses Weges einen (eventuell projektivisch) geschlossenen Flichenstreifen bilden, 
der immer orientierbar ist, auch im projektiven Raum. Das gleiche muB 
von jeder Flache gelten, die vollkommen eindeutig (also ohne Fundamental- 
punkte oder Fundamentalkurven) auf eine Fliche zweiter Ordnung abge- 
bildet werden kann. 











Il. 


Es sei F eine Flache n-ter Ordnung ohne andere Singularititen als 
eine ,,vielfache Kurve‘. Die Flache F sei auf eine Ebene 2 eindeutig 
abgebildet. Die Abbildungszahl, d. h. die Ordnung der Bilder der ebenen 
Schnitte der Flaiche, sei ¢. Eine Gerade in x wird dann, auf Grund 
eines bekannten Satzes, das Bild einer Kurve t-ter Ordnung auf der Flache 
sein. Die dreifach unendlich vielen Kurven in 2, die den ebenen Schnitten 
der Fliche entsprechen, will ich ,,.Ebenkurven nennen. Eine Ebenkurve | 
ist also von der Ordnung ¢ und durch drei Punkte eindeutig bestimmt. : 
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Ich nehme nun an, daB es sowohl auf F wie auf 2 bestimmte Funda- 
mentalpunkte und Fundamentalkurven gibt. Ich setze aber voraus, daB 
es auf der vielfachen Kurve der Flaiche F keine Fundamentalpunkte gibt, 


oder wenigstens, daB ein solcher zu einem bestimmten der Flichenmintel 
gezihlt werden kann. 


Die Fundamentalpunkte in a seien R,, R,, R,, ..., Ry», und die Eben- 
kurven sollen r,-mal durch den Fundamentalpunkt R, gehen. Ich gehe 
nun davon aus, daB die Fundamentalpunkte keine derartige spezielle 
Lage haben, da8 irgendwelche Fundamentalkurve notwendigerweise durch 
gewisse Fundamentalpunkte gehen muB, weil sie durch gewisse andere 
Fundamentalpunkte geht, indem ich einfach die behandelte Gruppe so be- 
grenze, dap sie nur Flichen enthalten soll, die auf diese Weise abgebildet 
werden kinnen. Daf es Flachen dieser Art gibt, weiB man von den 
Flachen zweiter und dritter Ordnung. 


Fine Fundamentalkurve der Ordnung« habe den Fundamentalpunkt R, 
zum 0,-fachen Punkte. Es mu8 dann 


0S%uS% wnd act 


sein, da die Fundamentalkurve einen Teil jeder beliebigen Ebenkurve 
ausmacht, die einem ebenen Schnitt in F entspricht, der den der Funda- 
mentalkurve entsprechenden Fundamentalpunkt enthalt. Es ist fernerhin 
klar, da8 die Fundamentalkurve allein durch ihre Fundamentalpunkte be- 
stimmt sein muB, da eine Ebenkurve, die sie nicht enthalt, sie nur in 
ihren Fundamentalpunkten schneidet, und « < t ist. 


Eine Fundamentalkurve ist unter den genannten Voraussetzungen durch 
ihre Fundamentalpunkte genau bestimmt. 


Dieser Satz ergibt sich aus den Gleichungen: 


(1 E en(ge— 1) = (@— 1) (@—2), 

(II) E ents == «ft, 

(111) E outa — eu) +1 = a(t — a). 
a=1 


Die erste dieser Gleichungen sagt aus, daB das Geschlecht der Fundamental- 
kurve 0 ist. Dieses ergibt sich daraus, das ihre Punkte eindeutig den 
Tangenten der Flache F in dem der Fundamentalkurve entsprechenden 
Fundamentalpunkte entsprechen. Die zweite sagt aus, daB eine allge- 
meine Ebenkurve eine Fundamentalkurve nur in den Fundamentalpunkten 
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schneidet, und die dritte sagt folgendes aus: Wenn eine ebene Kurve | 
auf der Fliche durch einen ihrer Fundamentalpunkte geht, so wird die 
entsprechende Ebenkurve in 2 die dem Fundamentalpunkt entsprechende 
Fundamentalkurve enthalten, und die Restkurve wird auBerdem die 
Fundamentalkurve in einem Punkte schneiden (entsprechend dem Durch- 
gang der ebenen Kurve durch den Fundamentalpunkt auf der Flache). 
Aus diesen Gleichungen ergibt sich nun die Gleichung 





y (+1) — alx+3) 


2 2 2 
die den ausgesprochenen Satz beweist, da die Fundamentalpunkte als un- 
abhangig voneinander vorausgesetzt sind. 
Aus den Gleichungen I bis III ergeben sich weiterhin folgende: 


(IV) 2 o, = 3a—1, 
(V) Loi= o' +1. 
Mit ihrer Hilfe kann nun der folgende Satz bewiesen werden: 

Wenn R,, R,, R, die (nicht auf einer Geraden liegenden) Fundamental- 
punkte sind, durch die eine gewisse Fundamentalkurve der Ordnung « am 
héiufigsten hindurchgeht, so ist 

0, + Oy + OQ; > &. 

Dieser Satz kann auf sehr dhnliche Weise bewiesen werden wie 

M. Noethers Satz iiber die Abbildung zweier Ebenen aufeinander’). Ich 


nehme also an, dab 
2.2%20;2 % (u = 4,5, ..., m). 


Es ist zunichst klar, daB, wenn alle Fundamentalpunkte genommen werden, 





zo? . . a? +] 
Fo <S ¢@, ist. Also ist e, >3-—;, und daraus folgt 
30, > a. 


Es sei nun / eine Zahl > o,. Man fiihrt dann die Zahlen «, ein, 
so daB of = [?-e, (u = 2,3,...,m). Hieraus folgt dann: ¢«, < 1 und 
weiter: 9, >l-e,. Ist nun 0,+ 20, = 4%, oder 0, = $(a—@,), 80 
kann man / gleich } (a — 0,) wahlen, und die Formeln IV und V kénnen 
wie folgt geschrieben werden: 


a? + 1 = op} + }(a — 0,)*- 2’e,, 
3a—1>o,+4(«—0,) -2’e,, 


2) M. Noether, Zur Theorie der eindeutigen Ebenentransformationen, Math. 
Annalen 5 (1873), 8S. 635—639. 
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wobei man in 2” alle Fundamentalpunkte der Fundamentalkurve, mit 
Ausnahme von R,, mitnimmt. Wird aus diesen Formeln 2’e, eliminiert, 


so erhalt man: 
a? + 1— oF %— 01 
-t-- & a4 


Dieses 148t sich schreiben: 2 < (a — 0,) (a —30,—1). Der erste Faktor 
auf der rechten Seite ist positiv und der andere infolge des friiher Be- 
wiesenen negativ. Dieses sich selbst widersprechende Resultat stiitzt 
sich auf die Voraussetzung 0, + 20, < «, die also unrichtig sein muB. 
Es mu8 daher 9, + 20, > « sein. 

Ich wahle nun eine neue Zahl /, diesmal so, daB 1> 0,, und 
setze wieder 9} = [?-e, (u = 3,4,...,m), woraus folgt: ¢, << 1 und 
0, = !-e,. Die Formeln IV und V kénnen jetzt geschrieben werden: 


e+l=e?+or+P-2"e,, 
3a—-l>0,+0,+1-2"¢,, 


wobei in 2” alle Fundamentalpunkte der Fundamentalkurve, mit Aus- 
nahme von R, und R,, mitgenommen sind. Die Elimination von 2” 
ergibt dann 








a* + 1— of — of <l. 

32—1—o,— 0s 
Setze ich nun wieder voraus, daB 9, + 0, + 0; = %, so kann ich mir! > 9, 
dadurch sichern, daB ich 1 = a—o,—o, setze. In diesem Falle kann 
a? + 1— of — of . 
3a—1—o,— es = ‘ 

2-(0.¢—7) Ss —(+1) 

schreiben. Dies kann nicht richtig sein, da 0,+ 0, <= % und somit 
1>0. Die rechte Seite ist also negativ. Die linke Seite ist aber positiv, 
da aus dem vorher bewiesenen a +20, <« folgt, daB 9, > «— 0, — 0, 
oder 9, >I. Nun ist aber 9, > 0,, und infolgedessen 9,0, >. Das 
Resultat ist wieder sich selbst " widersprechend und die Voraussetzung 
0,+0,+0, = muB8 unrichtig sein. Es mu8 daher 0, + 0,+ 0, >« 
sein, und der Satz ist bewiesen. 


man aber statt 





Wenn man nun die Bildebene in bezug auf das Dreieck R, R, R, 
transformiert, mu8 die betrachtete Fundamentalkurve der Ordnung « in 
eine andere Fundamentalkurve geringerer Ordnung iibergehen. Durch 
diese Transformation werden keine neuen Funcamentalkurven hinzugefiigt. 
héchstens kénnen die Ordnungen der iibrigen Fundamentalkurven erhoht 
werden. Man halt sich nun an diese eine Fundamentalkurve, indem man 
wieder die Bildebene in bezug auf das Dreieck transformiert, dessen 
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Eckpunkte die Fundamentalpunkte sind, die die Fundamentalkurve jetzt 
am hiaufigsten durchliuft. Dadurch wird die Ordnung weiter reduziert, 
und dieses kann fortgesetzt werden, solange es auf der behandelten 
Fundamentalkurve drei Fundamentalpunkte gibt, da diese infolge der 
Voraussetzung nicht auf einer Geraden liegen. Wenn nun die Fundamental- 
kurve ganz verschwindet, kann man eine neue auf gleiche Weise be- 
handeln. 

Die erste Fundamentalkurve, die nicht verschwindet, muB sich auf eine 
Fundamentalgerade durch zwei Fundamentalpunkte reduzieren. 

Denn sie soll weniger als 3 Fundamentalpunkte enthalten und, in- 
folge des vorher Bewiesenen, durch diese bestimmt sein. 

Wenn es auer dieser Geraden noch einen Fundamentalpunkt gibt, 
und man die Bildebene in bezug auf das Dreieck, dessen Eckpunkte die 
Fundamentalpunkte sind, transformiert, so verschwindet gleichfalls die 
Fundamentalgerade, ohne daS neue Fundamentalkurven entstehen. Es 
sind dann nur zwei Méglichkeiten vorhanden: 

1. Nach der Reduktion gibt es nur isolierte Fundamentalpunkte, aber 
keine Fundamentalkurven. 

2. Es gibt nach der Reduktion eine Fundamentalgerade durch zwei 
Fundamentalpunkte, aber keine anderen Fundamentalpunkte und mithin keine 
anderen Fundamentalkurven. Denn sie sollten ja durch Fundamentalpunkte 
bestimmt sein. 

Die behandelte Flache ist also im ersten Fall nicht orientierbar, im 
anderen orientierbar, und in diesem letzten Fall kann sie vollkommen 
eindeutig (ohne Fundamentalelemente) auf eine Fliche zweiter Ordnung 
abgebildet werden. Man braucht nur die Flaiche zweiter Ordnung auf 
gewohnliche Weise auf eine Ebene abzubilden, und dann die zwei Bild- 
ebenen — die der Fliche n-ter Ordnung und die der Flache zweiter 
Ordnung — in Kollineation zu bringen, so da8 die Fundamentalelemente 
der beiden Bildebenen einander entsprechen. Hieraus geht hervor, 
daB alle orientierbaren Flachen der hier behandelten Flichengruppe vollkommen 
eindeutig — ohne Fundamentalelemente — aufeinander abgebildet werden 
kénnen. 

Hiermit ist das Hauptresultat gewonnen. Wendet man es auf die 
bekanntesten algebraischen Flichen an, so sieht man, daS auSer den 
Flachen dritter Ordnung, auch die Flachen vierter Ordnung mit einem 
Doppelkegelschnitt, und die mit einer Doppelgeraden, im projektiven Raum 
nicht orientierbare Flachen sind. Das gleiche gilt von der Flache finfter 
Ordnung mit einer Doppelkurve dritter Ordnung. Orientierbare Flaichen 
sind dagegen die Flache vierter Ordnung mit einer Doppelkurve dritter 
Ordnung, und die mit einer dreifachen Geraden (Tripelgeraden). 
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Es bleibt nun nur iibrig zu beweisen, daB zu der hier behandelten 
Flachengruppe Flachen jeglicher Ordnung gehéren kénnen. Ich wihle 
eine Flaiche n-ter Ordnung mit einer Geraden von Multiplizitét (n — 1). 
Diese Flaiche ist eine geradlinige, und wenn man sie auf eine Ebene 
projiziert, indem ein beliebiger Punkt der vielfachen Geraden zum Augen- 
punkt genommen wird, so wird die Fliche eindeutig auf eine Ebene ab- 
gebildet. Die Bildebene schneide die vielfache Gerade im Punkte 4, 
und die (m— 1) Einzelgeraden durch den Augenpunkt in den Punkten 
B,, B,, ..., Ba—,. Die Ebenkurven werden dann Kurven n-ter Ordnung 
mit (mn — 1)-fachem Fundamentalpunkt in A und einfachen Fundamental- 
punkten in B,, B,,..., B,,. Es kann nur einer der Punkte B,, B,, ..., B,—, 
mit A auf einer Geraden liegen. Eine Tangente einer Ebenkurve in A 
mu8 auBerdem die (nm — 2) iibrigen bestimmen, so daB die Ebenkurven 

O—I* + (a — 8) + (n—1) = ELI 

Bedingungen erfiillen und natiirlich durch drei Punkte bestimmt sind. 
Die Geraden A B,, AB,, ..., AB, —, sind Fundamentalgeraden. Ich trans- 
formiere jetzt die Bildebene in bezug auf das Dreieck AB,B,. Die 
Ebenkurven werden dadurch in neue Kurven der Ordnung (n — 1) trans- 
formiert. Diese Kurven gehen nun nicht durch B, und B,, aber (n — 2)- 
mal durch A und einmal durch die B,, B,,..., B,—, entsprechenden neuen 
Fundamentalpunkte gleicher Bezeichnung. Die neuen Geraden AB,, AB,, ..., 
AB,_, werden Fundamentalgeraden, AB, und AB, aber nicht. Die Ge- 
rade B, B, bildet nun die vielfache Gerade der Flaiche so ab, daB die 
neuen Ebenkurven sie in (n— 1) Punkten schneiden, die so geordnet 
sind, daB der eine Schnittpunkt die (nm — 2) iibrigen bestimmt. 

Ich transformiere nun die Bildebene aufs neue in bezug auf das 
Dreieck AB, B,, wodurch die Ordnung der neuen Ebenkurven um 1 
reduziert wird. AB, und AB, sind keine Fundamentalgeraden mehr. 
Das Bild der vielfachen Geraden wird jetzt ein Kegeischnitt durch AB, B, 
und durch die beiden Punkte, die B, und B, in der neuen Abbildung 
entsprechen. Auf diese Weise kann man fortfahren, solange zwei ein- 
fache Fundamentalpunkte iibrigbleiben. Ist (mn — 1) eine gerade Zahl, 
so gibt es zuletzt keine Fundamentalgeraden mehr, und A bleibt der 
einzige Fundamentalpunkt. Setzt man n — 1 = 2m, so werden die Eben- 


kurven zu solchen der Ordnung n — m = ae ot SE mit n—! tachem Punkt 


2 
in A. Das Bild der vielfachen Geraden wird eine Kurve der Ordnung 
1 mit ” 3 fachem Punkt in A. Sie wird natiirlich von den Eben- 
n+l n—l n—1 n—3 
i a 2 








kurven in 











= (mn — 1) Punkten geschnitten, von 
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denen also der eine die n — 2 iibrigen bestimmt. Die neuen Ebenkurven 











erfilllen = +n — 2 Bedingungen und sind wie vorher durch 3 Punkte 
n-+lsn+l1 
hesti n?—1 2 oe + 8) 
timmt (“{—+n-2= 3 —3). 


Die Flache ist im projektiven Raum nicht orientierbar. Ist die 
Ordnung der Fliche hingegen eine gerade Zahl und die Anzahl der 
einfachen Fundamentalpunkte ungerade, so bleiben zuletzt zwei Funda- 
mentalpunkte iibrig, deren Verbindungsgerade eine Fundamentalgerade 
ist, und die Flache ist orientierbar. 


Reykjavik, im August 1935. 


(Eingegangen am 4. 2. 1936.) 
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Uber eine Schar periodischer Lésungen des ebenen 
Vierkérperproblems. 
Von 


Oskar Perron in Miinchen. 





§ 1. 
Einleitung. 


Kiirzlich habe ich eine Schar periodischer Lésungen des ebenen 
Dreikérperproblems angegeben, wobei iiber die GréBen der drei Massen 
keinerlei einschrinkende Annahmen nétig waren'). Die angewandte 
Methode 148t sich auch fiir mebr als drei Massenpunkte durchfiihren und 
soll hier am Vierkérperproblem dargestellt werden. 

In einem im Raum festen rechtwinkligen Koordinatensystem seien 
die (ebenen) Koordinaten des Massenpunktes mit der Masse m, (auch kurz 
als Punkt m, bezeichnet) z,,y,. Wir setzen z,+ iy, =z, und nennen 
z, die komplexe Koordinate des Punktes m,. 

Bezeichnung. Die Indizes u, v werden in einer Formel stets so 
gebraucht, daB sie die Zuhlen 1,2 in beliebiger Reihenfolge bedeuten. 

Nun sei zunichst an die bekannte von Lagrange gefundene Schar 
von Partikulairlésungen des Dreikérperproblems erinnert, bei denen die 
drei Massenpunkte auf einer mit konstanter Geschwindigkeit um den 
Massenschwerpunkt rotierenden Geraden festbleiben*). Die Bewegungs- 
gleichungen sind, wenn die Einheiten so gewahlt werden, daB die Gravi- 
tationskonstante gleich 1 ist, die folgenden (wobei die oben angegebene 
Bezeichnung zu beachten ist): 


2 = —_ 
az, z,—2, z,—%, 
2 v a 3 3 —_ 3? 
dt |z,—2z, | |2,—z,| 
d*z z.—z z.—z 
3 uw 3 ’ 
— =m —~———. = m a 
dt? "(¢,—a,P "|2,—2,/ 


1) Uber eine Schar periodischer Lésungen des ebenen Dreikérperproblems 
(Mondbahnen). Sitzungsberichte der Bayer. Akademie der Wissenschaften, math.- 
naturw. Abteilung, 1936. 

2) Vgi. z. B. Moulton-Fender: Einfihrung in die Himmelsmechanik, Teubner 1927, 
Kap. VIII. 
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Hieraus folgt durch Subtraktion, wenn wir die komplexen Relativkoordi- 
naten der Punkte m, und m, in bezug auf m, 


2 —%=—?2P\, %— 23 = Pe 





einfiihren, 
d* p P P P, — P ¥ 
A * = —(m,+m,) —, — m, —, + m ———, . : 
(*) ae im, + ») ipl Ip, + "1%—%,F Hi 
Die erwihnten Lésungen dieses Gleichungssystems sind ; 
‘B) Pp, = 4, cos at+ ta, sinat = a, e*', f 


PP, = 4, cos at + ia, sinat = a, ef*. 
Dabei ist « die Winkelgeschwindigkeit der rotierenden Geraden; a, und a, 
sind die (mit Vorzeichen versehenen) konstanten Abstande der Punkte m, 
und m, vom Punkt m,. Durch Einsetzen von (B) in (A) ergibt sich 
é,-—6,, 


a 
(C) — a? 5 ==- (m, + ms) la 3 ve - My, 
“ 


m, (a, 5 + [a,—a,P° 
Der Lagrangesche Satz besagt gerade, daB dieses System von zwei Glei- 
chungen stets unendlich viele reelle Auflésungen «,a,,a, hat. Und zwar 
darf man die Winkelgeschwindigkeit « > 0 beliebig vorschreiben und darf 
noch fiir die drei Zahlen 0, a,, a, die GréSenordnung beliebig vorschreiben 
(z. B. a, < 0 < a, ohne Gleichheitszeichen); dann ist die Lésung ein- 
deutig bestimmt. Doch werden wir im folgenden nur die Tatsache 
brauchen, daB es iiberhaupt eine Lésung gibt. 

Wir wenden uns jetzt dem Vierkérperproblem zu.* Wenn die beiden 
Massen m, und m, in einem Punkt vereinigt sind, der dann die Masse 
m,-+ m, hat, so handelt es sich nur noch um ein Dreikérperproblem und 
dieses 14Bt u. a. die Lagrangesche Lisung 

2,—2,=>2,—2, =a, e*, 

2, — 2%, = 2%, — 2%, = a,e’* 
zu, wobei dann 
1) —aa, = —(m + th +m) pe — eS 
( m7 “ 3 ‘ la, ‘ioe * * ja, —a,F 
ist. Das Gleichungssystem (1) unterscheidet sich von dem System (C) 
nur dadurch, daB m, + m, an Stelle von m, steht. Von jetzt an verstehen 
wir in der ganzen Arbeit unter a, a,, a, stets ein und dieselbe reelle Lisung 
(a > 0) des Systems (1). 

Nun fiihren wir ein rotierendes Koordinatensystem ein, dessen X-Achse 

in die rotierende Gerade fallt, setzen also 

3, = ete, (r = 1, 2, 3, 4). 
In diesem Koordinatensystem sind bei der soeben betrachteten Lagrange- 
schen Bewegung die Punkte m, und m, relativ zum vereinigten Massen- 


punkt m,-+ m, in Ruhe; ihre konstanten (komplexen) Relativkoordinaten 
sind a, und a,. 















i- 
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Nunmehr lassen wir die Annahme fallen, daB der Punkt m, mit m, 
vereinigt ist, behalten aber das soeben eingefiihrte rotierende Koordinaten- 
system bei. Dann liegt die Vermutung nahe, daB eine Bewegung méglich 
ist, bei der m, in der Nahe von m, bleibt, wahrend m, und m, in der 
Nahe derjenigen festen Punkte bleiben, die in bezug auf m, die konstanten 
Relativkoordinaten a, und a, haben. In der Tat werden wir zeigen: es 
gibt eine Schar von Bewegungen, bei denen m, eine annahernd kreis- 
férmige Bahn um m, beschreibt, wihrend m, und m, ebenfalls annaihernd 
kreisférmige Bahnen um die genannten festen Punkte beschreiben. Alle 
drei Bahnen verlaufen im gleichen Drehsinn, schlieBen sich nach einem 
Umlauf und haben gleiche Umlaufszeit. Nach Ablauf dieser Umlaufszeit 
wird, da die Zeit nicht explizit in den aufzustellenden Differential- 
gleichungen vorkommen wird, der urspriingliche Bewegungszustand wieder her- 
gestellt sein, so daB die Bewegung periodisch weitergeht (periodisch natiirlich in 
bezug auf das rotierende Koordinatensystem). Dabei sind die drei Vektoren: 

vom ersten festen Punkt nach m,, 
vom zweiten festen Punkt nach m,, 
vom Punkt m, nach m, 
stets annahernd gleichgerichtet und ihre Betriige verhalten sich annahernd wie 
m,: (m, + m,). 

Das Wort ,,annihernd“ ist in diesen Aussagen so zu verstehen, da8 
der angegebene Tatbestand im Limes fiir gegen Null abnehmende Abstiinde 
der Punkte m, und m, voneinander stimmt. Es handelt sich ja nicht 
um eine Lésung, sondern um eine ganze Schar mit nach Null abnehmenden 
Abstanden. Es gibt sogar zwei solche Scharen, eine rechtliufige, d.h. 
bei der die Umlaufe im Drehsinn des rotierenden Koordinatensystems er- 
folgen, und eine riicklaufige mit umgekehrt gerichteten Umlaufen. 


§ 2. 
Die Bewegungsgleichungen und hinreichende Bedingungen 
fiir die Periodizitéit einer Lésung. 
Die Bewegungsgleichungen des ebenen Vierkérperproblems haben zu- 
nichst in einem nicht rotierenden Koordinatensystem folgendes Aussehen 
(man achte wieder auf die zu Beginn festgesetzte Bezeichnung): 


d?z z,—2 2,—5, z,—2, 








ae = ™ pep t ie tia 
(2) pl: . .—&, oh z,—2, ae t,— 2, 
dt? *\is,—s,P . =n, Trea 
dz z,—2 > &, _—s, 
Te = at Ta tia 


Mathematische Annalen. 113. 7 








98 O. Perron. 


Hieraus entsteht durch Subtraktion, wenn man die Relativkoordinaten 
der Punkte m,, m,, m, in bezug auf m, 


(3) Z,— 2% =P, %—%%= Pe, &—-% = 
einfirt, das System 
(4) se = — mm — (m, + m,) ee - iD 
7% 1 a : =H 
(5) a valent on as ™Jigp es (iP itp naa) — m a(n - na 


Nunmehr gehen wir zu dem rotierenden Koordinatensystem iiber, indem wir 
(6) ?, = te, , ?, = of ety, , q= eiaty 


setzen; « ist dabei die in (1) eingefiihrte Winkelgeschwindigkeit. Dadurch 
geht das System (4), (5) tiber in 


Pu, _ au 


(7) rT + 21a F —Pu, = Sie Ei 
mT 7 +m, woe — mM, pa 
(8) aa t+ tia Gp — ato = —(m +m) 
(Tei ~ Tor) ~ ™ (Tage — Ty oP) 


Um zu der angekiindigten Lésungsschar zu gelangen, fiihren wir jetzt 
einen reellen Scharparameter 4 ein und setzen 


(9) u=a,+/9U,, u=—a,+/9U,, v=A' Vv, 
(10) t = Ar, 


wobei a,, a, wieder die in (1) eingefiihrten reellen Zahlen sind. Wenn wir 
dann die Differentiation nach t durch einen Akzent bezeichnen, geht das 
System (7), (8) nach Multiplikation mit 2* tiber in: 


Us, + 2iastU;, — a s*(a, + 2U,) 











, = a,+2U, i! a,+A4U, 
(11) — ma — (ma +m) 4 OF ™ ,+#0,) 
rey a,—a, + ##(U,—U,) : a,+4(U,—V) 


(a, —a, +P Ww,—0,p — ™* To OP 
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V" + 2iad VV’ —oF PV 


4 a,+2#U a,+72(U,—V 

(12) = — (m,+ m,) ae = a | 24 v3 =" 4 i i Hit) 

a,+/2°U 2 (U,—V 
% m, h(i Ua ~ Ee ay ): 
Neben dem System (11), (12) gilt natiirlich auch das entsprechende 
System (lla), (12a) fiir die konjugiert-komplexen GréBen U,, U,, V, 
wobei dann i durch — i zu ersetzen ist. Diese Gleichungen (lla), (12a) 
besagen in Wahrheit natiirlich genau dasselbe wie die Gleichungen (11), 
(12), weshalb wir sie nicht anschreiben. Man sieht aber sofort, daf das 
System (11), (12) auch dadurch in das gleichbedeutende System (lla), 
(12a) tibergeht, da8 man U,, U,, V durch U,, U,, V und zugleich rt 
durch 2c — t ersetzt, wo c eine belisbige reelle Konstante ist; wir wahlen 


¢ positiv. Wenn daher 
U, = f, (7), U, = f, (7), V = g(t) 
eine Lésung des Systems (11), (12) ist, so ist 
U,=f,(2e—t), U,=f,(2e—1t) V=g(2e—r) 
ebenfalls eine Lésung. Wenn wir nun weiterhin annehmen, daB die erst- 


genannte Lésung im Intervall 0 < t < ¢ gegeben ist und die Eigenschaft 
hat, daB die GréBen 








(13) h (0), hs (0), g (0), fh (c), fs (c), g (c) 
reell und die GréSen 
(14) f:(0), f2(0), 9), A, he, 9g’) 


rein imaginaér sind, so mu8 sich diese Lésung iiber den Wert t = c hin- 
aus in folgender Weise fortsetzen: 

U, =f (7), U, = f,(t), V = g(t) firOS tse, 

U, =f,(2e—t), U, = f,(2e—1), V = g(2e—1) fir er < 2¢. 
Denn zunichst sind die Funktionen der zweiten Zeile in dem angegebenen 
Intervall definiert, und sie sind eine Lésung des Systems (11), (12). Diese 
stimmt aber nebst den Ableitungen an der Stelle t =c mit der Lésung 
der ersten Zeile tiberein (wegen der an die letzten drei GréSen in (13) 
und (14) gestellten Forderungen), sie ist also wegen der eindeutigen Be- 
stimmtheit wirklich deren Fortsetzung. Die in (15) angegebene Lésung 
des Systems (11), (12) nimmt nun aber nebst Ableitungen an den Stellen 
t = 0 und t = 2c gleiche Werte an (wegen der an die ersten drei GréBen 
in (13) und (14) gestellten Forderungen). Beriicksichtigt man nun noch, 
da8 das Gleichungssystem (11), (12) die unabhangige Variable r nicht 
explizit enthalt, so erkennt man, daB sich die Lésung (15) periodisch mit 
der Periode 2c fortsetzt. 


(15) 


7* 
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§ 3. 
Entwicklung in Reihen. — Die Periodizititshedingungen. 
Setzt man 
(16) m,+m, =f (68> 0), 
(17) #U,—mV=—W,, #U,—mV = W,, 


so geht das System (11), (12) mit den Unbekannten U,, U,, V iiber in 
das folgende System mit den Unbekannten V, W,, W,: 





V" 42a V— Ba = — py, 
(Ht 2#U, a 4+2(0,—P) 
(18) ) — 4° (a0 Tad #01) 
—* as @ + #U, a, + 4? (U, — V) ) 
2 . 





\jag +29 U,) ja, +722 (0, —V))5/ 
m, (m, + 6?) co ie +#0. 




















2. ae sw’ __ 2297 W. — a? -_ 
Wit 2102? W, — aA W, = oa, A Ba A a+FU,p 
9 m, m3 34 a, + # U, . i! é.—@, + 4 (U,— U,) 
19) )——p pap t 4 oe FRO, —0,)p 
- m,(m, + B*) . 4+ PU, — V) . mm. a+ #(U,—V) 
# \a,, + #(U,— V)/ B ja, + #(U,—V)P 


Dabei sind auf den rechten Seiten natiirlich U, und U, vermége (17) 
durch V, W,, W, auszudriicken. 

In den Gleichungen (18) und (19) kann man die rechten Seiten nach 
Potenzen von A entwickeln. Dabei sieht man sofort, daB in (18) das 
Glied mit 2* herausfallt. Das gleiche gilt aber auch fiir (19); hier ist 
der Koeffizient von 4* nimlich gleich 








: m, (m, + B) a, mm, a, 6,4, 
a* a, — — ia, a ia, + m, 4,7 
m, (m, + B*) a, mm, a, 

B i@,° B ja,j*” 


also mit Riicksicht auf (16) gleich 


2a, — (m, +m, +m) — —m ba A pi 
a’ a, “mT 3) ‘4 ia,/° ia T "ja,—4, 


also gleich 0 nach (1). Den Koeffizienten von 2° in (18) und (19) erhilt 
man unter Benutzung der Formel 





~ —} 5.-i 
a+#?U _ a - oor U\ 3 
ayeUe = jap(itHs) (1+45) 
a s 2U+30 , Ls _ #U4+3T0 , 
- op (2 P= +...) = - Fer 
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Durch Zusammenfassung und Vereinfachung vermittelst (17) ergibt 
sich dann: 
V" + 2tad8 VW’ — oF AV 
(18a) 


= (os Mz 


V Tr my n 
=—Pot slept pal V+3V+ 2 Fa’, 


Wii + 2iad® W, — od W, 
Wi+3W W,+3W, W,—W,+3(W,—W,) 
u u =s “ “ 
i@,.\° nae ine ¢,—4,|° ) 


n 
+ 2 G,,4", 
n=868 


78 
(19a) — # (m+ 6) 














wobei die F, und G,, Polynome von V, W,, W,, V, W,, W, sind. 
Speziell fir A = 0 hat das System (18a), (19a) u. a. die Lésung 


Voce, W,=0, W,=0, 


die die Periode t = o hat und deren Anfangswerte fiir t= 0 die fol- 
genden sind: 
V(0)=1, W,(0)=0, W,(0)=0, 


Nun 1a6t sich die Lésung des Systems (18a), (19a), also des Systems 
(18), (19) mit den modifizierten Anfangswerten 


V (0) = 1+ 4,, W,(0) = 4,, W,(0) = 4,, 
VO)=itB+e, Wi)=4,, Ws(0) =e 
bekanntlich*) in Reihen nach Potenzen der 4,, ¢, und A entwickeln, die 
fiir hinreichend kleine Werte von |6,|, |e,|, |A| absolut konvergieren; und 
zwar gilt das fiir ein beliebig langes Intervall von 1, gewiB etwa im In- 


terval OS tS rt wenn nur |6,|, |e,|,|A| klein genug bleiben. Wahlen 
wir daher speziell die Anfangswerte *) 


V (0) =1+443, W, (0) =¢,, W, (0) = ¢ A, 


() 00) = 58 + éfb2, Wi (0) = ipa, 2, Wi(0) = if a,7, 

5) Vgl. etwa J. Horn, Gewdhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, 
Leipzig 1905, § 67. 

*) In (20) tiberrascht vielleicht die Wahl der Exponenten von 4. Aber bei V 
und V’' ist die getroffene Wahl nach dem Bau der Gleichung (18a) doch nahe- 
liegend. Bei W,, Wy, Wi, W, wird man durch Versuche auf die zweckmaBigste 
Wahl gefihrt; auch einige andere Annahmen wiirden zum Ziel fiihren; doch gestaltet 
sich bei der Wahl des Textes die Rechnung am einfachsten. Bemerkt sei iibrigens, 
daB der naheliegende Versuch, alle Exponenten gleich 3 zu wahlen, nicht zum 
Ziel fibrt. 
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wo die a, b, c,, c,, d,, d, beliebige reelle Konstanten sind, so laBt sich 
die Lésung fiir hinreichend kleine Werte von |A| nach Potenzen von A 
entwickeln: 


(21) V =e (1+ S f(r) 2", 
(22) W,= Zgult)a",  Wa= SF geal)”. 


Die Anfangswerte der Funktionen /,, 9:2, 92, sind dabei wegen (20) die 


folgenden: 
(23) (1,0) =a, f:(0) = iB (6 —a), 
5 \f.0) =0, f,(0) =0 fir n + 3, 
(24) pars = €,, Jg,(0) = Cy, giz (0) = tBd,, g,(0) = tBd,, 

Vin (0) =, gon(0) =O, gim(0) =0, gim(0) = 0 fiir n+ 1, m+ 7. 


Mit Riicksicht auf diese Anfangswerte erkennt man sofort, da bei 
Einsetzen des Ansatzes (21), (22) in die Gleichungen (18a), (19a) die 
fn (tT), Gin (Tt), Jan(t) Polynome von a, b, c,, c,, d,, d, werden. 

Bei unserer Wahl der Anfangswerte ist gewiB 

V(0), W,(0), W,(0) reel, 
V'(0), W;,(0), W;(0) rein imaginar, 
also nach (17) auch 
U,(0), U,(0) reell, 
U;(0), U;3(0) rein imaginar. 


Wenn es nun gelingt, die reellen Konstanten a, b, c,, c,,d,,d, so zu 
wiahlen, daB 
4 4 a 
[r) Gm) = 


v'($), W:(3). W3 (3) rein imaginar, 


also nach (17) von selbst auch 


U, (4); U,(5) reell, 
U;(), U;($) rein imaginar 
wird, so hat unsere Lésung nach § 2 die Periode t = a also t = 


(25) 


(26) 





22/8 


B 
Die Bedingungen (25) nennen wir daher die Periodizitdtsbedingungen. Es 


sind das augenscheinlich sechs Gleichungen fiir die sechs reellen Unbe- 
kannten a, b, c,, c,, d,, d,. Wir werden sehen, daB sie fiir geniigend 
kleine Werte von |A| eine Auflésung haben, und damit wird dann die 
Schar periodischer Lésungen nachgewiesen sein. 
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§ 4. 
Ausfiihrung der Integration, 

Wir wollen jetzt die Koeffizienten f, (rt), g:n(T), gon(t) in (21) und 
(22) wirklich berechnen, soweit es fiir unsere Zwecke nétig ist. Ganz 
leicht ist die Berechnung der g,,(t) und g,,(t) fir » <7. Setzt man 
namlich die Reihen (22) in die Gleichung (19a) ein, so ergibt sich durch 
Vergleich der Koeffizienten von 4, /*,..., 47 der Reihe nach: 

Jur =, Gus=0, gus = 9, gust 2iagui = 0, 
Gust 2tagus=0, gust er} = 0, 


. 7 m,, 
(27) Gur + 24a gu, — @ gus = ter tiie +- 3) +378 p 78 (Gra 1+39;) 





m, Me Nee 
* an — Gur +391 — 3 Gur)- 


Hieraus folgt durch Integration mit Riicksicht auf die durch (24) 
vorgeschriebenen Anfangswerte: 





Jur = Cys ~ = 0, gus = 9, gus = 9 Gus = 9, gus = 9, 
(28) r. = K, o+ipd, T, 
wobei K, reell ist, Pier 
2(m, + 6?) 2m, 2m, 2m, 
(29) K,= (a? os ia, i + = =P) Ch + Gy —Ta — oF =< 3) C,. 
Somit ist 


We (F) = A +( K, gatind, )F+ 2 (Aun + 4 By) 2”, 
(30) 1 (2 x . 7 ~ , > = n 
Wr (F) = (Ku F + i84,) 2 +E (in + i Bina", 
wo die Ayn, Bun, Aun, Bun Polynome von a, }, ¢,, c,, d,, d, mit reellen 
Koeffizienten sind, auf die es nicht weiter ankommen wird. 
Umstindlicher ist die Berechnung der Funktionen f, (rt), die wir bis 
zum Index n = 6 benétigen werden, wobei sich aber auch f, (rt) gleich 
mit ergeben wird. Wir machen zunichst die Transformation 


(31) V = eff p, 

wobei dann nach (21) 

(32) P=1+ J f,(t)a" 
n=1 


ist. Dadurch geht die Gleichung (18a) iiber in 
eins ac Dhagy Aedesyamiuee 

(33) P —sife on tie n 
a — pit F(t ie t,) (P+ 3-8 P) +e # = Fi’. 
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Setzt man jetzt die Reihe (32) in (33) ein, so ergibt der Koeffizienten- 
vergleich von A: 


fi+2ipfh — Bf, = 4h, + 3/). 
Mit Riicksicht auf die in (23) vorgeschriebenen Anfangswerte folgt hieraus 
(34) f,(t) = 0. 
Unter Beriicksichtigung dieses Resultats liefert sodann der Koeffizienten- 


vergleich von /* fiir /, genau dieselbe Differentialgleichung, die sich so- 
eben fiir /, ergab, und mit Riicksicht auf die Anfangswerte ist auch wieder 


(35) f, (t) = 0. 


Genau so liefert alsdann auch der Koeffizientenvergleich von A‘, 4°, A’ 
der Reihe nach die Formeln 


(36) i.) =90, f(r) = 9, f(t) = 0. 
Der Koeffizientenvergleich von /* ergibt dagegen: 
(37) fs + 2B fs — Bf, — 208 = 46 (/,+ 3/5), 


und schlieBlich der von A’: 


fe +268 fy — AY f, + 2ia (f, + iBf,) — a 


(38) = $7 (/,+3f,-—if} —ihfs — BPD) 
1 (m4 ... —2ipr 
+3 (fp t fap) A+ Se"), 


Die Gleichung (37) stellt sich, wenn man /, in den reellen und ima- 
ginaren Bestandteil zerlegt, als ein System inhomogener linearer Differen- 
tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten dar und kann in bekannter 
Weise integriert werden. Wir schreiben gleich das den Anfangsbedin- 
gungen (23) entsprechende Integral hin, das hinterher auch sofort als 
solches verifiziert werden kann: 


(39) fy (x) = L, + L, (#?* — 3e-*#*) — ip Lyt, 


wobei L,, L,, ZL, Polynome von a, 6 mit reellen Koeffizienten sind, und 
zwar 


(40) L, = +204 2b, L, = St yet, L,= F +304 3b. 
Speziell ist also 
ts(F) = L,+2L, —iéL,x, 
fh(F) = —ip4L,+L,). 
Die Gleichung (38) lautet nun, etwas anders geschrieben: 
(42) fe + 2B f, — $F (+h) =v, 


(41) 




















Periodische Lésungen des Vierkérperproblems. 105 


wobei 


[p= —*P n+ 21,457) — 260 +681, 
(43) 
| +e+ 3 (ot + jas) (1+ Sem2¥*), 


Nachdem aus (39) die Funktion /, und damit auch die konjugiert-kom- 
plexe GréBe f, bekannt ist, kennt man p, und zwar ist 
p= —3P (Li —4L, Le ?* + L3 (5 et4?* — 2 + e248) 
(44) + iBL,L,t —ipL,L,1(3e8* — e~*?*) — 34RD) 4 2 
+ 2a8(L,—L,+2L,e?*—iBL,r)+5 - s(oh te + = Ta )(L+Se-*), 


\a,! 13 
Die lineare Differentialgleichung (42) kann nun unter Beriicksichtigung 
der Anfangswerte /, (0) = 0, f', (0) = 0 wieder vollstandig integriert werden. 
Doch ist das nur zum Teil nétig. Schreibt man neben (42) die Gleichung 


fiir die konjugiert-komplexen GréBen hin, so erhilt man durch Addition 
und Subtraktion: 


(45) te +h)” +268, —f)’ — 36°, +h) = p+p 


(46) (fs — fey" + 26B (+ hy = p—P. 
Aus (46) folgt durch Integration von 0 bis Tt: 


(te — fe) +24B (+h) = [(p—D) ar, 


und wenn man diese Gleichung nach Multiplikation mit 218 von (45) 
subtrahiert, erhalt man weiter: 


(47) a+ hl” +h (to +h) = p+P—2i8[(p— pdr =q. 
. 0 

Dabei ergibt sich, wenn man p und } aus (44) entnimmt, fiir g der Aus- 
druck 

(48) q = M,*+M, cos Bt + M, cos 2814+ M,, 
wobei 
(49) (fe = PL, (3B L, — 6B L, — 42), 

M, = 8B L,(38L, —3BL, —«), 
wahrend es auf die Werte M, und M, nicht ankommen wird. Natiirlich 
sind alle M, wieder Polynome von a, b mit reellen Koeffizienten, da ja 
q nach der Definition in (47) reell ist. Aus (47) folgt 

J qoosBrdz = (f, +},)’ cos Br + B(f, +f.) sin Br, 
und folglich ist P 
ae eer 
f cosBrdt = — [#.(3) + fe(F)}- 
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Setzt man hier fiir g den Ausdruck (48) ein und fiihrt die Quadratur 
aus, so erhalt man: 


_(2% 2 a 
f(g) + f(g) = Ma ge — Magy: 
Daher ist schlieBlich 
[2% ma nm * 

(50) fa(F) = Mi je— Magy tty, 
wo auch N natiirlich ein Polynom von a, b mit reellen Koeffizienten ist. 

Setzt man jetzt die gefundenen Werte fiir /, (3) und ha ( 5) in die 
Gleichung (21) ein, so kommt 


nm 


V (F) =-1-(,+2L,-iL,aat E (Cn +i Dy) 2”, 
(51) f 5) — 4BV(F =) = ip(4l,+L,)2%—(M ~ 





Mgt) 
+ Z (C,+iD,)a" 
n=8 
wobei die C,, D,, C,, D, Polynome von a, b, c,, c,, d,, d, mit reellen 
Koeffizienten sind, auf die es nicht weiter ankommen wird. 
Fiihrt man nun die Ausdriicke (51) und (30) in die Periodizitits- 
bedingungen (25) ein, so gehen letztere tiber in 


L, x #* + = D,a” = 0, 
— (My je — Mags) a + £ G,2" = 0, 


nd, a? + z B,, 4" =0 (u = 1, 2), 


K,5%+ 3 E And” = 0 (u = 1, 2), 


oder nach Unterdriickung iiberfliissiger Poktoom und mit etwas geanderter 
Bezeichnung der irrelevanten Polynome D, usw.: 


| L, + ED," =0, 
(52, I) aol 
| 4M, —f*M,+ 30,4" =0, 
n=2 
(52, 11) K,+ 5AinA"=0, Ky+ 5 Asad” =0, 
n=1 n=1 
(52, III) d+ EBA =0, + FBe =O. 


a=1 n=1 
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Nun ist nach (49) 

4M,—#M,=6 LD, (126 L,— WPL, — 16a) — 86 L,(38L, — 36 L, —«) 
= PL, (12B L, — 4B L, — 16a — 24BL,) + 8f°L, (3B L, + «) 
= PL, (128 L, — 246 L, — 16a — 246 L,) + 86°L, (2B L, —«) 

(wegen (40)) 

= PL, (122 L, — 246 L, — 16a — 86 L,) — 8a L,. 

Daher geht die zweite Gleichung (52,1), wenn man die mit 

BP (12BL, — WPL, — 16a — 8BL,) 
multiplizierte erste davon abzieht, iiber in 


(53) L,+ EC,4" =0. 


SchlieBlich kann man die erste Gleichung (52,1) und die Gleichung (53), 
wenn man fiir Z, und L, die Werte aus (40) einsetzt, durch geeignete 
Linearkombinationen ersetzen derart, daB in der einen vor dem Summen- 
zeichen nur a, in der anderen nur 6 vorkommt. So erhalt man das mit 
(52, I) gleichbedeutende System 


a+is+ D> Cc, 4" = 0, 
(54, I) = 


b+ 2 3+ 2 Dik =0, 


wo die C,, D, wieder Polynome von a, b, c,,c,, d,,@, mit reellen Koeffi- 
zienten sind, allerdings nicht dieselben wie in (52, I). 

Ahnlich lassen sich auch die Gleichungen (52, II) durch zweckmaBigere 
Linearkombinationen ersetzen. Nach (29) sind naimlich K, und K, die 
folgenden linearen homogenen Polynome von ¢, und ¢,: 


K, = (2 + Um tP 4 2m), + (284 — tale, 











|a,/° ' [@—aP la,%  ja—a,? 
_ (2m 2m , 2(m, + B*) 2m 
K, my (a. a aap) ° + (0? * ia,P aap) 


Die Determinante ist 











|a,/° lag — 2, /° |@,/* |a, —a,/° 
2m, 2m, ) 2m, 2m, 
%, as mi gig (ie bi a 





2m, 2m, 2m, \ (2m, 2m, 2m, 2m, 
> ( P + ee aR) (at + ja, nF) (ae ab) fo a aP) 
— 4mt+4am,m, | 4mj + 4m, m, 
= Ta Plq—aP + la Pla,—a% > 
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Die Determinante ist also von Null verschieden, so da8 man die 
Gleichungen (52, II) durch die folgenden Linearkombinationen ersetzen kann: 


(54, IT) + EA = 0, + Fa" = 0. 


an=1 n=1 
Die A,,, Ay, sind dabei wieder Polynome von a, b, ¢,,c,, d,, d, mit reellen 
Koeffizienten, wenn auch nicht dieselben wie in (52, II). 
Die Gleichungen (52, III) bediirfen keiner Umformung; wir setzen sie 
unter (54, III) noch einmal her: 
(54, ITT) d,+ 2B,,4°=0, d+ 5B, 4° =0 
n=1 n=1 
und erinnern daran, daB auch die B,,, B,, Polynome von 4a, 6, ¢,, ¢,, 
d,, d, mit reellen Koeffizienten sind. 
Die sechs Periodizitaétsbedingungen haben somit schlieBlich die Gestalt 
der drei Gleichungspaare (54,1), (54,11), (54, III) gewonnen. Speziell fiir 
2 = 0 haben diese die Auflésung 


— b= —35, 4=0, 4=0, d=0, d=0 
und die Funktionaldeterminante ist gleich 1. Daher sind fiir positive und 
negative, aber absolut hinreichend kleine Werte von A eindeutig bestimmte 
benachbarte Auflésungen a, b, c,, c,, d,, d, vorhanden, die natiirlich reell 
sind. Damit sind die periodischen Lésungen nachgewiesen. 


§ 5. 
Deutung im Sinne der Einleitung. 

Man sieht leicht, daB die nachgewiesenen periodischen Lésungen den 
in der Einleitung geschilderten Charakter haben. Die in (6) eingefiihrten 
GréBen u,, u,, v sind namlich, wie unmittelbar klar, die (komplexen) 
Relativkoordinaten der Punkte m,, m,, m, in bezug auf m, in dem ro- 
tierenden Koordinatensystem. In diesem System sind ferner a,, a, die 
Relativkoordinaten der in der Einleitung erwahnten beiden festen Punkte 
in bezug auf den Punkt m,. Nach (9) bedeuten also 
(55) #U,, #PU,, #V 
die Relativkoordinaten der Punkte m,, m, in bezug auf die zugehérigen 
festen Punkte und des Punktes m, in bezug auf m,. 

Nun fanden wir fiir V die Entwicklung 
(56) V = ef (14),(t)# + ...). 

Ferner ist nach (17) fir ~ = 1, 2: 


U.= V+, 


= Hee (L+ tlt) a +...) ted tgur(t)a’ + «-.. 


@o= 


(57) 
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Daraus ersieht man, da8 die den Koordinaten (55) entsprechenden Vek- 
toren fiir kleine |A| stets anniahernd gleichgerichtet sind und sich ihrer 
GréBe nach annahernd wie m, zu m, zu f* = m, + m, verhalten. Denn wahrend 
die Entwicklungen von 2°U,, 4?U, und 4*V nach (56) und (57) wirklich 
mit der zweiten Potenz von A anfangen, ist 


(m, + m,)22U, —m,2V = #2U, —m2vV = BPW, 
= BP? ZY gun(t) a" 
n=1 


= Bod + Bguz(t)a® + ...; 

diese Entwicklung beginnt also erst mit einer héheren als der zweiten 
Potenz von A, und zwar mindestens mit der vierten Potenz. Denn die 
GréBen a, b, c,, c,, d,, d,, die den Gleichungen (54,1), (54,11), (54, ITI) 
geniigen, lassen sich bekanntlich nach Potenzen von 4 entwickeln, und 
die Gleichungen (54, II) Jehren dann speziell, daB die Entwicklung 
von ¢, und ¢, kein konstantes Glied hat. Analog wie in § 5 meiner in 
FuBnote ') zitierten Arbeit lieBe sich durch Berechnung von g,,(t) auch 
noch zeigen, daS der Koeffizient von 4 in der Entwicklung von c, und 
ce, nicht verschwindet; doch kommt es darauf nicht so an. 

SchlieBlich sei noch bemerkt, daB die gefundenen periodischen Bahnen 
fiir 4 > 0 rechtliufige, fir 4 < 0 riickliufige Bahnen sind, die sich bereits 
nach einem Umlauf schlieBen und annihernd kreisférmig sind. Das er- 
kennt man sofort aus den Formeln (56), (57), wenn man bedenkt, daB 
t = A-*t ist. 


(Eingegangen am 24. 2. 1936.) 








Integralgeometrie 14. 


Ein Gegenseitigkeitsgesetz der Optik. 
Von 
Wilhelm Blaschke in Hamburg. 


1903 hat R. Straubel ein optisches Gesetz angegeben, das spiiter 
auch von A. Gleichen und T. Levi-Civita behandelt wurde’). Ich méchte 
hier zeigen, das Straubels Symmetriesatz fiir das allgemeinste Medium 
zusammenfallt mit einem Ergebnis von H. Poincaré aus seiner Theorie der 
Integralinvarianten. 

Die Zeit, da das Licht in einem solchen Medium zur Durchlaufung 
eines Weges 2; (t); ¢, <= ¢ <= t, braucht, wird durch ein Integral gemessen: 


ty 
(1) J = | F(x, 25,255 2), 22,%) dt. 
fo 
Darin kann man fiir F die Voraussetzung machen 
(2) F(z, 2%, 2; Ax;, Azy, Ax;) = AF (2, 2, Zs; 2, XZ, Zs) fir A> O. 
Die Lichtstrahlen sind dann nach Fermat die Extremalen des Grund- 
integrals J. Wir wollen die Ableitungen 
OF 
(3) dz, - Fy = 
einfiihren und kénnen uns dann ein Linienelement statt durch {2,, 2,, 75; 
Z,, Ly, £3} auch durch {2,, 2, Z; Py, Py, P;} geben. Denken wir uns eine 
4-gliedrige Gesamtheit solcher Linienelemente vorgeschrieben z, (a, , a, , 4; , @,), 
Pp; (@,,4,,4,,4,). Bezeichnen wir etwa mit z, das vollstandige Differential 
von z, nach den a, und nehmen wir die Produkte dieser Differentiale 
alternierend. Betrachten wir das vierfache Integral 
e a . . . . . . . . . *. . . . . . . 
(4) | 4 = Tete Pi Per = J (1575 Py Ps + 4,2, PsP, + T,%_ DP, Ps) 
4 


ik=1 


1) R. Straubel, Uber einen allgemeinen Satz der geometrischen Optik und 
einige Anwendungen, Phys. Zeitschr. 4 (1903), S.114—117. A. Gleichen, ebenda 
226—227. T. Levi-Civita, Una proprieta di simmetria delle traiettorie dinamiche 
spiccate da due punti, Accademia dei Lincei, Rendiconti (5) 24, 1 (1915), 8.666-—-674. 
Auch in D. Hilberts Begriindung der Strahlentheorie spielt Straubels Satz eine 
Rolle, Géttinger Nachrichten 1912, S.1—17 oder Ges. Werke 8 (1935), S. 219. 
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erstreckt iiber ein Gebiet' & im Raum der a,;. Dann gilt, wie H. Poincaré 
gezeigt hat*) und wie man leicht bestitigt, folgende Wahlinvarianz: 
Das Integral (4) bleibt ungedndert, wenn man jedes Linienelement auf der 
hindurchgehenden Eztremalen verriickt. 


Somit kann man 
(5) $= 4$22,2, 7), Py = — 4(L 2, p,)* 


als Strahlendichte oder Extremalendichte benutzen. Diese Dichte fallt .iir 
den Euklidischen und Nichteuklidischen Fall mit der in den Geometrischn 
Wahrscheinlichkeiten seit M. W. Crofton benutzten Geradendichte*) zu- 
sammen. 

Lassen wir nun den Ausgangspunkt z unseres Lichtstrahles sich auf 
einer Fliche X bewegen, sei f ihr Flachenelement und n, der Einheits- 
vektor ihrer Flachennormalen, so kénnen wir 


(6) 2, =fn,, £,%, = [%,, 2,2, =n, 


setzen. Tragen wir ferner vom Punkt z aus fiir alle Richtungen 2’ den 
durch (3) gegebenen Vektor p, ab, so beschreibt sein Endpunkt eine 
Flache, die man Figuratriz des Aufpunktes z nennt. Fiir ihr vektorielles 
Flachenelement haben wir 


(7) Py Ps = 9%, PsP, = 9%, P, Py = Ps: 

Wenn wir somit die Strahlen betrachten, die von der Fliche X 
ausgehen, so haben wir nach (5), (6), (7) 
(8) s=fyln,», = fy cosa. 


Legen wir dieselben Lichtstrahlen durch eine zweite Fliche X und ihre 


Richtungen p in X fest, so haben wir wegen Poincarés Invarianz auch 


(9) s = fp cos. 
Die gefundene Formel 


(10) fe cosw =f G cos 


ist der Gegenseiligkeitssatz der Optik, wie er fiir die Riemannschen Metriken 
und fir » = @ = 0 von Levi-Civita angegeben wurde. Umgekehrt folgt 
aus (10) riickwirts die Wahlinvarianz Poincarés. 


2) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste 3, Paris, 
Gauthier -Villars, (1899). ; 

5) Vgl. etwa W. Blaschke, Integralgeometrie 1, Ermittlung der Dichten fiir 
lineare Unterréume im R,, Actualités scientifiques ... 252, Paris, Hermann, 1935. 
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“o i=) 





Geht man von der einfacheren Dichte von Poincaré fiir zweigliedrige 
Extremalenscharen aus, namlich 
(11) b= 2,7, +%,P,+23);, 
so erhilt man die einfacheren Gegenseitigkeitsgesetze der Optik (die 
sich auf drei benachbarte Strahlen beziehen), wie schon M. Herzberger*) 
bemerkt hat. 


Ausdehnung des Beweises auf gréSere Dimensionenzahl ist selbst- 
verstandlich. 


Hamburg, den 7. Marz 1936. 


*) M. Herzberger, Strahlenoptik, Berlin, Springer, 1931, §7, S. 22—25. 


(Eingegangen am 12. 3. 1936). 
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(Existenz- und Eindeutigkeitssitze.) 


Von 


Willy Feller in Stockholm. 
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Einleitung. 


Gegenstand der folgenden Untersuchung sind vom Zufall bedingte 
Prozesse mit einem Freiheitsgrad; genauer handelt es sich um diejenigen 
Funktionen F (t,x; t, ), die hierbei als Ubergangswahrscheinlichkeiten von 
einem Zustand z zur Zeit ¢ in einen Zustand < é zur Zeit tr >t auf- 
treten kénnen (eine rein analytische Charakterisierung dieser Funktionen 
wird in §1,1 gegeben). Wir kniipfen damit an die bekannte Arbeit von 
Kolmogoroff [7]') an, in welcher er erstmalig die allgemeinen stochastischen 
Prozesse systematisch untersucht hat, wodurch die theoretische Grundlage 
fiir einen besonders fruchtbaren Zweig’) der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
geschaffen wurde. Dort wurde fiir Prozesse mit stetiger Zustandsinderung 
gezeigt, daB F (t,z; t, &) als Funktion von ¢, z unter gewissen Bedingungen 
einer parabolischen Differentialgleichung geniigt, se als Funktion von rt, & 


der dazu adjungierten. Das Hauptziel der vorliegenden Arbeit ist, 
hierzu die bisher fehlenden Existenz- und Eindeutigkeitssitze*) zu liefern, 

1) Die Zahlen in eckigen Klammern beziehen sich auf das Literaturverzeichnis 
am Ende der Arbeit. 

2) Es geniigt z. B. auf den Platz zu verweisen, den allein die in der Zeit ho- 
mogenen stochastischen Prozesse (einschl. Diffusionsprozesse) in der schénen Dar- 
stellung von Khintchine [6] einehmen. 

3) Ein spezieller Eindeutigkeitssatz wurde auch von Kolmogoroff bewiesen, 
vgl. [8] (welche Arbeit tbrigens der Aufstellung der Differentialgleichungen bei 
mehreren Freiheitsgraden gewidmet ist). 
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und sodann in gleicher Weise ebenfalls die allgemeineren Prozesse zu be- 
handeln, bei welchen die Zustandsinderung auch sprunghaft erfolgen kann. 

Wir betrachten zuerst stetige Prozesse*) (§ 1, 2), wobei wir (allgemeiner 
als iiblich) den ProzeB stetig nennen, wenn fiir jedes 6 >0 die Wahr- 
scheinlichkeit dafiir, daB in einem kleinen Zeitintervall der Lange A t eine 
Zustandsinderung mindestens der GréBe 6 eintritt, von kleinerer GréBen- 
ordnung ist als At: 
(1) { & F(t, a;t,é)=o(r—t), t>t. 

|i—z2|>d 

Fiir F(t, z; t, €) als Funktion von ¢, x ergibt sich nach Kolmogoroff un- 
schwer eine parabolische Differentialgleichung. Unter den iiblichen Vor- 
aussetzungen iiber deren Koeffizienten wird gezeigt, daB die sich ergebende 
Anfangswertaufgabe genau eine Lésung besitzt, und daB diese sowohl den 
allgemeinen Funktionalbezichungen der stochastischen Prozesse geniigt, als 
auch allen besonderen Bedingungen des Einzelfalles, die in der Gestalt der 
Koeffizienten ihren Ausdruck finden. (Gl. (5)—(7), (11)—(13)). Bemerkens- 
wert ist, daB sich auf diese Weise die von Kolmogoroff bewiesene Tatsache, 


daB os als Funktion von t, € der adjungierten Gleichung geniigt, von 


selbst aus allgemeinen Sitzen iiber Differentialgleichungen ergibt; es braucht 
nicht einmal die Differenzierbarkeit von F (t,z; t,£) nach & vorausgesetzt 
zu werden, und auch nicht die Existenz irgendwelcher Momente. 

Danach wird der Fall betrachtet, daB auch sprunghafte Verdinderwngen 
des Zustandes vorkommen kénnen. Hier wird man auf eine partielle 
Integrodifferentialgleichung mit Stieltjesintegralen gefiihrt ((26), und im 
Spezialfall (20)). Es wird bewiesen, daB die sich ergebende Anfangswert- 
aufgabe unter gewissen Bedingungen wieder genau eine Lésung besitzt, und 
daB diese von selbst auch allen iibrigen Anforderwngen (insbesondere (2), 
(5)—(7), (22) bis (25)) gentigt. Auch hier besteht eine adjungierte Gleichung 
((27) baw. (21)) fiir F(t, 2; t, €) als Funktion von rf, é. 

Ein besonderes Interesse beansprucht der rein diskontinuierliche Prozep*), 
bei welchem die Zustandsainderung nur sprunghaft erfolgen kann (vgl. § 1, 3, 
8. 120). Dieser Fall kann unter wesentlich milderen Bedingungen erledigt 
werden, als der allgemeine: Man kommt nimlich hier ohne jede Stetig- 
keitsvoraussetzung iiber F(t, 2; t, &) beziiglich z,& aus, und der Fall, 


*) Hierher gehéren insbesondere die sog. Diifusionsprozesse. 

5) Solche Prozesse umfassen atomare ZusammenstéBe, Fernsprechanrufe, ver- 
schiedene Vorgange im Einzelatom u. dgl. Ein ganz andersartiger Vorgang, der in 
der mathematischen Risikotheorie bei Versicherungen eine wichtige Rolle spielt, 
wurde von Cramér [1] schon 1930 als spezieller, stetig von der Zeit abhaingender 
stochastischer ProzeB behandelt. Hier scheinen sich neue Anwendungsmiéglichkeiten 
zu eréffnen, woriber eine weitere Publikation von Cramér zu erwarten ist. 
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da8 Spriinge in gewissen Zusténden wahrscheinlicher sind, ist auch be- 
sonders interessant. Dieser Fall ist auch besonders einfach, weil man 
(nur) bei seiner Behandlung ohne partielle Differentialgleichungen aus- 
kommt; aus diesem Grund wurde der rein diskontinuierliche ProzeB ge- 
sondert behandelt (§ 4). Da hierbei bereits alles fiir den allgemeinen ge- 
mischten Fall Wesentliche auftritt, wurde bei dessen Behandlung (§ 5) nur 
kurz auf die notwendigen Abanderungen eingegangen. § 4 schlieBt dem- 
nach unmittelbar an §1 an und ist ohne Lektiire der §§ 2, 3, 5 verstdndlich. 

Saimtliche Lésungen werden durch Reihen dargestellt, deren Glieder 
fiir maBige Werte von t—?t gut konvergieren. Zu ihrer Konstruktion 
brauchten wir eine Grundlésung und Existenzsitze fiir die linearen paraboli- 
schen Differentialgleichungen zweiter Ordnung in zwei Veranderlichen und fiir 
unbeschrankte Bereiche, welche bisher, wie schon in der Literatur gelegentlich 
bemerkt wurde, fehlten. Man kann zwar diese Gleichungen (jedenfalls im 
Kleinen) stets auf die Form + u, = u,,-++au,+6u zuriickfiihren und 
erhalt so eine Grundlésung, wie sie, im Anschlu8 an Hadamard [5], Gevrey [4] 
konstruiert hat. Wir benutzen jedoch eine etwas andere Grundlésung 
und brauchen auferdem einige nicht ganz einfache Abschitzungen fiir sie, 
zu denen man auf diesem Wege nicht gelangen wiirde. § 2 ist daher der 
Konstruktion der Grundlésung der allgemeinen Gleichung gewidmet, was 
ohne besondere Schwierigkeiten durch Ubertragung der Hadamard-Gevrey- 
schen Methode gelingt; die hier konstruierte Grundlésung kann als Greensche 
Funktion der durch eine Charakteristik begrenzten Halbebene angesehen 
werden; damit erhalt man natiirlich zugleich auch die Eindeutigkeit (bzw. 
Mehrdeutigkeit, vgl. S. 125f.) der Anfangswertaufgabe. 

Das uns beschaftigende Problem wird sofort rein analytisch formuliert 
und behandelt werden. Es ist aber vielleicht immer noch nicht iiber- 
fliissig zu bemerken, da auch die beiliufig erwihnten wahrscheinlichkeits- 
theoretischen Begriffe unabhingig von jedem Anwendungsproblem mengen- 
theoretisch exakt gefaBt wurden, insbesondere in der durchsichtigen 
Axiomatik von Kolmogoroff [9], auf die wir uns beziehen. 

Es ist mir eine besonders angenehme Pflicht, Prof. Cramér auch an 
dieser Stelle fiir die Gastfreundschaft an dem von ihm geleiteten Institut 
verbindlich zu danken: durch sie wurde diese Arbeit angeregt und erméglicht. 


§1. 
Aufstellung der Funktionalgleichungen. 
1. Allgemeines. Es sei & eine von der Zeit t abhingige stochastische 
Veranderliche*), also eine reelle GréBe, fiir die in jedem Augenblick 


°) D. i. ,,zufallige GréBe* in der Terminologie bei Kolmogoroff (variable aléa- 
toire), also einfach eine auf der Grundmenge meBbare reelle Funktion. 


g* 
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eine Wahrscheinlichkeit V(t, z) existiert dafiir, daB sie einen Wert 
< zx annimmt. Der durch a beschriebene Vorgang hei®t nach Kolmo- 
goroff stochastisch-definit, wenn aus der Kenntnis der GréBe von a in 
einem Zeitmoment ¢ die Kenntnis von V(t, z) fir ¢ >t folgt; hierbei 
wird angenommen, da8 die Zuwichse von a in punktfremden Zeitinter- 
vallen voneinander unabhingig sind. Jin stochastisch definiter ProzeB 
wird also analytisch vollstindig beschrieben durch eine Funktion F (t,x; t, &), 
welche die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir angibt, daB die Verdnderliche x 
im Zeitpunkt t einen Wert = & annimmt, wenn sie zur Zeit t den Wert x 
hatte. Hierbei unterliegt F(t,2;1,&) gewissen Bedingungen, die wir 
zunachst zusammenstellen. 

Als Funktion von & ist F(t, 2; t, €) definitionsgemaB fiir jedes feste 
t, z, t eine Verteilungsfunktion, d.h. eine fiir alle reellen £ definierte nicht 
abnehmende Funktion mit 
(2) lim F(t, z; t,&) = 0, : lim F(t, 2; 7, &) = 1; 

> +2 


'-<+-—©@ 
in den etwaigen Unstetigkeitsstellen ist im Sinne der Definition 


(3) F(t, x; t, &) = lim F(t, a; t, é). 
§ Sot 


NaturgemaéB setzen wir weiter voraus, dab F(t, z; t, ) als Funktion von 
t und t stetig ist. Uber die Abhangigkeit von z machen wir von vorn- 
herein keine Voraussetzungen, abgesehen natiirlich von der trivialen, daf 
F (t, x; t, &) fiir feste t,t, in z im Borelschen Sinne meBbar ist. 

Setzt man fiir alle reellen z, & 
0 fir Eé< 2 
1 fir § > z, 
so folgt aus der Definition von F (t,x; 1, &) und der vorausgesetzten 
Stetigkeit in bezug auf ¢ 


(4) E(z, &) = 


(5) lim F(t, z; t,€) = E(z, &), 
t—>t— 

(6) lim F(t, 2; t, &) = E(z, &). 
t—>t+ 


SchlieBlich ergibt sich aus der Regel iiber die Zusammensetzung von 
Wahrscheinlichkeiten die nach Chapman und von Smoluchowski benannte 
jundamentale Beziehung fiir jedes t << t' <t: 


+2 


(7) F(t, 2; 1,8) =| F(,y; +, dF (t, 2; ¢, y). 


Hierbei bezieht sich das Stieltjessche Differentialzeichen wie im folgenden 
stets auf die letzte Verinderliche, hier also auf y. Die Existenz des Inte- 
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gtals in (7) ist bekanntlich von vornherein sichergestellt, weil 0< F <1 
ist, und F(t, 2; t, €) in x nach Borel meBbar ist; vgl. Lebesgue [11, 8. 261]. 

Die genannten Eigenschaften charakterisieren analytisch die Funktion 
F (t, z; t, &) vollstandig, d. h. jede solche Funktion liefert einen stochasti- 
schen ProzeB. Es handelt sich also im folgenden einfach um die Be- 
stimmung von Lésungen von (7), die stetig in t, t und Verteilungs- 
funktionen in — sind und den Anfangsbedingungen (5)—(6) genitigen. 

Zur Vereinfachung der Schreibweise fiihren wir fiir das Folgende mit 
Kolmogoroff den Operator @ ein, der durch 


+@ 
(8) u(z, é) ® v(x, &) = { vy, é)du(s, y) 


definiert wird und sich stets auf die beiden nichtzeitlichen Variablen z, & 
bzw. x, y bezieht. Mit ihm schreibt sich (7) auch in der Form 


(7a) F(t, 2; t,€) = F(t, 2; t',&) ® F(t’, 2; x, &), t<t<r. 
Wenn die partielle Ableitung i F(t, 2; t, &) = f(t, 2; t, &) existiert, 


so nennen wir f(t, 2; t, &) die Frequenzfunktion (= differentiale Verteilungs- 
funktion in der Sprechweise von Kolmogoroff). Fiir sie gilt 


(9) thor= [ie ys rita t,ydy 
mit der Nebenbedingung 


+o 
(10) f fa; 8) dé = 1. 


Der ProzeB wird in der Zeit homogen genannt, wenn F (t, x; t, €) nur 
von der GréBe des Zeitintervalls (t,t) abhingt, nicht aber von dessen 
Lage: F(t, x; t, &) = G@(t —t, v, €). Die Gleichung (7) geht dann iiber in 


+ @ 
(7b) G(t+¢t,2,8)= [G4i,y,6)dG(,2,y), (t,t > 0). 


Fiir Prozesse, die auch im Raume homogen sind, d. h. bei welchem @ nur 
von t—¢t und §— g abhangt, ist unser Problem in gréBter Allgemeinheit 
erledigt, da Kolmogoroff [10] unter der bloBen Annahme der Existenz des 
zweiten Moments von G mit Hilfe der Theorie der charakteristischen Funk- 
tionen die allgemeinste solche Lésung von (7 b) mit der vorgeschriebenen An- 
fangsbedingung (6) konstruiert hat. Asymptotische Abschaitzungen dieser 
Lésung fiir t- o wurden von Cramér [2] gegeben. Fiir die Zuriick- 
fiihrung des homogenen stetigen Falles auf Differentialgleichungen vegl. 
Petrowsky [13] und Khintchine [6]. 
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2. Der stetige stochastische ProzeB. Dieser ist durch (1), S. 114 defi- 
niert. Wir fassen diese Forderung in eine fiir das Folgende etwas zweck- 
maBigere Form: Es soll fiir jedes 56 > 0 
(11) lim + dF (t.— At, x; t, y) =0, At>0 

4t—+o 
ly—z|>é¢ 
sein. AuBerdem machen wir nach dem Vorbild von [6] und [13] die ein- 
schrinkende Annahme, da8 die beiden Limites 


as) im = | (y — 2) dF (t— At, 2; t, y) = 2a(t, z) > 0, 


(13) lim | (y — x)dF (t — At, x; t, y) = b(t, x) 


ly—2|<d 
existieren’) (endlich sind); vermége (11) sind diese Limites natiirlich nur 
scheinbar von 6 abhingig*). Es sei ausdriicklich bemerkt, daB die Existenz 
irgendwelcher Momente nicht vorausgesetzt wird (und es gibt in der Tat 
Lésungen F (t, z; t, §) ohne endliche Momente). 

Da es unser Ziel ist, zu einer Differentialgleichung fiir F (t, 2; t, ) 
als Funktion von t,z zu gelangen, miissen wir nun voraussetzen, daB 


OF (t, x; t, &) 0 F (t, x; t, &) 
Ox ; 0 x 
existieren und fiir jedes feste Wertetripel t,&,t >t stetig in x sind. 
Hingegen wird nichts iiber die Stetigkeit in & vorausgesetzt. 


7) Natirlich hatte man in (11)—(13) F(t— At, z; t, y) ebensogut durch 
F(t, z; t+ At, y) ersetzen kénnen. Die so entstehenden Gleichungen sind iibrigens 
bei stetigem a (t,x) und b(t,z) — nur dieser Fall wird behandelt werden — eine 
Folge von (11)—(13) und umgekehrt. Im folgenden werden aber nur (11)—(13) 
benutzt. 

8) Unsere Voraussetzungen unterscheiden sich von denjenigen bei Kolmogoroff 
(7, S. 445ff. und 8, S. 150}. Dort wird (11) dabin verscharft, daB die Existenz 

+x 
von m, = j ly— x} dF (t, x; t,y) fir &k = 1, 2, 3 vorausgesetzt wird, und auBer- 
dem lim ~ = 0. Dafiir werden aber (12) und (13) bewiesen (unter gewissen 

5) 
Regularitétsannahmen und unter Voraussetzung des Nichtverschwindens ciner Funk- 
tionaldeterminante). — Bei Khintcbine und Petrowsky wird (11) durch das scharfere 
Analogon zur Lindebergschen Bedingung fiir den Laplace-Liapounoffschen Satz 
ersetzt: 

lim 2. (y — zP dF (t— At, x; t, y) — 0. 
4t—+o0 At 
ly—z|>d 

Entsprechend ist auch (11) das Analogon zu einer schwicheren Bedingung, durch 
welche die Lindebergsche ersetzt werden kann, vgl. Feller [3]. 
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Es sei nun 6 > 0 fest gewahlt, und ¢ > 0. Fiir jedes feste t,2, tr >t, & 
hat man dann vermége (2) und (7) 


(14) FER Absinth ss t, €) 





= xf (F (t, y; t, €) — F(t, x; 1, &)} dF (t — At, a; t, y) 


— oo 


+ (F(t, y; t, €) — F(t, 2; t, &)} dF (t — At, 2; t, y) 
ly-zizd 
OF (t,x; 1,&) 1 


Ox At 
ly—zi<d 


OF (t,2; t,&) 1 — 2x) 
+ Teens (ys +0((y—2)*)} dF (t—Al,z;t,y). 


ly—zi<d 


+ 


(y — 2) dF (t — At, az; t, y) 


La8t man hierin 4t + 0 gehen, so sind die Hiaufungswerte der rechten 
Seite wegen (11) offenbar unabhingig von 4; andererseits kénnen sie sich 
untereinander héchstens um o(6*) unterscheiden, woraus folgt, daB die 
rechte Seite fiir 4¢ + 0 einem festen Grenzwert zustrebt. Daher existiert 


eine linksseitige Ableitung 4 und (14) ergibt die ,,erste Differential- 
gleichung“ 
(15) oF (ns Ts é) + a(t, x) ont. 3 Tt &) + b(t, z) OF tt, = tT, &) = 0. 


Hierin bedeutet 27 *’ runiichst die linksseitige Ableitung, was fiir das Fol- 


gende ausreicht; “doch 1aBt sich dieselbe Betrachtung ohne weiteres auch 
fiir 4t < 0 durchfiihren, und man gelangt so schon hier zur Existenz der 


Ableitung * schlechthin, fiir welche (15) gilt. 


Neben (15) hat man fiir F (t, x; t, ) die Anfangsbedingung (5). Unter 
gewissen Voraussetzungen iiber a(t, z) und b(t,2) — namlich unter der 
Bedingung A von 8S. 128f. — wird bewiesen werden, daB es genau eine 
Lésung von (15) mit (5) gibt; und zwar gilt das auch fiir die allgemeinere 
Gleichung, die aus (15) durch Hinzufiigung eines Gliedes cF entsteht. 
Fiir diese Lisung existiert eine Frequenzfunktion 
(16) F(t, 2; t,é) = | f(t, 2; t, y)dy, 
und f{ ist eine sogenannte Grundlésung der Differentialgleichung. Daraus 
wird sich unmittelbar einerseits das Bestehen von (7) ergeben, andererseits, 
daf f(t, x; t, €) als Funktion von t, & der adjungierten Differentialgleichung 
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gentigt, also speziell im Falle (15) der ,,zweiten Differentialgleichung“ von 
Kolmogoroff: 


ot 


(a7) — SAE SEES) _ fale, 8) f(t, 25 t,8)) + Ze [(t, 8) f(t, 25 7,8) = 0. 


Nur ist zu bemerken, da8 im Falle einer beliebigen Gleichung f auch 
negativ werden kann. Fiir Gleichungen der Form (15) (d. h. ¢ = 0) 
wird aber F(t, z; t, &) in der Tat eine Verteilungsfunktion in £, so daB 
alle Bedingungen des stochastischen Prozesses erfiillt sind. Es wird ferner 
auch das Bestehen der Beziehungen (11)—(13) bewiesen, womit des Problem 
vollstiindig gelést wird. Die Gleichung (17) mit (16) und der Anfangs- 
bedingung (6) bestimmt unseren stochastischen ProzeB ebenfalls eindeutig. 


3. Der rein-diskontinuierliche ProzeB. Wir nennen den ProzeB so, 
wenn er aus bestimmten Ereignissen besteht, bei denen sich der Zustand 
sprunghaft andert, wobei die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Sprung- 
gréBe bekannt ist. Genauer: Zur Zeit ¢ mége die Verinderliche # den 
Wert z haben; dann soll es eine Wahrscheinlichkeit der GrédBe 
p(t,xz) At+-o(At) geben dafiir, daB im darauffolgenden Zeitintervail der 
Lange 4t > 0 eine Verinderung von x eintritt, und zwar sei P(t, z,&) die 
bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, daB im Falle einer Veranderung # im 
Zeitpunkt t+ At einen Wert < & hat. Rein walytisch driickt sich das 
folgenderma8en aus: 


Der durch F (t, x; t, &) definierte stochastische ProzeB heift rein dis- 
kontinutierlich, wenn 


(18) F(t, 2;7,&) = (1—plt, 2)(t —) B(z, &) 
+ (t—t) p(t, z) P(t, , €) + o(r — 0), (t < t) 


ist. Hierbei sind p (t,x) und P (t,x, &) threr Bedeutung nach zwei nicht- 
negative Funktionen, und P(t, z,&) ist als Funktion von & Verteilungs- 
funktion, d.h. nicht abnehmend (rechtsseitig stetig, vgl. (3)), und es ist 


_lim P(t, 2, é =9, ; lim P(t,z, &) =1. 
Zur Lésung der Aufgabe werden wir auBerdem voraussetzen, daB p (t, z) 
und P (t, z, &) stetig in ¢ und im Borelschen Sinne meBbar nach z sind, 
schlieBlich (der Einfachheit halber) auch noch, da8 p (t, x) in jedem end- 
lichen t-Intervail beschriankt ist. — Fiir F (t, x; rt, £) machen wir diesmal 
keine weitergehenden Stetigkeitsannahmen, als die unter 1 erwihnten. 


Ein wesentlicher Unterschied des rein diskontinuierlichen Falles gegen- 
tiber allen anderen ist, daB sonst die zweite Gleichung erst indirekt aus 
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der ersten folgt, waikrend sich hier die beiden abzuleitenden Gleichungen 
vollstindig gleichberechtigt und symmetrisch gegeniiberstehen. Um die 
Gleichung beziiglich ¢, z abzuleiten, bemerke man, daB man nach (7) und 
(18) 0< At<t hat: 


+2 
(19) F(t,2; 1,6) = | F+4t,y; 1, é)d F(t, 2; t+ At, y) 
= (1—p(t, z) At) F(t+ At, a; 1, §) 
+ Atplt, x) | F (t+ At,y; t,&) dP (t,x, y)+0(Ad). 


Die Existenz simtlicher vorkommenden Integrale ist hier wie im folgenden 
nach dem Gesagten wegen der MeSbarkeit und Beschrinktheit der vor- 
kommenden Funktionen sichergestellt. Subtrahiert man in (19) auf beiden 
Seiten F (t+ At, xz; 1, &) und dividiert durch At, so sieht man unmittel- 
bar, daB die rechte Seite fiir 4t-+0O-+ einem festen Grenzwert zu- 
strebt. Daher existiert eine rechtsseitige Ableitung os und man erhilt 
fiir diese 


0 F (t, x; tr, &) 


+o 
(20) a = p(t.) {F(t,a;7,é)— | Fi,yst, $d P(t, 2, y)}. 


Genau so kann man aber auch Zuwiichse 4t < 0 behandeln und gelangt 
zu (20), bloB8 diesmal fiir die linksseitige Ableitung, woraus wieder die 


Existenz einer Ableitung nal schlechthin folgt, fiir welche (20) gilt. 


(20) ist das Analogon der ,,ersten Differentialgleichung* (15). Mit 
Hilfe des Operators @ (vgl. (8)) kann (20) auch in der Form 


(0a) “FE Sir£) — pt, 2) (B(x, §) — Plt.z, 8) OF (t, 2; 7, &) 


geschrieben werden. Es handelt sich natiirlich wieder um die durch (5) 
bestimmte Anfangswertaufgabe von (20). 


Um zur zweiten Gleichung fir F(t, x; t, €) zu gelangen, schreiben wir 
fir At>0: 


+o 
F (t, z; rt, &) = j F(t, y; t+ At, &)d F(t, x; t, y) 


= J (1—p(t.y) 42) Bly, §)+-4tp(z,y) P(t, y, &)) dF (t, 25 7, y)+0(4 7). 








122 W. Feller. 
Hieraus folgt wie vorhin die Existenz einer Ableitung $* und’) 


(21) oF rnd) - f pty aPiesny) 


—c 


+o 


+ f p(t.y P(r y, dF Ut, 2; t, y) 


— 2 


oder 


(21a) ees t, €) 


= F (t,x; t,&)@ |— p(t, 2) E(x, &) + p(t, 2) P(t, 2, &)}, 
diesmal mit der Anfangsbedingung (6). 

Die beiden Gleichungen (20) und (21) sind natiirlich nur der ein- 
fachste Spezialfall der beiden unter 4. abzuleitenden Integrodifferential- 
gleichungen (26) und (27); ihre Lésung gestaltet sich auch wesentlich 
einfacher und ist unter weniger einschrinkenden Voraussetzungen méglich. 
Wie wir im § 4 beweisen werden”), kann man fiir p(t, z) und P(t, x, &) 
zwei beliebige Funktionen nehmen, welche die oben genannten Voraussetzungen 
erfiillen. Die beiden Gleichungen (20) und (21) mit den Anfangshedingungen (5) 
und (6) haben dann je genau eine Lésung, und zwar beide dieselbe; diese 
Lésung erfiillt auch die iibrigen Bedingungen, welchen die Ubergangswahr- 
scheinlichkeiten unterworfen sind (§ 1,1). Wie von vornherein plausibel 
ist, wird die Lésung F (t,z; 1, ) hier als Funktion von & im allgemeinen 
unstetig. 

4. Der gemischte Fall. Es liegt nahe, die beiden unter 2. und 3. 
betrachteten Fille zu kombinieren, indem man in der Definitionsgleichung (18) 
des rein diskontinuierlichen Falles FZ (z,£) durch eine Funktion G (t, z; t, &) 
ersetzt, welche einen stetigen Bestandteil des Prozesses liefert, also die 
Rolle (und Eigenschaften) von F (t, z; t, €) im stetigen Falle iibernimmt. 

Wir charakterisieren demnach den gemischten Fall durch die Forderung: 
Es soll fiir kleine t—t > 0 eine Darstellung der Form 


(22) F(t, 2; 7, &) = {(l1— p(t, z)(t —0)} G (t, a; 1, &) 
+(t—t) p(t, 2) P(t, 2, &) + 0(t—8) 
%) Bei der Schreibweise von (21) wird in etwaigen Unstetigkeitspunkten natiir- 
lich vorausgesetzt, daB das erste Integral rechts ebenso wie F (t, x; 1, £) und E (z, £) 
rechteseitig stetig (vgl. (3)) definiert wird: 
& z 
—o zs->f+ —o2 
Diese Bemerkung ist insofern unwesentlich, als es geniigt, die Stetigkeitspunkte zu 
betrachten. 
10) Wie schon in der Einleitung gesagt wurde, schlieBt der § 4 hier unmittelbar 
an, und kann ohne Lektiire des folgenden gelesen werden. 
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bestehen, wobei G (t, x; t, &) bei festem t, x, t eine Verteilungsfunktion in & 
ist, fiir welche fiir jedes 6 > 0 die folgenden drei Beziehungen gelten: 


(23) lim + | dG(t — At, 2; t, y) =0, 


4t—->0+ ly—zi|>¢ 


~ 


(24) lim + (y — 2) dG(t— At, z;t, y) = 2a(t, z)>0, 
4t—->0+ ly—zi<é 

(25) lim as (y — xz) dG (t— At, a; t, y) = b(t, z). 
st—>o+ 4 


ly—zi<d 

p (t, z) und P(t, z,&) sind natiirlich, wie in der vorigen Nummer, ihrer 
Bedeutung nach zwei nichtnegative Funktionen, P (t, z,&) als Funktion 
von € eine Verteilungsfunktion; wir setzen auBerdem voraus, daB beide 
Funktionen stetig in ¢ sind. 

Hier gelangt man wie beim stetigen Fall direkt natiirlich nur zu einer 
Gleichung fiir F (t, x; t, €) als Funktion von t, z. Setzt man (22) in die 
Fundamentalgleichung (7) (angewandt auf ¢ — At, t, tr) ein und subtra- 
hiert die Identitat 


+ 
F (t, 2; t, €) = j F (t, 2; t, &£)dG(t — At, 2; t, y), 


so erhalt man 
F(t— At, x; t, §) —F (t, x; 1, &) 
At 





+2 


== [ (F (t, y; t, €) — F (t, 2; t, &)} dG (t — At, a; t, y) 
— pit, z){ | Peysnedeu—ae, x; t, y) 
paps 


_ | F (t, y; t, €)d P(t, 2, y)}| + 0(40). 
Aus (22) und (5) folgt nun unmittelbar, daB G (t — At, x; t, y) + E(z, y) 
strebt, wenn 4t— 0. Setzt man also wieder voraus, daS cE d card 
existieren und in z stetig sind, so folgt wie unter 2. und 3. die Existenz 


einer (zunachst einseitigen) Ableitung 5; und 


(26) OF (t, z;T, &) 


0? F (t, x; 1, 
Se a(, yok ae 


a) + bg yp Pe 


Oz 


| es 
— pit, 2) F (t,2;7,6)+p(t,2) | Fi yst, &)dP(t,z,y) =0, 
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oder 
(26a) 





oF th a &) OF Sit &) OF (t, x; 1, $) 


+ a(t, z) + b(t, z) = 
— pit, 2) Be. 5 — P(t, x, &)} OF (t, 2; t, &) = 0. 


Das ist das Analogon zur ,,ersten Differentialgleichung, und wieder haben 
wir die Anfangsbedingung (5). Zum Existenzbeweis fiir die Lésung werden 
wir iiber die Keeffizienten a (t, z) und 6 (t,x) dieselben Voraussetzungen 
machen, wie beim stetigen Fall, namlich das Erfiilltsein der Bedingung A 
von §.128f. Hingegen miissen p(t,z) und P(t, z,&) in diesem Falle 
weitergehenden Einschrinkungen unterworfen werden, als beim rein dis- 
kontinuierlichen Fall; pied werden uns der Einfachheit halber auf den 


Fall beschrinken, dab 2 ea existiert und ebenso wie p(t,z) nach t, x 


differenzierbar ist (obwohl Stetigkeit und das Bestehen einer Lipschitz- 
bedingung geniigen wiirden). Unter diesen Voraussetzungen werden wir im 
§5 zeigen, daB die Anfangswertaujgabe genau eine Lisung F (t, x; t, &) 
besitzt und daB diese wirklich einen stochastischen ProzeB definiert, fiir 
welchen (22)—(25) gelten; es existiert wieder eine Frequenzfunktion f (t,x; t, &) 
(vgl. (16)), und diese geniigt der Gleichung 


(27) — ohh ss ret gale (A(t a; t, &)}— Fr lb (e, Bf, 2; t, &)) 


—pin bite esre+ | pl sttessy) dy =0. 


dP (rt, y, 
0g 
AuBerdem ist f(t, 2; t, ) ebenfalls eine Lésung von (26), wie man durch 

Differenzieren dieser Gleichung nach é sieht. 
Die Gleichung (27) wurde bereits von Kolmogoroff [7, Gl. (179)] 
als ,andere Méglichkeit“ beilaufig erwahnt. 


§ 2. 
Grundlésung und Anfangswertaufgabe bei linearen parabolischen 
Differentialgleichungen 2. Ordnung in zwei Verinder!ichen. 

Fiir das Folgende brauchen wir die Lésung der Anfangswertaufgabe 
sowohl fiir die Differentialgleichung (15) als auch fiir die adjungierte (16). 
Es ist daher am zweckmaBigsten, gleich von der allgemeinsten homogenen 
parabolischen Differentialgleichung in zwei Veranderlichen auszugehen: 
(28) L(u) = u,+ a(t, 2) uz.+ b(t, z)u,+c(t,z)u = 0, 
welche wir iibrigens im § 5 auch brauchen werden. Auf diese Weise wird 
sugleich deutlicher, wieweit die Tatsachen auf allgemeine Eigenschaften 


der parabolischen Gleichungen zuriickgehen, oder speziell mit stochastischen 
Prozessen verbunden sind. 
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Natiirlich muB a + 0 sein und wir setzen etwa voraus, daB a > 0 
ist (der Fall a < 0 erledigt sich ganz analog). Die Koeffizienten sollen 
in einem bestimmten t-Intervall fiir alle z definiert sein, und es handelt 
sich dann um das folgende Anfangswertproblem: Gesucht wird eine fiir 
t<t definierte stetige Lésung von (28), welche fiir t ~ t' — gegen eine 
vorgegebene Funktion g(x) strebt. (Die entsprechende Aufgabe fiir ¢ > ¢’ 
ist bekanntlich im allgemeinen unlésbar; fiir a < 0 ist die Halbebene t < ¢’ 
durch t >t’ zu ersetzen.) Diese Anfangswertaufgabe ist im wesentlichen 
aiquivalent mit der Konstruktion einer fiir alle z definierten Grundlésung 
von (28), d.h. einer Lésung von (28), welche im Punkte (r, &) eine vor- 
geschriebene Singularitét hat. Unter allen Grundlésungen suchen wir fiir 
unsere Zwecke eine bestimmte, welche das Analogon der sogenannten Green- 
schen Funktion bei endlichen Bereichen ist. Diese soll nun durch Uber- 
tragung der Hadamard-Gevreyschen Methode im Falle a = 1 [4, haupt- 
sichlich II, 8.138 ff.] konstruiert werden (vgl. hierzu Einleitung S. 115). 

1. Es sei a(t,z) eine fiir alle reellen z und ¢, < ¢ < t, definierte posi- 
tive Funktion, fiir welche die Ableitungen a,, a, und a,, existieren und 
(in ¢ und 2) stetig sind; wir setzen 


Ir 





(29) y(t, 2) = | aoa 

so daB g(t, z) mit x monoton wichst. Wir setzen ferner voraus, daS 
(30) lim yp (t, 7) = — @, = p (t, 7) = + @ 

ist. Zunichst betrachten wir die spezielle Gleichung 

(31) M (u) = u, + Va (Va us)e — Va gus = 0, 

und die dazu adjungierte 

(32) M*(u) = — u,+(Va (Va u),). + (Va piu)2 = 0, 


fiir welche man die Grundlésung (vgl. (38)) unmittelbar hinschreiben kann. 
Es ist zu bemerken, daB die Einschriénkung (30) unerléBlich ist fiir 
die Eindeutigkeit der Anfangswertaufgabe von (31) (und also auch von (32)), 
und somit fiir die ganze folgende Theorie. Das wird durch folgendes 
Beispiel bewiesen: 
Es werde a(t,z) = ch‘ gesetzt, wobei chaz = cosi z bedeutet; 
(31) nimmt dann die Gestalt 


(33) u, + ch® z (ch? z-u,), = 0 
an. Bezeichnet, wie tiblich, ®(z) die GauBsche Normalfunktion 


, 


(34) @(z) = 7 [e Fay, 
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so ist leicht nachzurechnen, da8 fiir jedes ¢ < t 
1—thz —l1—thz 

om sh - 1+ Oey) Pee) 
eine Lésung von (33) ist. Wegen |thz| <= 1 und ®(c) = | strebt aber 
u fiir ¢ +t-— gegen 0, so daB (36) eine nicht identisch verschwindende 
Lésung von (33) darstellt, welche fiir t + t gegen die Anfangswerte 0 strebt. 

Im folgenden denken wir uns die GroBen t und t stets der Ungleichung 
(37) <t<t<t, 


geniigend, auch ohne daB es jedesmal ausdriicklich betont wird. Wir 
setzen nun 
l _ {g@d—-¢&»}? 


° a 1 4(t—t) 
Toe aie late eat 


U, (t, 2; t, €) ist als Funktion von t, 2 Lésung von (31), als Funktion von 
t, € Lésung von (32), und zwar die gesuchte Grundlésung. Fiir t + t — 
und « + é strebt U, — 0 und ist im iibrigen fiir ¢< rt und alle z,& 
stetig. 

Durch Einfiihrung der neuen Integrationsverinderlichen 


(38) 


39 _ l(t §)— pit, z) 

I y V2 (x —t) 

(bei festem ¢, z, t; y wachst monoton mit £) folgt wegen ®(o) = 1 
(vgl. (34)) 


+2 
(40) f U2; 1,6) d&=1. 
Die Funktion bien 





£ 
F (t, x; t, €) = j U, (t, 2; t, z) dz 


ist also fiir jedes ¢, z, t eine Verteilungsfunktion in §. Obwohl es vor- 
laufig nicht gebraucht wird und sich spiter aus der allgemeinen Theorie 
ergeben wird, sei bereits hier bemerkt, daB F (t, x; t, §) einen stochastischen 
ProzeB definiert, d.h. der Gleichung (7) — oder U, der Gleichung (9) — 
geniigt; dies folgt leicht durch Einfiihrung der neuen Integrationsver- 
iinderlichen in (9) durch (t, z, ¢, t, € fest gedacht!) 


git’, y) — # (t, z) r=! | o(h2)—9(t§) v—t 
y2(t' —2) =“ y2(x—?’) t—t 





$= 





Diese Substitution ist wegen der Monotonie von g (t, y) gestattet. 


2. Fiir das Weitere brauchen wir einen Hilfssatz: Es sei t, << T <t, 
und g (t,x) eine fiir t, [t= T und alle reellen x definierte beschrinkte 








a ees 
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Funktion, welche in einer Umgebung jeden Punktes (t’, x') einer Lipschitz- 
bedingung der Form 

(41) g(t, 2)—gl, e)|< Kilt—te+|e—2y}, a=alt,2’)>0 
gentigt. Dann hat die Funktion 


oo 


T + 
(42) G(t, 2) = [dr f g(t,6)U (0; 1,8) dé 
t _ 


a 


partielle Ableitungen G,, Gz, Gez, und es ist 
(43) M G (t, z)) = — g(t, 2). 
(Die Konvergenz des Integrals (42) folgt aus (40) und der Beschrinktheit 
von g (t, z)). 

Der Beweis ist am einfachsten durch Zuriickfiihrung auf einen be- 
kannten Satz der Wirmeleitungstheorie zu erbringen. Durch die (offen- 
bar eineindeutige) Transformation 





t =t, = =f, 
z= ¢(t, 2), E = @(t,é) 
geht (42) iiber in 
_ en ee 
669) 863) =a | | 168-6 4(7—O GE, 


Wegen der stetigen Differenzierbarkeit von g (t, x) geniigt hierin g (t, £) 

wieder einer Lipschitzbedingung der Form (41) in 7, &, und daher existieren 

nach einem bekannten Satz, der meines Wissens auf E. E. Levi [12, 8. 229 ff.] 

zurtickgeht "'), die partiellen Ableitungen G-, G,, G--, und es ist 
G;+G@;;= 0. 

Kehrt man zu den alten Veriinderlichen zuriick, so folgt daraus die Be- 

hauptung. 

Es ist kaum nétig zu bemerken, daB die Beschrinktheit von g (t, z) 
keineswegs notwendig ist: es geniigt fiir den Satz vollstindig, daB g(t, z) 
fiir z-» + o so langsam wiichst (etwa wie eine Potenz von q(t, z)), daf 
die auftretenden Integrale konvergieren — doch wollen wir uns auf den 
einfachsten Fall beschrinken. 

Wir werden spiter das Analogon unseres Hilfssatzes fiir allgemeinere 
Gleichungen brauchen, wo der Beweis nicht mehr so einfach gelingt. Der 
Beweis ist aber dort wie hier fast wértlich derselbe und duBerst einfach, 
wenn man nur den Fall @etrachtet, daB g (t, z) stetig differenzierbar ist: 
dann kann man das bekannte Verfahren aus der Potentialtheorie an- 


11) Einen Beweis unter noch etwas geringeren Voraussetzungen als (41) findet 
man auch bei Gevrey [4, I, 8S. 343 ff.]. 
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wenden. Fiir Leser, denen diese ferner liegt, mag dieser Beweis hier kurz 
ausgefiihrt werden. 

Es werde also vorausgesetzt, daB g(t, x) stetig differenzierbar ist. 
Differenziert man (42) formal nach z und fiihrt im so entstehenden In- 
tegral neue Integrationsverinderliche «, 8 ein durch (t, z, fest!) 

t—t=a, 
y(t, &) — p(t, x) = V2a8, 


so erhalt man ein gleichmaBig konvergentes Integral. Daher existiert G,, 
und es wird 


(44) 


y + co 


Gu(t,2) = [ae | o(r,e)2 Gt ED ag 


t — 70 





T +2 
=— mea fat ( & . f 
= =. g(t, €) =[Va(r, &) U, (t, 2; 2, &)]d 
ctafin Fon gin 
4 +x 
= es |e [ Va(r, &) ge(r, &) U, (t, 2; t, &) dé. 


—.2 


Das letzte Integral kann aber wieder formal nach z differenziert werden, 
wie die Substitution (44) zeigt. — Fiihrt man letztere direkt in (42) ein, 
so erscheint ¢ unter dem Integral nur in g( , ), und man kann daher 
formal nach ¢ differenzieren: man erhilt so G, als Summe eines Linien- 
integrals und eines Gebietsintegrals; letzteres strebt, ebenso wie G,,, offen- 
bar gegen 0, wenn T+t+. Um also M(G) = 0 zu sehen, geniigt es, 
das Intervall (¢, 7) in zwei Teile (¢, t’)+ (, T) zu zerlegen: im zweiten 
ist der Integrand von (42) regular und eine Lésung von M(u) = 0, das 
erste behandelt man nach dem eben Gesagten. Fiir ¢' +¢ ergibt sich 
dann M(G) = — 


3. Wir kehren nun zur allgemeinen Gleichung (28) zuriick, die wir 
in der Form 


(45) L(u) = M(u)+Au,+cu=0 
schreiben, mit (Definition von g, vgl. (29)) 


(46) A=b-—E+t Yam, 


Uber die Koeffizienten machen wir die folgende Voraussetzung, die wir 
der Kiirze halber die Bedingung A nennen wollen: 
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1) Firt, Sts t, und alle x existieren a, a,, a,, 4,,, 6,6,,¢ und 
gentigen in der Umgebung jedes Punktes einer Lipschitzbedingung der 
Form (41). 

2) a, +, 2, Ae, © sind beschriinkt. 


In der Beschrinktheit von a ist insbesondere (30) enthalten. 

Es sei bemerkt, da8 die Bedingung 2) nur der Bequemlichkeit halber 
vorausgesetzt wird, um nicht durch Wiederholung derselben Trivialitat die 
Darstellung zu erschweren. Man iiberzeugt sich leicht, daB die folgende 
Bedingung 2’) gestattet, alle gebrauchten Abschitzungen auf endliche Be- 
reiche zuriickzufiihren, so daB 2) durch 2’) ersetzt werden kann: 


2’) Es gelte (30); ist dann / (t,x) eine der Funktionen Ya, i a, a.s0 
a 


und V (t, 2; t, €) eine der Funktionen U,, 52. a, al so soll fiir 
ein 6 > 0 


f Vee; 1 2dE 


l¢—2|>0 
gleichmaSig und absolut konvergieren. 
2’) ist z. B. reichlich erfiillt, wenn die genannten Funktionen durch 
eine Potenz von g(t, z) majoriert werden (vgl. (29)). 
Wir setzen nun fiir jedes ganze n > 0 (natiirlich stets im Bereich (37)): 
(47) Uns: (t, 2; t, &) 
t + 
= [ap { (a(p.g) eens +¢(p,q) Un(p,9; t,6)| Us(t, 2; p,q) dg, 
; = 


und untersuchen die U, (t, z; t, &) zuniachst als Funktionen von ¢, z bei 
beliebig, aber fest gewahlten r, é. 


Zuerst werde U, (t, 2; t, &) betrachtet. Schneidet man aus dem 
Integrationsbereich in (47) eine beliebige Umgebung des Punktes (r, ) aus, 
so sind U, (p,q; t, é) und 30 U, (p,q; t, €) im Restbereich beschrinkt; das 
nur iiber diesen Restbereich erstreckte Integral aus (47) fir » = 0 kon- 
vergiert also wegen (40) absolut und gleichmaBig in t,z. Es handelt sich 
somit nur um eine lokale Konvergenzuntersuchung in der Umgebung von 
(rt, €). Hierzu fiihren in (47) wieder (vg. (44)) neue Integrationsverinder- 
liche ein, durch 
(48) t—p=4, 9(t,é)— 9(p,q)= V2a8. 


Mathematische Annalen. 113. 9 
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Ist dann etwa |4| << K, <= so erbalt man 
a 


+x 
aU + T j 
Jae Sele ainsi 





<= Eee) Sank dx 
4x enema 2x 4 Va(e—t—a) 


‘ 
_E(_¢@e _ _ K*p/1 1) 
2a JVeQ—s ~ 2x (3 zh 
wobei B(p, q) das Bulersche Integral erster Gattung bezeichnet [vgl. 14, 


8. 253]. Genau so ergibt sich (a fortiori) die Beschrinktheit des anderen 
Gliedes in (47) fiir » = 0, und man hat somit gleichmaBig in ¢, z 





(49) |U, (t, 2; t, €)| <M. 
Wir wollen nun weiter zeigen, daB 
0 ’ 

(50) U, es 37, &) 


= 


aU 28 ; ikea 
~ {ar | | la(p, q) Tete gi te) t, £) + e(p,q) U,(p, 4; r, é)} SU PD ge 


ist. Zur Konvergenzuntersuchung des Integrals rechts zerlegen wir das 








= ti i Teile. Im zweiten erhalt man 


2 
i der Substitution (48) unter Beachtung, daB |ze * |< 1 ist: 





8 Uy (p95 t, &) 8 Uy (t, 2; | 


tt tt 
2 +2 2 


E(gq(_6l_e-F a _ (fe cE 
i. <a oe Rata er 
0 —« 0 
Dieselbe Methode ergibt fiir den anderen Surmmmanden in (50) und dasselbe 


Teilintervall natiirlich eine noch bessere Abschitzung. Im ersten Teilinter- 
vall erbalt man aber die gleichen Abschatzungen vermdége der Substitution 


(51) p—t=a, (pg) — p(t,2) = V2a8, 


und somit erhalt man insgesamt die in ¢, 2 wieder gleichmaBig geltende 
Abschatzung 


(52) ee ae a 





t 
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Es ist fiir unsere Zwecke bequemer, die beiden Ungleichungen (49) und 
(52) zu vereinheitlichen; beschrinken wir die Betrachtung auf ein belie- 
biges aber endliches t-Intervall, so kénnen wir offenbar auch (49) in der 
Form 
, au” 
(53) | U, (t, z,t, &)| <= 
schreiben. 
Zur Abschitzung der U, (t,z;1,) fir n> 1 wenden wir den Induk- 
tionsschlu8 an. Es sei fiir irgendein n>1 bewiesen, daB 


ws n—2 (0 U, (t, 2; 1, € ® n—2 
(54) 1Ua(e259, 6) <2 Yr — 0" PPO we 
r() r(}) 
hierbei sei die Konstante N >1 bereits so gro8 gewahit, da8 in dem be- 
trachteten t-Intervall 











a< |A|+le|<N, 2¥r—-t<Nn 


wird. Dann fihrt die Substitution (51), eingesetzt in (47), unmittelbar 
zum Ziele. Man erhialt z. B. 




















(ees 

Oz 

< Ere (en {Pagal epee 

Be ~— 
<fchens: rina" hag 
r(})-202; —o 

yeasts Rae yin+2 — —S a8 
“rae aE fe 
a niet? B(5.3)¥e—0"" a yz—t". 


(x) (>) 
Wegen (53) gilt also (54) in der Tat fiir jedes n> 0. 
Wir setzen nun 
(55) V(t,a376)= 2 Unt, 25,8), 


U (t,x; t,&) = U, (t, 2; t,€) + V (t, x; 1, &); 
9° 
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nach (54) konvergiert die Reihe absolut und gleichmaBig und kann glied- 
weise differenziert werden. Man hat somit nach (47) 
+2 


(56) V(t,2;1,é)= | dp j {apg 27 eeee 
t 


+ e(p, 9) U (p,q; t,€) | Uy(t,2; p,q) dg. 
Hieraus schlieBt man (vgl. (43)), daB fiir (¢, 2) + (t, &) 


0 U (t, 2; t, &) 


(57) M(V(t,a;t,&)) = —A(t,z) rT 


— c(t, 2) U (t, x; t, &) 

ist; bei dem Hilfssatz von Nr.3 war zwar vorausgesetzt, daB g(t,z) be- 
schrankt ist; wir kénnen jedoch aus dem Integrationsbereich in (56) eine 
Umgebung von (t,&) herausschneiden und auf das Integral iiber den 
Restbereich unseren Hilfssatz anwenden. In einer Umgebung von (rt, é) 
ist aber U,(t,2; p,q) eine regulére Lésung von M(u)=0, und dasselbe 
gilt daker auch von dem Integral iiber diese Umgebung, womit (57) be- 
wiesen ist. (57) kann man vermége (55) und (45) auch in der Form 


L(U (t, x; t, €)) = 0 


schreiben: U (t, x; t, &) ist also als Funktion von ¢t,z Lésung von (28); 
es ist die gesuchte Grundlésung. 

4. Es soll nun noch gezeigt werden, daB fiir jedes 6 > 0 

+o 

(58) lim { U(t,2;1,é)d2=1, lim { U(t, 2; t, é)dz = 0 

tt tt i2— |>d 
ist. 

Durch Anwendung der Substitution (39), jedoch diesmal bei festge- 
haltenen ¢t, t,£, erhalt man unmittelbar 





+0 +00 
a 
(59) | Uy, 2; t, nie Fee | Vantec tay, 


worin a(y;t,t,&) das Resultat der Substitution in a(t, z) bezeichnet. 
Fiir «+t strebt aber in jedem endlichen y-Intervall z+, also 
a(y; t, t, €) + a(t, €), und daher ergibt sich aus (59) 


+o 


(60) lim { U,(t, 2; t,&)dz =1; 


t—>s _ 


dieselbe Uberlegung zeigt auBerdem, da& 


(61) lim J Volt 2; t,é)dx =0 
|> 


tt j2— 
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ist. — SchlieBlich kénnen wir in (56) unter dem Integralzeichen nach z 
integrieren; wegen der Konvergenz des Integrals erhilt man 
+0 
(62) lim { V(t, 2; 1, é)de =v. , 
t>*+_% 
Die Beziehungen (60) bis (62) ergeben zusammen mit (55) die Be- 
hauptung (58). 

Wir haben somit zusammenfassend: 

Wenn die Koeffizienten der Dijferentialgleichung (28) im Bereich (37) 
der Bedingung A von 8. 128 f. geniigen, so existiert eine Grundlisung 

U(t, 2; t, &) = U,(t, «; t, €) + Vit, 2; 1, &) 
von (28) mit beschrinktem V(t, x; t, &), fiir welche die Beziehungen (58) 
gelten. Die Gripen U, und V sind dabei durch (38), (47) und (55) definiert, 
und die Reihe in (55) konvergiert absolut und gleichmaBig in t,z und kann 
nach x gliedweise differenziert werden. 

Genau in derselben Weise gelingt natiirlich die Konstruktion einer 
Grundlésung U*(t, x; t*,&*) mit den analogen Eigenschaften fiir die 
Gleichung 

— U, + a(t, 2) tee + Ot, z)u,+c(t,z)= 0, (@ > 0), 
nur da8 jetzt t* <_¢ sein mu8; zur Konstruktion geht man von 
US (t, 2; t*, &*) = U,(t*, €*; t, x) 
aus; alles Weitere iibertrigt sich wértlich. 

5. Wir betrachten nun insbesondere die zu (28) adjungierte Differen- 
tialgleichung 
(63) L*(u) = — u, + (au), — (bu), + cu 

= M*(u) — (Au), + cu =0 

(vgl. (31), (32)). Es wird weiterhin vorausgesetzt, da8 die Koeffizienten 
von L(u) der Bedingung A von 8. 128 f. geniigen; offenbar geniigen dann 
auch die Koeffizienten von L*(u) derselben Bedingung. Es existiert also 
fir t* <t eine Grundlésung U*({t, x; r*,&*) von (63) im Sinne des 
Satzes von Nr. 4. Wir wollen nun die grundlegende Symmetrieeigenschaft 
(64) U(t, 2; t,€) = U*(t,&5t, 2), (¢< 7), 

beweisen. 

Hierzu bemerken wir, daS man fiir jedes Funktionenpaar u(t, z), 
v(t, z), welches sich hinreichend regular verhalt, damit die vorkommenden 
Integrale einen Sinn haben, die folgende Identitdt hat: 

ye 


(65) J dt { (eZ) —uL*(v)\}dz= { (wle’,2)0",2)— ue, z)v(t’,z)\}da 


(man bestatigt (65) durch zweimalige Produktintegration tiber vL(u)). 
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Es sei nun 
Li rcr<cM<r<t, 

und es werde speziell 

u(t, z) = U(t, 2; t, &), 

v(t, z) = U*(t, 2; t*, &*) 
gesetzt. Dann konvergieren offenbar simtliche vorkommenden Integrale. 
Im Intervall ¢’ = ¢ = ¢” sind u und v regular, so daB die linke Seite 
von (65) identisch verschwindet, und (65) ergibt somit, da8 das Integral 
liber u(t, z) v(t, z) im Intervall r* << ¢ << t von ¢ unabhingig ist: 

+o 

(66) f Ue, 2; r, 8) U%(t, 2; *, &) de = y(r, &; t*, &). 
La8t man hierin speziell t+ + streben, so geht die linke Seite nach (58) 
offensichtlich gegen U*(r, €; t*, &*), d. h. man hat 


(67) v(t, §; w, &*) = U* (rt, §; v°, &*). 
Fiir ¢ + t* erhalt man aber ebenso 
(68) y(t, &; 7, &*) =U (t*, &*; T, é); 


(67) und (68) zusammen ergeben gerade (64). Setzt man dies noch in (66) 
ein, so erhilt man die fundamentale Beziehung (vgl. (9)) 
+0 
(69) j U (r*, &*; t, z) O(t, 2; t, E)daz = U (r*, &; 1, &) 
fir r*<(t<t. Wir haben also: 

Die Grundlisung des Satzes von Nr. 4 ist nach +, & differenzierbar und 
als Funktion von t, & Lésung der adjungierten Gleichung L*(u) = 0; fiir 
sie gilt (69). 

6. In bekannter Weise folgt nun aus der Existenz unsrer Grundlésung 
unmittelbar die Lésbarkeit und Eindeutigkeitt der im Anfang dieses Para- 
graphen erwahnten Anfangswertaufgabe. Es sei u(t, xz) eine beschrinkte 
Lésung von L(u) = 0, die fiir «+1 den stetigen Anfsngswerten g(z) 
zustrebt. Setzt man dieses u(t,z) in (65) ein und nimmt ‘ort fiir v(t, z) 
die Grundlésung U*(t, 2; r*, &*) = U(r*, &*;t,z) mit rm <t<T, 80 
erhilt man 

+ +2 

j U* (t', x; t*, &*) u(t’, z) dz = j U (x*, &*; t", x) u(t’, 2) dz, 
und hieraus fiir ¢” +t, ¢ + t* vermége (58) (angewandt natiirlich auf 
U*(t,, 2; t*, &)) 


+o 
(70) u(r*, ) = f g(a) U(r*, &*; 1, 2) dz. 
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Unsere Lésung mu8 also die Form (70) haben und umgekehrt stellt (70) 
eine Lésung der Aufgabe dar. (70) stellt somit eine, und zwar die einzige 
beschrinkte Liésung u(t,xz) von L(u) = 0 dar, welche fiir t <<  definiert 
ist, und fiir t->t gegen die stetigen Anjangswerte g(x) strebt. — Es ist 
kaum nétig zu bemerken, da8 man die Voraussetzung der Beschrinktheit 
der Lésung leicht durch allgemeinere Bedingungen ersetzen kann (vgl. Nr. 3). 
Die Uberlegung iibertriigt sich auch auf den Fall, daB g(x) unstetig aber 
von beschriinkter Schwankung ist; nur werden dann die Anfangswerte bloB 
bei Annaherung an die Stetigkeitspunkte angenommen. Ein entsprechender 
Satz gilt natiirlich auch fiir die Gleichung L*(u) = 0. 

SchlieBlich sei noch fiir eine spitere Anwendung (im § 5) angemerkt: 
Ist f(t, x) stetig differenzierbar und beschrdinkt, so ist 


t + 00 


(71) u(t,z)= [dp { f(p,q) U(x; p, gdq 


fiir t <1 die einzige beschriinkte Lésung von L(u) = — f(t, x), welche fiir 
tt gegen Null strebt. Da8® (71) wirklich eine Lésung von L(u) = — f 
darstellt, ergibt sich durch eine fast wortliche Ubertragung des Beweises 
von Nr. 2, 8. 128. Da6 dies die einzige Lésung ist, folgt daraus, daB es 
sonst eine nicht identisch verschwindende Lésung von L(u) = 0 gibe, 
welche fiir ¢-+1 gegen Null streben wiirdc. 


§ 3. 
Weitere Eigenschaften der Grundlésung. Der stetige 
stochastische ProzeB. 


An sich wiirde es in diesem Paragraphen geniigen, den Fall der Differential- 
gleichung (28) mit c(t, z) = 0 zu betrachten; es bringt aber gar keine 
Komplikation mit sich, auch den Fall c + 0 mitzunehmen, und auf diese 
Weise wird der innere Sachverhalt klarer. — Wir betrachten demnach 
zunaichst immer noch die allgemeine Gleichung (28) und setzen voraus, 
daB die Koeffizienten der Bedingung A von § 2, S. 128 f. geniigen. 

1. Unser nachstes Ziel ist das Erfiilltsein der Bezichungen (11)—(13) 
fir die Funktion F(t, x; 1, &) nachzuweisen, deren Frequenzfunktion die 
Grundlésung U (t, x; t, &) des Satzes von § 2, 4 ist. Zu dem Zweck be- 
ginnen wir mit einigen Abschiétzungen fiir U,(t, 2; t, ) (vgl. (38)). 

Zuerst beweisen wir, daB fiir jedes 5 > 0 





(72) lim —+— U,(t, 2; t, &)dé = 0 
t—>rt 
l§—z|>d 
und 
(73) tim = LL { (€ — z) U,(t, z; t, €)d& = 2a(t, z) 


lt—21<é 
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ist, und zwar gleichmaBig in jedem endlichen Bereich (man beachte, da8 
hier im Gegensatz zu (60)—(61) nach ¢ integriert wird!). — Zum 
Beweise fiihren wir — bei festen ¢,z,t — eine neue Integrationsver- 
anderliche y durch 


— 9, €)— pt, 2) 
on an 


Da g(t, &) eine positive stetige Ableitung ;(t, ) hat (vgl. (29)), gibt 
es eine Zahl M > 0 derart, daB fiir | — z| > 6 und hinreichend kleine 
t—t 


M 
Wl 


wird, und zwar hat M in jedem beschrinkten Bereich der z, t-Ebene 
eine positive untere Schranke. Man hat demnach 


1 aa 1 a€ 
U,(t, 2; t, €) dé Si | e *dy S ("955 | y’e * dy, 


1 -2|>d 





ly|>— ywi>——— 


yo—t Vr—t 
und das ergibt (72). — Zum Beweis von (73) schreiben wir (74) weiter 
in der Form 
— 9(tF)— plr,z) , lt, 2) — pit, z) 
y2(x—4) ¥2(x—#) 
1 1 
= (— — y2 (x — 2), 
C- 9) ra ere 1186 
wobei 7 beschrankt ist und 2’ einen Punkt mit s— 6 < 2 <2+6 be- 
zeichnet. Man erhalt damit und der obigen Abschitzung fiir die Integral- 
grenzen 





y 





+o 


(75) of A ata = oe | 2a(r, Hee t dy + ote — t); 
s—2z|< —o 


bezeichnen m und M das Micimum bzw. Maximum von a(t, z’) im Inter- 


+o 
_¥ 
vall 2-3 <2 <a +6, so liegen wegen [ ve * dy = 1 simtliche 
nm 


Haufungswerte der linken Seite von (75) fiir t + t zwischen 2m und 2M. 
Andererseits gilt (72) fiir jedes 6 > 0, und daher kénnen diese Hiufungs- 
werte nicht von 6 abhingen. Fiir 6-0 streben aber m, M + a(r, z), 
und damit ist auch (73) bewiesen. 
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Dieselbe Methode liefert noch die folgenden Abschitzungen, bei denen 














a a 
m {iene gt uct 
a jim [2Matee nap 20, 

aan gat Wotnzin | gp < ax. sak 
mh [inn 


2. Wir kommen jetzt zu den entsprechenden Abschitzungen fiir 
U, (t, x; t, &) (vgl. (47)). Die Konstante K > 1 sei so groB gewiahit, daB 


Vote 2) ‘ 5 SE at )<K, 2le(t, 2)|<K, 2|a(t, 2)|<K wird; auBerdem 


beschrinken wir die folgenden Betrachtungen auf das Interval] t—t< K 
Zur weiteren Untersuchung machen wir die Zerlegung (vgl. (47)) 





(79) U, (t, 2; t, €) = U' (t, 2; t, €) + U*(t, 2; 1, €) 
mit 
t +o 
U' (t, 2; t, €) = [ap j (p,q) Pie? Y, ¢, z; p, q)aq, 
(80) ae 


t +o 


U* (t, 2; t, n= fap j ©(p, 4) Us(p, 9: t &) Up (t, 23 p, gag. 


Man erhalt durch lateaittan in (80) unter dem Integralzeichen und Ver- 
gréBerung des Integrationsbereiches fiir 6 > 0: 


|U* (t, 2; t, €)| dé 
jé—2z|>¢ 





0 
<i fer ; U,(t, @; p, g)aq | are Nae 


\E—2|>¢ 


t 


dU, ’ > , | 
fap [ vueinnes f Pease diae 
t 


—c 


< 





ying. 


+ * far | vse simnds {Petar 





t—t 
la-2l>> 
Es ist kaum nétig zu bediainn, da8 bei den nun folgenden Grenz- 
iibergingen unter dem Integralzeichen der Umstand, da8 das Integrations- 
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intervall iiber g unendlich ist, keinerlei Schwierigkeiten verursacht; 
denn trivialerweise wird der Gesamtbeitrag des Teilintervalls |q| > M 
mit M — co gegen Null streben. In jedem endlichen Bereich gelten aber 
die Grenztiberginge (72), (73), (77) und (78), auf welche wir uns berufen 
werden, gleichmaBig. 
Wegen (77) un — 7 














t +c 
(82) ile | U, (t, 2; p,.9)dq j 2Ueiaited| ag 
yee le—al>> 


t +@ 
<fdp f U,(,2; p,g)dq = (@—8) 
t —-2 
(vgl. (40)). Nach (76) und sodann nach (72) wird fiir hinreichend kleine r — : 


t ie 
: ( dU, +9; 7, 
Ale j U,(t, =; p, g)dq | eet | g 





@-al> > 
t 


< K (set j U,(t, 23 p,g)dq< KyYr—t; 
. le— ai>4 
(82) und (83) ergeben nach (81) 
1 
rt 
lé-—z|>¢ 
Es ist klar, da8 dieselbe Uberlegung (einfacher und a fortiori) die entsprechende 
Beziehung auch fiir U*(t, 2; rt, é) liefert. Man hat demnach insgesamt 
: |U, (t, z;T, &)\d& = 0. 


—t 

7 l¢-—2|>¢ 
—— hat man nach (80): 
AG) €or Geanaiae 


l€-— — 


|U* (t, Zz; T, &)| dé = 0. 


tr 





(84) 


t—rt 





(85) 


+2 
<5,far \ U,(t, 2; p,q a) dg | (@ — 2p Pele ain Nag 


— i- mae? 


<a r J Dt, si padde | [PEE Mae 


¢ —2!>d tae 


idle j U,(t, 2; p, g)dq { (¢ — a |2UolBare Dl ge, 
. eo \t—ai<ad 
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Nach (76) und dann (72) hat man 








+o 
(86) Ghee f s(t, #1 pa) aq | [228 pag 
t le-2i>é 4 


< K (ae | U,(t, z; p, q)dqg + 0. 
t lq—2i>¢ 

Wegen (§ — z)? = 2(€ — g)* + 2(q¢— 2)’ erhalt man unter Verwendung 
von (78), (76), (73) und (40) fiir hinreichend kleine +t —t: 


(1) j[ae | Umerade | @—ap|PZaimsindlas 


t lq—2| <d \E-—eql<2d 


< Afar | Ueeirodg j (¢ — gp |2Pee gi Dae 


t —o lg—ql<2¢ 











dé 





t ae 
+8 {ap (q— 2? Us(t, 23 p, ghdg | [Polen ® 


t lgq—2z|<3¢ 
t +o 


eis [¥e—pap j a(t, q)U,(t, x; p, g)dq 





“a 
| 
_- 
~~ 


dp —~ — ° 
+2K {Se >—! { (q — 2) U,(t, x; p,q) dq 
t Ig—2\<d 
< 15K yr —t. 
(85)—(87) ergeben: 
| €-o | G2;2, 0/48 =0. 
\i—z|<é 
Dieselben Abschitzungen fihren wieder a fortiori zu der entsprechenden 
Beziehung fiir U*(t, x; t, ), und somit zu 
(88) lim j (€ — 2)|U, (t, 2; 1, Ode = 0. 
t—>t m-a<é 
3. Die tibrigen gebrauchten Abschatzungen ergeben sich nun leicht. 
Es sei fiir irgendein n > 0 und eine Konstante M > 0 bewiesen, daS 
+e mai 
. K**— 8 —t) 2 
| Gein eae< mee)” 
—% ry) 


+o 
4 U,, (t, 2; t &) 
oz 





t—+rt 








(89) 





K** —3 (r _—s. 
d M 
“—" Fe 
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ist. Dann erhilt man aus (47) vermége (40) bzw. (76) mit dem K vom 
Anfang von Nr. 2 unmittelbar 

+o 
(90) [ |Dn+stt 25 x, £188 


+2 




















iT xery [e— 9 os dp | U, (t, 2; p,q) dq 
( t —2 
pe at 2m" i n+ MK” 
“Te TEER <TR 
und 
(91) —— “Nae 
Be. se 
M K**— 0 =5 PP, 
<MEEn |e p) ® dp Boe ee GaP ag 





ME" ((s—p)* »._ sw K** ar (1—e) ? 
< ereey) were? far (*e) t) ao 


M K** ~p(l ntl) MK**(r—1) 

oo - i ae Bs 2 ~ (ete 

(>) 

Wegen (40) und (76) gelten also die Ungleichungen (89) fir alle n > 0. 

AuBerdem ergibt aber die vorletzte der Ungleichungen in (90) ebenfalls 
fiir alle n 























+o 
(92) [ Uat2s2, H1de< me 
Es gibt also eine Konstante N derart, da8 
+o 
(93) +, J |> 2 (t, 2; 1, de = N ™—t 


wird. — Eine Sonderuntersuchung ist nur noch fiir den Fall n = 2 er- 
forderlich. Nun fiihren die Abschitzungen, welche (84) lieferten, genau 
so, sogar einfacher, zu der Beziehung 


tt 
l¢—z|>¢ 


(94) ie —.. j | U, (t, 2; t, &)|dF = 0. 


t—rt 
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Ferner folgt vermége (92): 
(95) + | G-210, Gano ae 


|\¢—z|<d 
Ss — [IU Garr elde <o- MK. 


Nach (94) sind aber die Haufungswerte der linken Seite fiir ¢ + 1 sicher 
unabhangig von 6. Somit liefert (95): 








(96) lim j (€ — 2)*|U,(t, 2; t, &)|ag = 0. 
t—+rt 
l€-—2|<¢ 
(72), (84), (94) und (93) zusammen ergeben nach (55): 
(97) lim U (t, 2; 1, é) dé = 0; 
ox \§—2|>4 
(73), (88), (96) und (93) liefern ebenso: 
(98) tim Af GaP UG, 252, 8) dF = 204, 2). 
t—+rt e—si<e 


SchlieBlich liefert eine Summation iiber (92) fiir alle n>1 und 
iiber (40): 
+o 
(99) lim j U(t, 2; t, dé =1; 
t—>t "a 
setzt man nun 


(100) F (t, 2; t, €) = f U (t, 2; t, y) dy, 

so folgt aus (99) und (97) unmittelbar, daB F (t, 2; 1, &) fiir ¢t +7 und 
x + & gegen E (z, &) strebt (Definition: (4)), also daB (5) gilt. Die ent- 
sprechende Beziehung (6) ist aber gleichbedeutend mit den beiden 
Gleichungen (58), wenn man diese auf U (r*, é*; t, z), betrachtet als 
Funktion von ¢,z und als Grundlésung der adjungierten Gleichung (63), 
anwendet. Wir kénnen demnach unsere bisherigen Ergebnisse so zu- 
sammenfassen : 

Die im §2 konstruierte Grundlésung der allgemeinen linearen para- 
bolischen Differentialgleichung (28) liefert vermége (100) eine Funktion 
F (t, x; t, €), welche in & von beschrinkter Schwankung ist und welche die 
Bedingungsgleichungen (5), (6), (7), (11) und (12) der stetigen stochastischen 
Prozesse erfiillt. 

Im allgemeinen liefert aber F (t, x; t, &) keinen stochastischen ProzeB, 
weil es keine Verteilungsfunktion in zu sein braucht. AuBSerdem haben 
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wir noch nicht das Bestehen der Bedingungsgleichung (13) fiir stetige 
stochastische Prozesse bewiesen. Zur Ableitung dieser beiden Eigen- 
schaften miissen wir auf den speziellen Typus der Differentialgleichung (15) 
der stetigen stochastischen Prozesse zuriickgreifen, d. h. wir miissen in der 
allgemeinen Gleichung (28) c (t, z) = 0 setzen. 

4. Wir betrachten jetzt also speziell die Gleichung 
(101) Ut alt, z)uee+b(t,z)u,=—0  (a(t,2) >), 
und bezeichnen nun mit U (t, z; t, €) (t < t) thre Grundlésung im Sinne 
des Satzes von § 2,4. Wir zeigen zunichst, daB die vermége (100) defi- 
nierte Funktion F (t, x; t, €) fiir Gleichungen der Form (101) eine Ver- 
teilungsfunktion in é ist. Hierzu stiitzen wir uns auf einen Hilfssatz von 
Gevrey [4, I, 8. 373]'*): In der Differentialgleichung (28) sei c(t, z) <= 0 
und es sei u(t, z) eine Lésung, welche in einem inneren Punkte (¢’, z’) 
ihres Definitionsbereiches negativ ist; bezeichnet dann m (6) das Minimum 
von u(t, z) auf dem Halbkreis (¢ — ¢’)? + (x — 27)? = &, t>¢ so ist fir 
hinreichend kleine 4 
(102) m (8) < u(t, 2’). 

Wir benutzen diesen Hilfssatz zum Beweis der folgenden Behauptung, 
bei welcher wir den Fall c < 0 fiir eine spitere Anwendung (§ 5) mit- 
nehmen: 

Ist in der Differentialgleichung (28) c= 0, 80 ist thre Grundlisung 
U (t, 2; t,&) nichtnegativ. 

Ware an einer Stelle (t’ < 1, 2’) U (t’, 2’; t, &) <0, so gabe es ein 
Intervall | — y| < ¢, in welchem auch U (f’, 2’; t, y) <0 ware. Es sei 
dann g(y) eine stetige Funktion, welche in diesem Intervall nichtnegativ 
ist und auBerhalb verschwindet (g() + 0). Wir setzen 


+o 
u(t, z) = j g(y) U (t, 2; t, y) dy, 


so daB u(t’, 2’) <0 und u eine Lésung von (101) ist. Fir <t< rt 
und z+ +o strebt u(t, z) offenbar gleichm&Big gegen Null und fir 
tt gegen die nichtnegative Funktion g(y) (vgl. § 2,6). Das steht 
aber im offenbaren Widerspruch gegen (102). 


13) Der Vollstandigkeit halber sei der Beweis angegeben. Zundchst sei in der 
Umgebung von (¢’, z’) dauernd ¢ < 0. Dann besteht (102) sogar unter Ausschlu8 
des Gleichheitezeichens; denn sonst h&tte man in (t’, x’) offenbar 

«, = 0, “.,=% u, = 0, cu> 0, 
was (28) widerspricht. Ist aber c =< 0, so geniigt es, z (t, z) — ue*“—*” au setzen; 
z geniigt dann einer Gleichung der Form (28), bei welcher aber c durch c — k er- 
setzt ist; fir z gilt also eine Ungleichung der Form (102), wie immer k > 0 ge- 
whit wurde. Durch einen Grenziibergang k — 0 folgt hieraus die Behauptung (102). 
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Man hat also insbesondere fiir die Grundlésung von (101) 
(103) U (t, 2; 7,6) >0, 
d.h. die durch (100) definierte Funktion F (t,z;1,£) wachst mit § monoton. 
Weiter bemerken wir, daB die Funktion « = 1 eine Lésung von (101) 
ist und fiir ¢ + +t die Anfangswerte 1 annimmt; sie ist nach § 2,6 die 


einzige beschrinkte Lésung mit diesen Anfangswerten und hat daher die 
Darstellung 


+o 
(104) l= f U(, 51, é)dé. 


Diese Gleichung zusammen mit der eben bewiesenen Monotonie besagt 
nichts anderes, als daB F (t, z; t, &) fiir jedes ¢< t und z eine Verteilungs- 
funktion in & ist. 

Um ferner das Bestehen von (13) zu beweisen, gehen wir von der 
fundamentalen Beziehung (69) aus, welche fiir 4 t> 0 


+ @ 
(105) U(t—At, 2; 1, &) = j U (t— At, 2; t, y) U (ty; t, é)dy 


ergibt. Hieraus folgt vermége (104) wie im § 1, 2 (8. 119) 
U (t— At, x; t, )— U (t, z; t, &) 
At 


= U.(t, 2; t, 8) 5, j (y — z)U(t— At, z;t, y)dy 
ly—21<d 


1 1 
+ x Vee lb 485 | {(y — 2) + 0(4)| U(t— At, 2; t, y)dy 
ly—zi<@ 
-- 4, | {U (t, y; t, €) — U (t, 2; t, €)} U (t— At, 2; t, y)dy. 
ly—2|>¢ 

Die geschweifte Klammer im letzten Integral ist fiir jedes t < t be- 
schrinkt und das Integral strebt nach (97) gegen Null. Die Haufungs- 
werte des zweiten Gliedes rechts sind nach (97) unabhangig von 4; dieses 
strebt also nach (98) gegen a(t, z) U,. (t, x; t, €); die linke Seite geht 
gegen — U,(t, 2; t,€). Aus (101) folgt daher auch 


(106) lim - ( (y—2z)U(t— At, 2; t, y)dy = b(t, 2). 
jt—0 . 
ly—2i<d 

Wir haben somit: 

Die im §2 konstruierte Grundlisung der Dijferentialgleichung (101) 
liefert vermége (100) die Ubergangswahrscheinlichkeiten F (t,x; t,&) eines 
stetigen stochastischen Prozesses, fiir welchen die Relationen (11), (12), (13) 
erfillt sind. 

Oder auch: Erfiillen die Koejfizienten a (t,x) und b(t, x) die Be- 
dingung A von 8.128 f., so bestimmt die Gleichung (15) zusammen mit der 
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Anjangsbedingung (5) eindeutig einen stochastischen ProzeB mit den Rela- 
tionen (11)—(13). Es existiert von selbst eine stetig differenzierbare Frequenz- 
funktion U (t, x; 1, &), welche der adjungierten Gleichung (17) geniigt. (17) mit 
der Anfangsbedingung (6) bestimmt den ProzeB ebenfalls eindeutig. 


§ 4. 
Der rein diskontinuierliche stochastische Proze8. 


1. Wie schon in der Einleitung (8. 114f.) erwihnt wurde, wollen wir 
den Spezialfall des rein diskontinuierlichen Prozesses gesondert behandeln, 
einmal weil dies unter allgemeineren Bedingungen méglich ist, noch mehr 
aber, weil seine Theorie von den Differentialgleichungen unabhingig ist; 
da dieser Fall ein besonderes Interesse zu beanspruchen scheint, war es 
zweckmaBig, seine Darstellung nicht durch die etwas verwickelten Aus- 
fiihrungen der §2 und 3 zu belasten. Der allgemeine Fall wird in § 5 
genau nach demselben Schema behandelt werden, nur da8 dort an Stelle 
von gewohnlichen Integralen gewisse Lésungen einer parabolischen Differen- 
tialgleichung treten. Durch unsere Behandlung wird das Wesentliche 
auch beim allgemeinen Fall deutlicher und es wird bei dessen Behandlung 
geniigen, kurz anzugeben, was Neues hinzukommt. 

Nach §1, 2 kénnen wir hier entweder von der Gleichung (20) oder 
von (21) ausgehen, welche der Verfolgung des Prozesses in der negativen 
bzw. positiven Zeitrichtung entsprechen. Die Behandlung verlauft in 
beiden Fallen ganz parallel, und wir beginnen mit (21), die ja an sich 
natiirlicher ist (im § 3 und entsprechend im §5 war man gezwungen, 
von der Gleichung nach t,z auszugehen, da sich die andere erst a poste- 
riori ergab). 

Wir setzen in diesem Paragraphen voraus, daf p(t, x) wnd P(t, x, &) 
zwei fiir alle reellen z,& und t aus einem (endlichen oder unendlichen) 
Intervall t, << t << t, definierte nichtnegative Funktionen sind, stetig in t 
und im Borelschen Sinne meBbar nach x; schlieBlich soll P(t, x, &) fiir 
jedes t,x2 eine Verteilungsfunktion in — sein (vgl. 8.116), und p(t, x) in 
jedem endlichen Teilintervall von (107) beschrankt: 


(107) O<plt,z)< K(T) fir |th<T. 
Wir gehen aus von (21), die wir in der Form schreiben: 


(108) “*£) — u(x, &) ® {— p(t, 2) B(z, 8) + p(t, 2) P(r, 2, &)) 


=- i p(t, y)du(t, y)+ f p(t, y) P(r, y, €) du(r, y); 
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die Integrale rechts haben fiir jede Funktion u(t, £) von in x beschrankter 
Schwankung einen Sinn [Lebesgue 11, 8. 261]. 
Es handelt sich darum, eine fiir 


(109) b<it<t<t, 


definierte Lésung u(r, £) = F(t, 2; t, &) von (109) zu finden, welche der 
Anfangsbedingung (6) geniigt. Ist eine solche Lésung konstruiert, so 
bleibt zu untersuchen, ob sie den iibrigen Bedingungen der stochastischen 
Prozesse geniigt. 

Im folgenden denken wir uns die Variablen stets der Ungleichung (109) 
geniigend; wenn von einem ,,endlichen Intervall die Rede ist, meinen 
wir stets |t| < 7, so daB (107) anwendbar wird. 

2. Wir beginnen mit dem Eindeutigkeitssatz: Es gibt héchstens eine 
Lésung von (108), die fiir t > t gegen eine vorgegebene Funktion g(&) strebt 
(und natiirlich in § von beschrankter Schwankung ist). 

Gibe es nimlich zwei solche Lésungen, so wire auch ihre Differenz 
u(t, €) eine Lésung von (108), welche fiir t+ ¢ gegen Null streben 
wiirde; es wire also 
(110) u(t, €) = f u(s,£) ® (— p(s, 2) E(x, &) + p(s, 2) P(s, x, &)} ds. 

t 
Es sei nun u(t, &) = /7(t,&) —N(rt,&) die Zerlegung von u(t, £) in 
die beiden mit wachsendem é nicht abnehmenden (reduzierten) Bestand- 
teile, V (x, &) =J7 (t, &) + N(z, &) und v(t) = lim V (r, &) fir & + o. Dann 
folgt aus (110) ohne weiteres 


II (t, \sf {N(s,é) ® p(s, z) B(x, &) + I7(8,€) @ p(s, z) P(s, x, &)} ds. 


und die entsprechende Ungleichung fiir N(t,&). Man hat also in jedem 
endlichen Intervall nach (107) und wegen 0 P31 


Vins j V (s, €) ® (p(s, z) E(x, €) + p(s, x) P(s, 2, €)\ ds 
< 2K (2) { o(sde. 
t 


Von der Voraussetzung v(t)< M ausgehend, folgt hieraus fiir jedes 
natiirliche » durch Induktion 





V(r) <2K(rM fa, 


ni 
also v(t) = 0, w. z. b. w. 
Mathematische Annalen. 113. 
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Die gesuchte Lisung unseres Problems findet man am einfachsten 

durch sukzessive Approximationen; man setzt 

(111) F,(t, 2; t, €) = B(z, &), 

(112) Fasi(t, 2; t, €) 


= { Patt.23s,8) ® (— p(s, 2) B(x, &) + p(s,x) P(s,x,§)} ds. 
Dann wird sich ergeben, daB 
(113) F (t,x; 1,8) = E Pa (t,2; 1,8) 


die gesuchte Lésung darstellt. Zum Nachweis der gleichmaBigen Konver- 
genz von (113) brauchen wir eine neue Form von F, (¢, x; 1, €), die auch 
wesentlich handlicher sein wird. 

3. Wir definieren durch Induktion fiir jedes ganze k und n > 0: 


(114) moo (t, 2; t,€) = B(z, 6); geo (t, 2; 7,6) =0 fir k +0; 
(115) noi lt, 2; t, €) = j {@x,n(t, 2; 8, €) ® p(s, z) BE (a, &) 
t 


+ Gr—1,n (t, 2; 8, €) @ p(s, z) P(s, z, &)} ds. 
Alle y,,, sind natiirlich im Borelschen Sinne meBbar nach z, differenzierbar 
nach ¢ und t und mit ¢ nicht abnehmend. Ferner folgt durch Induktion 
aus (115) vermége (107) in jedem endlichen Intervall 


(116) OS Ment, 2; = 8) 5 (,) menor 


und schlieBlich 
(117) Gen(t,2;7t,§) = 0 fir n<k und k< 0. 
Es ist nun leicht zu sehen, daB (vgl. (112)) 


n 


(118) F, (t, z; t, €) = (— Ip 2 (— 1) ox, a(t, 2; T, &) 


ist. FaSt man namlich (118) als Definition der F, auf, so folgt nach (115) 
OF, , , ( 23 1, &) 





(119) x 
=(- pte 'S (— 1 (ge, a(t, 2; t. 8) @ p(t, 2) B(a, &) 
+ Pr—i,n (t, 2; t, €) @ p(t, x) P(t, 2, €)} 
= —F,(t, 2; t,&) @ p(t, €) B(z, €) 
+ F, (t, 2; t,&) p(t, x) P(t, 2, €). 
Wegen 
(120) lim F,(t,2;t,é)=0 fir n=1 
tt 


folgt (112) aus (119), d. h. (112) und (118) sind gleichbedeutend. 
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(118) liefert eine Darstellung von F,,(t, 2; t, &) als Differenz zweier 
in € monotoner Funktionen. Man erhalt aus (118) vermége (116) in 
jedem endlichen Intervall 





(121) |F.(@, 27,8) < UCP — a)" (=) = ECPe— ON" 
n=0 


und die rechte Seite liefert zugleich eine obere Schranke fiir die Total- 
variation von F, als Funktion von §. Die Reihe in (113) konvergiert 
daher gleichmaBig gegen eine Funktion, deren Totalschwankung 
(122) akinge—o 

, , , . ; OF, 
nicht iibersteigt. Ebenso konvergiert wegen (119) die Reihe p rd 
gleichmaéBig, und avs (119) folgt unmittelbar, daB (113) wirklich eine 
Lésung von (108) darstellt. Aus (120) und (111) folgt auch das Erfiillt- 
sein der Anfangsbedingung (6) (sogar gleichmaBig). 

Somit ist F(t, 2; t, €) von (113) eine Lésung von (108), die in & von 
gleichmafig beschrinkter Schwankung (vgl. (121)) ist und welche die Anfangs- 
bedingung (6) erfiillt. 

Die Abschatzungen (116) und (121) rechtfertigen die folgenden 
Reihenumformungen: 


F (t,z; t,&) = z F,,(t, 2; t, €) 


= E (IP E (- Von es 68) 
= FE (—W oyesalt as 08). 
Setzt man also fir k > 0 
(123) walt 2; 8) = ES (— 1" geevnltas 68), 
so hat man 
(124) F(t, 2;0,8) = 5 yr(t,; 7,8). 


4. Um nun die Monotonie von F (t,x; t,é) in § zu beweisen, leiten 
wir fiir die y,(t,z; t,&) eime neue Darstellung ab, die auch an sich von 
Interesse ist, und die zeigt, daB alle y, in § monoton sind. 

a) k= 0. Nach (114) und (117) erhalt man durch Induktion 


Go.n+i(t, 23,4) =f gy, n(t, 23 8,) @ p(s,z) B(z,é) ds 
t 


= Ans (t, T, 2) E (z, é), 
10* 
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wobei zur Abkiirzung 

(125) A,(t,t.2)=1, Apgoilt,t,z) = fre, 2) A, (t, 8,2) ds 
gesetzt wurde. In (123) eingesetzt ergibt ies 

(126) volt, 2: ,&) = B(x, &)-E(— 1 Ag(t,,2), 


wobei die Konvergenz der Reihe rechts auf der Hand liegt. Setzt man 
fiir den Augenblick 


(127) Z(— "A(t, 2) = f(t, 7,2), 


so wird nach (125) we 
OMe 2) _ _ p(x, 2) f(t, t, 2) 
oder, da f(t,t,z)—> 1 fir t+, 
~frunes 
f(t,t,z) =e * 


(126) und (127) zusammen ergeben also 


t 
— f ps, ade 


(128) Yo (t, 2; t,¢) = B(z,é)-e § 
Dies ist eine mit & nicht abnehmende nichtnegative Funktion. 
b) Fir & > 0 erhalt man durch Differentiation von (123) 
vermoge (115) 
(129) SuRSSS = — pr(t, x; t,£) ® p(t. 2) E(2, é) 
+ Yr—1 (t, 2; T, €) @® p(t, 2) P(t, 2, §). 


Hierin sind ¢,z zwei Parameter, die nur in die Anfangswerte eingehen. 
Man hat namlich nach (123) und (115) fir k > 0 





(130) lim y, (t, z;t,&) = 0. 
tt 
(129) ist ein Spezialfall einer allgemeineren Gleichung der Form 
é 
(131) ool) | psy) do(ey) + h(t, 8), 


wobei A(t,&) eine gegebene Funktion ist, in § von beschrinkter Schwan- 
kung und stetig in t, und eine Funktion wv (t,é) gesucht wird, die in 
ebenfalls von beschrinkter Schwankung ist und fiir t--¢ gegen eine 
vorgegebene Funktion beschrinkter Schwankung g(&) strebt. Wenn 7 (r, ¢) 
nicht von € abhangt, reduziert sich (131) auf eine gewdéhnliche lineare 
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Differentialgleichung mit einem Parameter §. Die genannte Anjangswert- 
aufgabe fiir (131) hat stets eine und nur eine Lésung, namlich 


~foene 
(132) v(t,é) = fe $ aH (t, y), 
wobei . 
r § Spwwds 
(133) H (t,é)= [do | é dh (o,y) + 9() 
t —o 


gesett wurde. DaB dies wirklich eine Lésung ist, bestatigt man leicht 
durch formales Differenzieren (welches offenbar gestattet ist). Die 
Eindeutigkeit der Lésung folgt genau wie in Nr.2: Die Differenz 
zweier Liomgin der Anfangswertaufgabe wire eine Lésung von 
oso — fp(t.y) du (x,y), welche fiir t-+¢ gegen Null streben 
wiirde. Das ist ein Spezialfall von (110) fiir P(t,z,&) = 0 (letzteres 
ist zwar keine Verteilungsfunktion in £, doch iiberzeugt man sich leicht, 
da8 der Beweis von 8. 145 fiir P = 0 a fortiori gilt). 

Nach dieser Vorbereitung kénnen wir wieder zur speziellen 
Gleichung (129) zuriickkehren. (132)—(133) liefert fiir y, (k > 0) die neue 
Darstellung 


t 
é —[raypads 


(134) vilt,a;t,é)= fe é dH, (t,y) 

mit 
t § [p@yde 

(135) A, (t, €) ={do j é dy | yr-: (t, 2,0, y) @ p(e,y) P(o, 2, y}- 
t —oc 


Nun sieht man durch Induktion unmittelbar, da sdmiliche y, (t,x; t,€) 
in — monoton sind. Ist das namlich fiir y,_, der Fall, so auch fiir 
Yr—. (t, 2; t,€) @ p(t, z) P(x, x, €), also auch fiir die Funktion H, aus (135), 
und somit nach (i34) auch fir y,. 

Wegen (124) nimmt also F(t,z;1t,&) mit wachsendem é nicht ab. 
Es bleibt zu zeigen, das fiir jedes t,z,t (2) gilt, oder, was wegen (111) 
und der gleichmaBigen Konvergenz von (113) dasselbe ist, da8 fir 
jedes t,z,t und n> Il 
(136) lim F, (t,2;t,&) = 0 

>to 
ist. Nun ist wegen der Monotonie von P(t, z,&) in & 
° +o 
= F,, (t,z; t, €) @ p(t, z) P(t, z,€) = j p(t, y) a F,,(t, 2; t, y). 
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Daher hat man fiir jedes feste t,2z,t 
lim F, (t,2;1,6)® (— p(t, 2) B(z,£) + p(t, 2) P(t, 2,6)} = 0. 


[>to 
Der Integrand in (112) strebt also fiir §- + o gegen Null, und da er 
wegen (121) gleichmaBig beschrankt ist, strebt auch das Integral gegen 0; 
damit ist (136) bewiesen. 

Wir haben also zusammenfassend: 

Unter den Bedingungen 8.144 iiber p(t,x) und P(t,x,&) gibt es 
genau eine Lésung F (t,x; t,&) von (108) oder (21), die der Bedingung (6) 
geniigt; sie ist fiir jedes feste t,x,t eine Verteilungsfunktion in & und wir 
haben fiir sie die Darstellungen: a) (111) — (113) bzw. (118); b) (123) — (124) 
mit (114)—(115); ¢) (123)—(124) mit (134)—(135). 

5. Als Anwendungsbeispiel betrachten wir den allgemeinsten rein 
diskontinuierlichen stochastischen ProzeB, welcher homogen im Raume und 
in der Zeit ist, d.h. bei welchem die Ubergangswahrscheinlichkeiten nur von 
der Lange des betrachteten Zeitintervalls abhaingen, nicht aber von dessen 
Lage oder von der augenblicklichen GréBe der dem ProzeB unterworfenen 
stochastischen Veranderlichen. 

Wir haben dann 

p(t, 2) = A = konst. > 0, P(t, z,€) = G(é — 2), 
wo @(é) eine feste Verteilungsfunktion ist (= a posteriori-Wahrschein- 
lichkeit eines Sprunges der GroBe <= &, wenn bereits feststeht, daB ein 
Sprung erfolgt ist). Das ist der ,,allgemeine unstetige stochastische 
ProzeB“‘ bei Khintchine (6, Kap. II, § 4] (allgemein wegen der voraus- 
gesetzten Homogenitat). 

Es werde 


W. Feller. 


0 fii 0, 
und fiir n > 0 a 


+2 + 2 
G+1(€) = @, (6) @G(F—2) = { G(E—y) dG,(y) = [ G,(E — y) dG ly) 


gesetzt. (128), (134) und (135) ergeben dann unmittelbar 


A(r—0}* 
Wx (t, 2; T,€) = 4-9 {ata 


Man hat also nach (124) 
. k 
F (t,2; 1,6) = e~*@—0 > G,(€ — 2), 


k=0 


G, (€ — 2). 


und das ist die bekannte Lésung des Problems. 


Stochastische Prozesse. 151 


6. Die vorangehenden Ausfiihrungen iibertragen sich fast wértlich, 
wenn man von der Gleichung (20) ausgeht. Es handelt sich dann darum, 
eine Funktion F* (t,x; t,&) zu bestimmen, welche der Gleichung 

+o 
(137) ou) — p(t,2) (u(t,2) — j u(t, y) d P(t, z,y)| 


= p(t, z) {E(z,é) — P(t,z,€)} @ult,z) 
gentigt, die Anjangsbedingung (5) erfiillt, und fiir jedes t,x,t eine Ver- 
teilungsfunktion in & ist. Wir erhalten wieder eine eindeutige Lésung 
dieser Aufgabe mit folgenden Darstellungen: 
F*(t, 2; 1,8) = 5 F&(t, 2; 1, 8) = 5 pk (t, 2; T, €) 
a=0 =0 
mu 


Fe (t, x; t, €) = E(z, &), 


Fr+i(t, 2; 1, é) = — {rt a) (E(x, &) — P(s, x, £)} @ Fa(s, x; t, é)ds, 
t 


yi (t, 2; 1, é) = E(- 1p pf ns alt, 237, ), 


E(z,£) fir k=0 


Pk, o(t, 2; t, &) = 0 k+0° 


GE nsi(t, 2; t €) = [p(s,z) ( of (8,257, )+ P(s, 2, £)@ gt_-s.(8, 251, &)} ds. 
t 


Fiir die y(t, z; t, &) erhalt man diesmal 
ae F ots 2) ds 
yo (t, z; t, &) = E(a, é)e , ’ 
und fiir k > 0 einfacher die gewdhnliche lineare Differentialgleichung 


Ove (tite ®) — p(t, 2) y(t, 2; 1, €) — pit, 2) P(t, 28) @ yt-alt, 23 7,8) 


mit der bekannten Lésung 


= ee T fom ade 
volt, 2; 7,8) =e | [r(e, ze P(a, 2, £) @ yt_s(o, 2, ) de, 
t 


aus welcher wieder die Monotonie in £ folgt. 

7. Es bleibt nun noch zu zeigen: 1) daB die beiden Lésungen aus 
Nr. 4 und Nr. 6 identisch sind, wie dies nach §1,3 zu erwarten ist, 
und 2) da8 mit dieser Lésung die fundamentale Beziehung (7) besteht. 
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Zu diesem Zweck setzen wir fiir Funktionen u(s, y) von beschrinkter 
Schwankung in y 


+o 
L(u) = — u,(s, y) — {pe z)du(s, z) + j p(s, z) P(s, z, y) du(s, z), 


+o 


L*(u) = u,(s, y) — p(s, y) (u(s, y) — J u(s, 2)d Pls, y, 2)}, 


so da8 die Funktion F(t, z;s,y) aus Nr. 4 eine Lésung von L(u) = 0 
ist, F*(s, y; t, €) aus Nr. 6 eine Lésung von L*(u) = 0 (beide Male als 
Funktion von s, y betrachtet). 

Es sei dann v(s, y) eine Funktion, welche mitsamt ihrer partiellen 
Ableitung v,(s, y) stetig in s und im Borelschen Sinne meBbar in y ist. 
Ferner sei u(s, y) eine Funktion, die ebenfalls mitsamt u,(s, y) stetig ist 
in s, und von beschrinkter Schwankung in y; dann hat der Ausdruck 
L(u) einen Sinn und ist ebenfalls von beschriinkter Schwankung in y. 
Unter diesen Voraussetzungen existiert 


+o 


j v(s, y) dL(u(s, y)), 


und durch Veranderung der Integrationsreihenfolge bzw. durch eine Produkt- 
integration nach s erhilt man die grundlegende Identitat: 


t= +a 
(138) fds j {v(s, y) dL (u(s, y)) — L*(v(s, y))du(s, y)} 


= f (v(t, ydutt, y) — vt”, y)dute”, y)}. 


Wir setzen nun insbesondere fiir t < s< t 
u(s, y) = F(t, x; 8, y), v(s, y) = F*(s, y; t, €), 
wobei F und F* die Bedeutung aus Nr. 4 bzw. 6 beibehalten. Dann 
sind die oben gemachten Voraussetzungen erfiillt, und wir kénnen (138) 
anwenden. Die. linke Seite verschwindet identisch, und (138) besagt, 
da8 das Integral iiber vdu fir t << s < t unabhingig ist von s: 


+c 
(139) j F*(s, y; t, €) dF (t, x; 8, y) = p(t, 2; t, &). 


Nun ist nach Konstruktion (vgl. (111)—(113)) 
(140) F(t, x; t, €) = B(x, &) + (t — t) Gt, z; t, €), 
wobei G(t,z;1,&) in & von gleichmaBig beschrinkter Schwankung ist. 
Setzt man dies in (139) ein und laBt s+ ¢ streben, so erhilt man wegen 
der Stetigkeit von F(s, y; t, &) in bezug auf s unmittelbar 


(141) y(t, 2; t, €) = P*(t, 2; t, &); 
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durch die (140) entsprechende Darstellung fiir F* und den Grenziiber- 
gang st erhalt man ebenso 


(142) v(t, a; t, &) = Fit, 2; t, &). 
(140)— (142) liefern die beiden Behauptungen: 


F(t, a; t, €) = F*(t, x; t, &) 
und 


+ 


j F(s, y; t, €)dF (t,x; 8, y) = F(t, x; t, &), t<e<t. 


Unsere Lésungen liefern somit stets emen stochastischen ProzeB. 
DaB fiir diesen auch die urspriingliche Definitionsgleichung der rein 
diskontinuierlichen stochastischen Prozesse (18) besteht, liegt auf der Hand 
und folgt z.B. aus (111)—(113): 


F(t, x; t, €) = E(a, &) + F,(t, 2; t, €) + o(t — 2), 
F, (t, z; t, €) = { Bt, &) @ |— p(s, x) E(x, &) + p(s, x) P(s, x, €)} ds 
t 


= (t—t) |— p(t, x) E(z,&) + pit, x) P (t, 2, €)} + o(t — 2). 

Wir haben also zusammenfassend: 

Unter den Voraussetzungen von 8.144 iiber p(t, x) und P(t, x, &) hat 
die Anjangswertaujgabe (5) fiir die Gleichung (20) und ebenso (6) fiir die 
Gleichung (21) genau eine Lésung, und zwar beide dieselbe. Diese liefert 
stets einen stochastischen Prozef (d.h. sie ist eine Verteilungsfunktion in é 
und erfiillt (7)), und es besteht die Relation (18). 


§ 5. 
Der allgemeine gemisehte Fall. 

1. Die Betrachtungen des vorigen Paragraphen lassen sich unter 
ganz unbedeutenden Abanderungen auch auf den allgemeinen Fall von 
§ 1,4 tibertragen, nur daB dann an Stelle der einfachen Integrale iiber 
den Zeitparameter eine bestimmte Lésung einer parabolischen Differential- 
gleichung tritt; wir beginnen daher mit einer Abschitzung derselben. 

Es werde fiir das Folgende 
(143) L(u(t, z)) = u,+ a(t, z) ure + b(t, z) u,, a>o 


gesetzt; die Koeffizienten a und 5b mégen wieder der Bedingung A von 
§ 2, 8. 128f. geniigen. Wir fihren dann zur Abkiirzung die Bezeichnung 


t + 2 
(144) I* (f(t, 2)j = Jj ée j f(s, y) U (t, 2; 8, y)dy, t>t, 
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ein, wobei U (t, x; t, €) die in § 2 konstruierte Grundlésung der Gleichung 
L(u) = 0 bedeutet. Wenn /(t, z) stets differenzierbar und beschrainkt 
ist, stellt (144) nach § 2,6, 8.135 eine Lésung der Gleichung 

L(u) = —f(t, 2) 
dar, und zwar die einzige beschriankte Lésung, welche fiir ¢ — t gegen 
Null strebt. (In Wirklichkeit gilt dieser Satz auch unter wesentlich mil- 


deren Voraussetzungen iiber f(t, x)). Nach §3,4, 8. 142 ist U (t,2;1,é) >0, 
und daher folgt aus 


L&iosfé&os h(t 2) 
ff, (¢, 2) S J*Ht, o)) S IT, tt, 2)). 
Nun ist aber offenbar 


J*[(e —o] = 


auch 


(<—eprt? 
tee 
_ ey" + 
Lune ist eine, und daher die einzige, beschrinkte 
Lésung von L(u) = — (rt —¢)", welche fiir ¢ = 1+ verschwindet. Wir 
haben damit den Hilfssatz: 
Wenn f(t, x) differenzierbar und 


denn u(t, z) = 


(145a) 0s f(z) Ss M(t — 0", M = konst., 
ist, so gilt 
(1456) OS Fa suoS. 


Man hatte diese Abschitzung natiirlich auch direkt aus der Dar- 
stellung der Grundlésung im § 2 ableiten kénnen. 

2. Nun kénnen wir im engsten Anschlu8 an die Methoden des § 4 
auch die allgemeinere Gleichung (26) mit der Anfangswertaufgabe (5) 
lésen, doch sind hierzu gewisse Stetigkeitseigenschaften der Funktionen 
p(t, z) und P(t, 2, €) erforderlich. Um den Sachverhalt nicht durch un- 
nétige Komplikationen zu verschleiern, wollen wir dabei etwas weiter- 
gehende Voraussetzungen einfiihren als an sich erforderlich wire. — Zur 
Ableitung von (26) wurde bereits a priori vorausgesetzt, daB F (t,z; t, &) 
nach ¢ einmal und nach z zweimal differenzierbar ist. Es scheint daher 
natiirlich, auch bei p(t, z) und P(t, x, €) Differenzierbarkeit anzunehmen. 

Wir setzen im folgenden voraus, dap °*°* ©) > 0 existiert, und 
ebenso wie p(t, z) nach x und t stetig differenzierbar ist. Natiirlich muB 

+ 2 


dP (t, x, y) ai 
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sein, und p(t,x) soll nichtnegativ und in jedem endlichen t-Intervall be- 
schrinkt sein. Die Koeffizienten a(t, z) und b(t, x) sollen der Bedingung A 
von 8. 128 f. gentigen. 
Die Gleichung (26) schreiben wir dann in der Form 
(146) N(u(t, z)) = L(u(t, z)) — pt, z) ult, z) 
+2 
+ p(t, z) j u(t, y) eG ay = 0. 

Es gibt dann eine einzige Lésung u(t, x) = F (t, 2; t, €) von (146), welche 
fiir t << t definiert ist und fiir t +t gegen E(x, &) strebt; F(t, x; t, &) ist 
von selbst eine Verteilungsfunktion in & und hat die folgende Darstellung 


(147) F(t,z; 1,6) = E Falt, 2; 7, &) 
mit pte 
(148) F, (t, z; t, €) = j U (t, x; t, y)dy, 


(149) Pasa(t, a; 7,8) =J*[— p(t, 2) F(t, 2; +, ) 
+ 00 
OP (t, ) 
+p(a) | Fat ys e622 G2 ay), 

* Hierbei ist U (t, x; t, &) die Grundlésung von L (u) = 0; man sieht durch 
Induktion, daB der Ausdruck in der eckigen Klammer nach ¢, z differen- 
zierbar ist, so daB man den Satz von § 2, 8.135 anwenden kann. — 
Nach § 3, 8.141 (vgl. das im AnschluB an (100) Gesagte) strebt 
F, (t,x; t, €) fir ¢ + t gegen F(z, &). 

Fiir n> 1 strebt F,,(t, x; t,€) nach (149) gegen Null, wenn ¢ — r, 
und daraus ergibt sich (vermége der gleichmaSigen Konvergenz von (147)) 
das Erfilltsein der Anfangsbedingung (5). 

Der Nachweis der Eindeutigkeit der Lésung und der gleichmaBigen 
Konvergenz von (147) geschieht Schritt fiir Schritt nach der Methode 
des § 4, nur daB an Stelle der Integrale iiber (¢, t) jetzt die Operation J* 
tritt: Der Hilfssatz (145) liefert alle notwendigen Abschiatzungen. Man 
geht wieder von der zweckméBigeren Darstellung 


Pat, 25 %,8) = (— IP E(— I Payal 2558) 
aus, mit 
fvwe:nyay fir k=0 


t, 2; T, =~* 
mnol #56) = fir k + 0, 














156 W. Feller. 


(150) gansslt 25 1,8) = J*[p(t, 2) pra lt, 23 7, €) 
+ 
+ Plt, 2) j Me—10(t, 25 #, 6) A GHM ay), 
Man sieht wieder, daB die g in § monoton sind, und erhilt die zu (116) 
analogen Abschitzungen. 
Weiter erhilt man die neue Darstellung: 


(151) F(t, 2; 1, @) =< va (t, 2; t, &) 

mit 

(152) va(t, 25 7,6) = E (— I pesaltsai 68). 

Fiir y, ergibt sich aus (152) und (150) die partielle Differentialgleichung 
(153) L(y, (t, 2; t, €)) — p(t, x) y(t, 2; t, €) = 0 

mit der Anfangsbedingung 

(154) = Yo (t, 2; t, €) = E(z, &); 


fir k > 0 erhalt man pe rekursorisch 
(155) L (px (t, 2; t, €)) — p(t, 2) pe (t, 2; t, &) 
+ 


= — p(t, 2) { ve—i(t 93 14) PEM ay 


— @ 


mit der Anfangsbedingung 
(156) lim yy, (t, z; t, €) = 0. 
t-rt 


Zur Lésung dieser Differentialgleichungen fiihren wir die Grund- 
lésung U (t, z; t, €) im Sinne des Satzes von 8.133 der Gleichung 
L(u) — p(t, z)u = 0 
ein. Wegen p(t,z) > 0 ist nach § 3, 8.142 
(157) O (t, 2; t,é) > 0: 


Nach § 2, 8.135 hat man dann die Lésung der Anfangswertaufgaben 
(153)—(156) in der Form 


(158) Yo (t, 2; t, €) = j O (t, 2; t,y)dy, 


(159) Yr (t, z;T, é) 


t +o +o 


- | ds { U (t, 2; 8, 2) p(s, 2)dz { Ve—1 (8, y; T, po 2a Yay. 


t — 2 —o 
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Der Faktor von 0 unter dem Integral ist, wie man durch Induktion 
sieht, nach ¢, x stetig differenzierbar, so daB (159) wirklich eine Lésung 
von (155) liefert. 
(150), (158) wnd (159) ergeben eine neue Darstellung von F (t, x; t, &). 
Aus (158) und (159) folgt durch Rekursion wegen (157), da8 simt- 
liche yp, (t, 2; t, €) mit wachsendem § nicht abnehmen, und wegen (151) 
gilt dasselbe erst recht von F(t, x; t,&). Um zu sehen, daB F (t, 2; 1, ) 
als Funktion von € eine Verteilungsfunktion ist, bemerke man, da8B nach 
(106) und (148) fiir jedes ¢t, z, t 
; lim F, (t, 2; t,&) = 0, , lim F,(t,2; t,é) = 1 
> —~t+o 
ist; fir n > 0 und é- + o strebt der Ausdruck in der eckigen Klammer 
in (149) gegen Null, und daher ist nach §2, 8 135 auch 


lim F,(t,2;1t,6) =0, n2>l; 


§+> +a 


wegen der gleichméBigen Konvergenz von (147) und der Monotonie in 
wachst also F (t,2; t,é) von 0 bis 1, w. z. b. w. 

3. Die so konstruierte Funktion F (t,x; 1,&) hat nun eine Frequenz- 
funktion: 


: 
F (t,x; 1,8) = | f(a; ty) dy, 


und man erhialt /(t,2;1t,&) durch gliedweises Differenzieren der obigen 
Darstellungen fiir F(t,z;t,£). Insbesondere wird 


f(t, 2; t,€) = E he (t, 2; t, €) 
mit 
f, (t, x; t,€) = U(t, 2; t, &), 
(160) fas a(t, 25 4,8) i 


* J [— p(t,2) fat, 2; .8) + p (t,2) { Ia(ts yt, APM dy], 


Zur Konvergenzuntersuchung geniigt es zu bemerken, daB wegen der 
Beschranktheit 0 < p(t,z) << « 


t +e 
\J*(p 0)| Sed" [0] = fas f | (s, y; 4) O(t, 2; 8,y)| dy 


ist, und der letzte Ausdruck ist sicher beschrénkt; man hat namlich in 
den Bezeichnungen von §2 nach dem Satz von 8.133 U = U,+ JV, 
wobei V beschriinkt ist (fiir U, vgl. (38)); 


+2 
fap f T.(p.9; 4) Uo lt, 2; pg) dg 
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wurde aber durch die Substitution (48) auf ein gleichmaBig konvergentes 
Integral zuriickgefiihrt. Ferner ist auch 

+o 

[ UGy Ph aMay 


nach (58) beschrinkt. Es folgt also aus (160), da® /, (t, 2; t,£) beschrankt 
ist, und damit iibertragen sich die weiteren Abschitzungen wortlich. 

Auf diese Weise gelangt man von (146) ausgehend ohne den Umweg 
iiber F(t, z; t,&) zur Frequenzfunktion /(t,z; +,&). Sie ist direkt definiert 
als nichtnegative Lésung von (146) mit 


+o 
fitatede=1, lim Jf f(t,a 1,8) dé =0, 
—a tt 1#—2\>8 
fiir jedes 5 > 0. 
Nach dem Vorangehenden wird klar sein, daB man in genau der- 
selben Weise auch die adjungierte Gleichung 


N* (u(t, é)) = L* (u(t, &)) — p(t, €) u(t, €) 


OP (x,y, 
+ | piry)u(ey) FEHO ay — 0 


behandeln kann, wobei Z*(u) den zu L(u) adjungierten Differentialaus- 
druck bedeutet: 


L* (u(t, 8) = — ue + Fa (a(e,€)u) — F(t, 8) u). 


Man gelangt so zu einer Frequenzfunktion f*(t,2;1,&) mit analogen 
Eigenschaften. Der Nachweis, daB f und /* identisch sind, und daB die 
fundamentale Relation (9) erfiillt ist, geschieht nun durch direkte Uber- 
tragung der SchluBweisen aus den §3 und 4. Man hat namlich unter 
hinreichenden Regularitatsvoraussetzungen iiber u(t,£) und v(t,&) wieder 
identisch 

t +00 +2 +20 
fds { (oN (u) —uN*(0)} dy =[ul'y)o’,ydy— fut’,yoe’,ydy, 
i —& —e —t 

wobei sich beide Operatoren auf die Variablen s, y beziehen. 

4. Damit haben wir gezeigt, daB die Gleichung (26) mit der Anfangs- 
wertaufgabe (5) genau einen stochastischen ProzeB definiert, und da die 
zugehirige Funktion F (t,x; 1,&) eine Frequenzfunktion besitzt, welche als 
Funktion von t, x ebenfalls eine Lésung von (26) ist, als Funktion von t,é 
eine Lisung der adjungierten Gleichung (27). — Was wir noch zu be- 
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weisen haben ist, daB mit dieser Funktion F (t,x; t,&) die Relationen (22) 
bis (26) bestehen, von denen wir ausgegangen sind. 
Nun hat man fiir 4¢ > 0 nach (148) bis (149) wegen der gleich- 
maBigen Konvergenz und wegen (144) 
F(t,z;t+ 4t,&) = FP, (t,2; t+ At,é) 


+ Ji+4t[— p(t,2) P(t, 25+ At,2) 
+o 
+p(t2) | Fy(uyit+ 446) 2? &EMay) + 0(49 


—c 


= F,(t,2;t+ At,é) 
+A t{— p(t, 2) Fy (t,2;¢+ At,é) 


+c 


+ p(t, 2) | F, (t, y3t + At, &) CPO May| +0(At). 
Da aber F, (t,2;¢+ At, &) fir 4¢-+0 gegen E(z,é) strebt, erhalt man 
hieraus 
F (t, 2; + At,&) = (1— pit, z) At) F, (t, 2; t + At,é) 
+ Atp(t, xz) P(t, 2, &) + 0(At). 
Das ist die Relation (22), mit F, an Stelle von G. DaB aber F, die 
Bedingungen (23)—(25) wirklich erfillt; wurde bereits im §3 bewiesen. 
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1. Bekanntlich laBt sich die Gleichung der allgemeinen Regelfliche 
dritten Grades auf die Gestalt 
(1) aw—y'?z=0 
zuriickfiihren. Die Flache besitzt zwei Leitgeraden, nimlich eine doppelte 
z= y=0 und eine einfache z = w= 0. Unter den Erzeugenden sind 
die beiden Torsalen s=z=0 und y= w=0 bemerkenswert. Als 
zugehérige Torsalebenen hat man z = 0 bzw. w = 0 und als zugehérige 
Torsalpunkte s=y=z=0 baw. c=y=w=0. Die Regelfliche 
tritt in zwei wesentlich verschiedenen reellen Gestalten auf. Im einen 


Falle sind 2, y,z und w reell, im anderen dagegen z und y,z und w 
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zueinander konjugiert imaginir. Zwischen diesen beiden Fallen nimmt 
der nach Cayley benannte Spezialfall gewissermaBen eine vermittelnde 
Stellung ein. Bei demselben vereinigen sich die beiden Leitlinien und 
die beiden Torsalen in eine und dieselbe Gerade, welche fiir die Regel- 
fliche sowohl die Rolle einer (einfachen) Leitlinie als auch einer Torsal- 
erzeugenden spielt. Fiir die Gleichung dieser Linie setzen wir hier 
z= w=0. Wir kénnen dann als Torsalebene w = 0 und als Torsalpunkt 
xz =2z=w=0 wihlen. Diese Festsetzungen involvieren fiir die Koor- 
dinatenebenen z = 0, z= 0 und w= 0 eine Anzahl von bzw. 1, 2,3 
Bedingungen. Nun ist eine allgemeine projektive Transformation im 
dreidimensionalen Raum von 15 Konstanten abhingig. Nach sechs 
Bedingungen bleiben also noch neun frei bewegliche Parameter iibrig. 
Andererseits findet man fiir die allgemeine Gleichung der Regelfliche, 
wenn man auf die obigen Festlegungen Riicksicht nimmt, 

(2) ayw®+brezew+crw'+de2+e2w+fzw*+gw* = 0. 

Da von einem Proportionalitaitsfaktor abgesehen werden kann, verfiigt 
man hier nur iiber sechs Parameter. Als Differenz zwischen den beiden 
Anzahlen von Parametern hat man 9 — 6= 3. Es steht dies damit in 
Ubereinstimmung, da8 nach einem Resultate von S. Lie’) eine zum 
Cayleyschen Spezialfalle gehirende Regelfliche R, eine dreigliedrige projek- 
tive Gruppe in sich gestattet. Es lit sich, wie leicht einzusehen ist, (2) 
in die Normalform 

(3) yo —32z2w+22 = 

tiberfiihren. Man braucht ja nur den Koeffizienten fiir w* als y und 
dann den Koeffizienten fiir zw als x zusammenzufassen und zuletzt den 
Koordinaten geeignete Proportionalititsfaktoren hinzuzufiigen. 

Die projektive Gruppe, welche die Regelfliche (1) in sich tberfiihrt, 
ist dagegen nur zweigliedrig, ebenso wie dies im allgemeinen fiir eine 
Flache 
(4) rvwi—-y2 =0 (p+q=r+s) 
der Fall ist. Hier ist aber zu bemerken, daB die fragliche zweigliedrige 
Gruppe jede Fliche des Biischels 


(5) zwi—Ay'z =0 


invariant lat. Fiir die dreigliedrige Gruppe I,, welche die Cayleysche R, 
besitzt, liegen die Verhiltnisse nicht so. Wie Lie bewiesen hat, gibt 
es nimlich bei dieser J’, keine anderen invarianten Flachen als die R, 
und die Ebene w = 0. Nimmt man aber irgendeine zweigliedrige 


1) ,,Theorie der Transjormationsgruppen“ III, (Leipzig 1893), S. 190. 
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Untergruppe I’, von I';, so bekommt man ein Biischel von Fiachen, 
welche bei J, in sich iibergehen. Doch brauchen die Flachen eines 
solchen Biischels nicht notwendig von der 3. Ordnung zu sein, da 
es ja denkbar ist, daB die R, als einzelne Fliche des Biischels 
mehrfach gezihlt wird. In der Tat sind auch in einem Falle die Flachen 
eines in solcher Weise bestimmten Biischels von der 6. Ordnung. Mit 
der so erhaltenen Gattung von Flachen F, werden wir uns iibrigens in 
der vorliegenden Arbeit besonders eingehend beschiftigen. In der zweiten 
Halfte einer neuerdings erschienenen Abhandlung*) haben wir Flachenbiischel, 
welche sich durch eine Gleichung (5) definieren lassen, untersucht und 
dabei insbesondere die Kongruenzen von geraden Linien in Betracht 
gezogen, welche als Brennflichen zwei Flachen des Biischels besitzen. In 
den folgenden Entwicklungen wollen wir in ahnlicher Weise die zu den 
Untergruppen J’, von J’, gehérenden Flachenbiischel behandeln und dabei 
besonders die Geradenkongruenzen beriicksichtigen, welche zu Brenn- 
flaichen zwei Flichen eines solchen Biischels haben. Die dreigliedrige 
Gruppe J’, besitzt die bemerkenswerte Eigenschaft, da8 ihre eingliedrigen 
Untergruppen J’, stets als Bahnkurven Kurven 3. Ordnung C, (oder in 
speziellen Fallen gerade Linien) besitzen. 

Betrachten wir andererseits die Einwirkung von J’, auf die geraden 
Linien des Raumes, so erhalten wir ein Komplexbiischel von der Art, 
da8 jeder einzelne Komplex bei J’, invariant bleibt. Es gibt einen 
bemerkenswerten analogen Fall, wo ein eben solches Biischel von Linien- 
komplexen entsteht, nimlich bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe, 
welche eine Raumkurve 3. Grades in sich iiberfiihrt. Doch sind die 
Komplexe, zu denen man in diesem letzteren Falle gelangt, bereits 
bekannt*). 

In unserer friiheren Arbeit haben wir dargelegt*), wie die W-Kurven, 
die zu eingliedrigen Gruppen gehéren, welche die Flachen eines Biischels (5) 
in sich iiberfiihren, in Beziehungen zu den tetraedralen Komplexen stehen, 
welche ihre Hauptpunkte in den vier Koordinatenecken haben. Ahnlichen 
Eigenschaften werden wir auch in der gegenwartigen Abhandlung begegnen. 


2) ,,Uber die W-Kurven im dreidimensionalen Raum“, Acta Math. 64 (1934). 
Diese Arbeit wird hier unter dem Titel ,,W-Kurven“ zitiert. An ,,W-Kurven“ 
schlieBen sich zwei kleinere von uns verdffentlichte Arbeiten, namlich ,,Uber 
die asymplotischen Kurven bei einer gewissen Flaichengattung und ein hiermit im Zu- 
sammenhang stehendes zahlentheoretisches Problem“: (8. Skand. mat.-kongr. férh., 
Stockholm 1934) und,,Uber die asymptotischen Kurven der Flichen x? w — Ay? z? = 0“ 
[Ark. f. mat., astr. o. fys. 25 A (1935)]. 

3) Wir verweisen auf das Referat von K. Zindler tiber algebraische Linien- 
geometrie in der Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften III C8, 8.1167. 

4) ,,.W-Kurven“, S. 330. 


11* 














164 A. Wiman. 


Nur wird es sich hier aus leicht verstandlichen Griinden um Beziehungen 
zu solchen Grenzfallen von tetraedralen Komplexen handeln, bei denen 
die vier Hauptpunkte zusammenfallen. 


Fiir das System der o°R,, welche sich durch eine Gleichung (2) 
definieren lassen, bezeichnen wir der Kiirze halber den Punkt z = z = w= 0 
als den Hauptpunkt, die Linie z = w = 0 als die Hauptgerade und die 
Ebene w= 0 als die Hauptebene. Diesem R,-System stellen wir das 
System von Raumkurven 3. Ordnung C, gegeniiber, welche durch den 
Hauptpunkt gehen, von der Hauptgeraden beriihrt werden und die 
Hauptebene als Schmiegungsebene besitzen. Fiir dieses C,-System 
bekommen wir leicht vermittelst eines Parameters ¢ die Gleichung in der 
Gestalt 


(6) y:v:2:w = f,(t):f,(t):t:1, 


wobei /,(é) und /,(/) ganze rationale Funktionen vom Grade 3 bzw. 2 
bedeuten, und dem Hauptpunkte der Parameterwert t = o zugeordnet 
wird. Da die Koeffizienten in /,(¢) und /,(t) beliebig gewahlt werden 
kénnen, so bekommt man in solcher Weise ein System von o’C,. In 
dieser Arbeit sprechen wir nur von solchen speziellen R, bzw. C,, welche 
eine Gleichung von der Gestalt (2) bzw. (6) befriedigen. 


Wir erinnern hier noch daran, daB, wenn von den Flachen 2. Grades 
abgesehen wird, die Cayleysche R; und die von den Tangenten einer 
Raumkurve C, gebildete abwickelbare Flaiche die einzigen Flachen sind, 
welche mehr als o* automorphe projektive Transformationen gestatten. 


2. Unmittelbar erkennt man die Existenz von zwei einfach unend- 
lichen Systemen zweigliedriger Untergruppen I, von J’;. Fiir ein System 
wird je eine Erzeugende und fiir das andere je eine krummlinige asymp- 
totische Kurve der R, invariant. Da in beiden Fallen die Hauptgerade 
als Grenzfall auftritt, so ergibt sich hieraus eine ausgezeichnete I’,, die 
als der dritte Typus aufgefa8t werden kann. 


Die Struktur jedes der fraglichen drei Typen von J’, laBt sich leicht 
charakterisieren. Als krummlinige asymptotische Kurven bekommt man 
doppelt gewundene C,, und jede von diesen C, hat mit jeder Erzeugenden 
je einen Schnittpunkt gemeinsam. Den einzelnen Erzeugenden wollen 
wir jetzt die Werte eines Parameters ¢ und ebenso den einzelnen C, die 
Werte eines Parameters u zuordnen. In anderen Worten bedeutet dies, 
da8 den Punkten der verschiedenen C, Parameterwerte ¢ und den 
Punkten der Erzeugenden Parameterwerte u zugeordnet werden. 


Wir nehmen in den folgenden Entwicklungen immer (3) als die 
Gleichung der R,, von welcher ausgegangen wird. Eine eingliedrige 
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Untergruppe von J°,, bei deren Operationen jede Erzeugende in sich 
iibergeht, erhalten wir jetzt in der Gestalt 


(7) yivi2:w =y+3uz:c¢+uw:z: w, 

wobei man also durch Anderung des Parameters u die verschiedenen 
Operationen der Gruppe bekommt. Als Bahnkurven hat man die geraden 
Linien einer speziellen linearen Kongruenz. Geht man nimlich in (7) 
von einem festen Punkte mit den Koordinaten y,z,z,w aus, so bekommt 
man fiir u = o den Punkt y,: 2, = 32:w auf der Hauptgeraden. Die 
Linie liegt mithin in der Ebene y,w—32,2 = 0 (w und z hier ver- 
anderljch), und diese Ebene beriihrt die R, im Schnittpunkte der Linie 
mit der Hauptgeraden. Hierdurch wird aber eine spezielle lineare Kon- 
gruenz definiert, welche dieselben zwei unmittelbar aufeinander folgenden 
Leitlinien wie die R, besitzt. 

Es gibt eine andere eingliedrige Untergruppe von J',, welche jede 
der krummlinigen asymptotischen Kurven in sich iiberfiihrt. Eine der- 
artige Kurve haben wir in 
(8) y:2:s:e0 =m O:036:1. 

DaB in der Tat (8) eine asymptotische Kurve von (3) bedeutet, folgt 
daraus, da8 man im Punkte ¢t = t sowohl fiir die Schmiegungsebene der 
Kurve als fiir die Beriihrungsebene der Flaiche die Gleichung 

(8) y—3t2+3rz2—-Pw=0 

erhilt. Die gesuchte eingliedrige Gruppe bekommen wir jetzt, wenn wir 
in (8) die Substitution 

(10) =t+a 

ausfiihren, bei welcher beide Fixpunkte sich in t = o vereinigt haben. 
Unmittelbar laBt sich (10) in eine Substitution fiir y, z,z und w iiber- 
fiihren, und wir bekommen dementsprechend 


(ll) yYivi2:w = y+ 8ar4+3e%2+ o8'wi24+2a2+ e%w:24 aww. 
Fiir die allgemeine Bestimmung der Bahnkurven bei der eingliedrigen 
Gruppe (11) liegt es nun nahe, fiir y,2,z und w Funktionen bzw. von 
den Gradzahlen 3, 2,1 und 0 einzufiihren und dabei die Koeffizienten so 
zu bestimmen, daB bei Ausfiihrung von (10) die Resultate mit (11) ver- 
triglich sind. Dabei kann man offenbar ohne Beschrankung der All- 
gemeinheit z:w = t setzen. Man erhilt dann leicht den folgenden Aus- 
druck fiir die Bahnkurven 

(12) y:z2:2z:w=+3ut+A:@+4+ 4u:t:1, 


wo u und A zwei mit den Kurven verinderliche Parameter bedeuten. 
Fiir A = 0 liegen die Kurven (12) auf (3). Sie lassen sich dann aus (8) 
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durch Vermittlung von (7) herleiten und sind somit die asymptotischen 
Kurven von (3). Im allgemeinen liegt eine Kurve (12) auf der Flache 
(13) yw? —32z2zw+ 22°—Aw*® = 0. 

Wenn man hier y—Aw durch y ersetzt, geht die Fliche in (3) 
iiber, und man versteht, daB als Bahnkurven bei der eingliedrigen Gruppe 
(11) die asymptotischen Kurven der Flichen des Biischels (13) auftreten. 
Andererseits hat man als Erzeugende der Flichen (13) die Bahnkurven 
bei der eingliedrigen Gruppe (7). Die Flachen des Biischels (13) gestatten 
somit die durch das Produkt von (7) und (11) erzeugte zweigliedrige Gruppe. 
In den folgenden Entwicklungen soll die Bezeichnung J’, nur fiir diese 
Gruppe gelten. 

Wir wollen hier noch das Nebenresultat hervorheben, da8 wir in 
(14) y:e:z:w=@+3ut:f+u:t:1 
eine birationale Abbildung von (3) auf die (¢,u)-Ebene erhalten, und dies 
in solcher Weise, daB dem Geradenbiischel t = c die Erzeugenden und 
dem Geradenbiischel u = c die eigentlichen asymptotischen Kurven ent- 
sprechen. Es ist noch zu bemerken, daB die erhaltene Gruppe J’, lauter 
miteinander vertauschbare Operationen enthalt, was bei den iibrigen 
zweigliedrigen Untergruppen von J';, welche wir herleiten wollen, nicht 
der Fall ist. Da die projektive zweigliedrige Gruppe, welche die Flachen 
eines Biischels (5) in sich iiberfiihrt, auch aus lauter vertauschbaren 
Operationen besteht, so hat man hier in J’, diejenige Untergruppe von J’,, 
welche dieser Gruppe entspricht. Man hat auch Ubereinstimmung betreffs 
der Basiskurven der Biischel (5) und (13). Fiir (5) hat man keine 
anderen Basiskurven als die beiden Leitlinien und die beiden Torsal- 
geraden. Fiir das Biischel (13) hat die Hauptgerade z = w = 0 die Rolle 
aller dieser vier Linien tibernommen. Dieses Biischel hat aber auch keine 
andere Basiskurve als die Hauptgerade. 

Die obige Gruppe J’, ist transitiv in bezug auf die Punkte der R,, 
welche nicht auf der Hauptlinie liegen. Hieraus l48t sich schlieBen, daB 
als dritte erzeugende eingliedrige Gruppe von J’, eine solche gewahlt 
werden kann, welche einen beliebigen allgemeinen Punkt der R, invariant 
la8t. Am einfachsten ist es hierfiir, den Punkt z= y=z=0 m 
nehmen. Es miissen dann simtliche vier Koordinatenecken bei der gesuchten 
eingliedrigen Gruppe invariant bleiben. Offenbar miissen ja bei derselben 
die Erzeugende und die eigentliche Haupttangente durch den gewihlten 
Punkt in sich iibergehen, und die Schnittpunkte dieser Linien mit der 
Hauptebene sind y=z=w=0 baw. y= 2z=w=0. Als vierte 
Koordinatenecke z = z = w = 0 haben wir den Hauptpunkt. Man findet 
hieraus leicht als Darstellung der Gruppe 


(15) yia':a:w’ = a y:a*c:az:w. 
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Die drei erhaltenen eingliedrigen Gruppen (7), (11) und (15) sind mit den 
drei infinitesimalen Transformationen vdllig aquivalent, durch welche Lie 
die Gruppe I’, erzeugen 1aBt. 

Durch Kombination von (7) und (15) erhilt man jetzt eine neue 
zweigliedrige Untergruppe J, von I’;. Bei derselben bleibt die Erzeugende 
y = 2 = O invariant, und zu jeder Erzeugenden der R, (von der Haupt- 
linie abgesehen) gehért eine mit I, gleichberechtigte Gruppe. Kombiniert 
man andererseits (11) mit (15), so ergibt sich die Gruppe I’, bei welcher 
die asymptotische Kurve (8) in sich iibergeht, und man erhilt eine zweite 
Reihe zweigliedriger gleichberechtigter Untergruppen von J’,, die den 
asymptotischen Kurven zugeordnet sind. Mit den Biischeln von bei I; 
oder J,’ invarianten Flachen wollen wir uns spiter beschiftigen. 

Die erhaltenen Gruppen lassen sich einfacher ausdriicken, wenn wir 
dieselben in die (t, u)-Ebene iiberfiihren. Es ergibt sich in dieser Weise, 
wenn wir in (7) die GréBe u durch « ersetzen: 


(7,) wu =u+a, (=; 
(11,) u = 4, tt =t+a; 
(15,) u=au, t¢ =at. 


Man ersieht hieraus, daB I,’ mit der zweigliedrigen Gruppe in einer 
Verdnderlichen 
(16) t=at+a 
holoedrisch isomorph ist. Fir I; gilt die entsprechende Eigenschaft nicht. 
Dagegen 1a8t sich ein Isomorphismus zwischen I; und J,’ herstellen, so 
daB jeder Operation von I; zwei Operationen von I, entsprechen. 

3. Wir wollen eine bemerkenswerte Eigenschaft der Haupttangenten 
der Flachen des Biischels (13) hervorheben. Fiigt man némlich zu den 
drei Schnittpunkten einer Haupttangente mit einer beliebigen Flache des 
Biischels noch den Schnittpunkt mit der Ebene w = 0 hinzu, so erhilt man 
immer ein dquianharmonisches Doppelverhilinis. Da eine beliebige Fliche 
(13) in (3) tibergeht, falls y—Aw durch y ersetzt wird, so geniigt es, 
wenn wir den Satz fiir die Fliche (3) beweisen. Dabei kénnen wir auf 
Grund der Transitivitatseigenschaften von J’, uns auf die durch den Punkt 
z= y =z = 0 gehende Haupttangente beschrinken. Nun hat die asymp- 
totische Kurve (8) durch diesen Punkt die Tangente sz = y = 0, und 
fiir die vier in Rede stehenden Schnittpunkte bekommt man demgemaS 


womit unsere Behauptung bewiesen ist. 


Der Komplex, der durch die fraglichen Haupttangenten erzeugt wird, 
mu8 offenbar bei J’, invariant bleiben. Dieser Komplex mu8 in der Tat 
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wenigstens eine viergliedrige projektive Gruppe gestatten, da derselbe auch 
bei der oben besprochenen Operation, welche eine beliebige Fliche (13) 
in (3) tiberfiihrt, in sich iibergehen mu8. Spiter werden wir finden, daB 
der Komplex sogar eine fiinfgliedrige projektive Gruppe in sich besitzt. 
Denken wir uns nun fiir zwei Punkte z, y, z, w durch 2,, 2, 2, 2, bzw. 
Yi» Ya. Ys» Y, etsetzt, so fiihren wir nach Pliicker fiir die Verbindungsge- 
rade Linienkoordinaten ein, indem wir 


Pik = TYn — TeYi 
setzen. Fiir die Tangente einer Kurve (12) im Punkte ¢ = t erhalt man 
in gewohnter Weise diese Koordinaten aus der Matrix 


(17) 2t , 3°+36, l, 0} 
rP+3u, 6ur+3/, 27, 3 


Es ergibt sich hieraus 


(18) Pia* Pis* Prs* Pas * Pas * Psa 
= — tt 2Ar— 3u?: tr? — 27:28 —A:37° +34: 1. 


Fir die GréBen p,, gilt bekanntlich die Identitat 


Pra Pas — Prs Pas + Pus Pos = 9- 
Die GréBen (18) geniigen aber noch der Relation 
(19) (2 p4, + 6 p,;) Pa — 3 Pis = 0, 
welche als die gesuchte Gleichung des Komplexes betrachtet werden kann. 

Nach Lie erzeugen die Tangenten der Bahnkurven einer eingliedrigen 
projektiven Gruppe im dreidimensionalen Raume einen tetraedralen Kom- 
plex, der als Hauptpunkte die vier bei der Gruppe festen Punkte 
hat. Nun haben fiir die eingliedrige Gruppe (11), um welche es sich hier 
handelt, simtliche vier festen Punkte sich im Punkte sz = z= w= 0 
vereinigt. Wir verstehen hieraus, daB wir in (19) die Gleichung eines 
Grenzfalles des tetraedralen Komplexes haben, bei welchem die vier Haupt- 
punkte zusammengeriickt sind. 

Ein anderer bemerkenswerter Komplex wird durch die geraden Linien 
erzeugt, welche die Fliche (3) und die Ebene w= 0 in vier Punkten 
mit harmonischem Doppelverhiltnis schneiden. Fiir diesen Komplex mu8 
der Komplexkegel von einem Punkte auf (3) zerfallen. Vier Punkte mit 
harmonischem Doppelverhiltnis verteilen sich ja in zwei Paare, und der 
Punkt, welcher der Spitze des Kegels zugeordnet wird, kann entweder 
auf w=0 oder auf (3) liegen. Gehen wir etwa aus vom Punkte 
z= y= z= 0 auf der Flaiche. Setzen wir fiir eine gerade Linie durch 
diesen Punkt 2: y:z = 0:0:1, so ergibt sich nach Einfihrung in (3) fir 
z:w die Gleichung 


(20) 22° —3ezw+ow' = 0. 








Pars © 
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Im ersten Falle soll das Verhiltnis zwischen den Wurzeln dieser Gleichung 
= —1 sein. Das mittlere Glied mu8 folglich verschwinden. Man hat 
also 0 = 0 und als Bestandteil des Komplexkegels die Ebene z = 0, 
welche durch die Haupttangente z= y=0 und den Hauptpunkt 
2=z=w= 0 bestimmt wird. Nimmt man einen allgemeinen Punkt 
z:w =u auf der Erzeugenden y = z = 0, so finden wir, daB die Ebene 
z— uw =0 durch die zugehérige Haupttangente geht. Der vom Punkte 
ausgehende Komplexkegel mu8 also diese Ebene enthalten. Nun bedeutet 
z — uw = 0 ein Ebenenbiischel mit der Achse 2 = w = 0, und wir ver- 
stehen, daB der gesuchte Komplex die lineare Kongruenz enthalten muB, 
deren Achsen y= z= 0 und c=w=0 sind. Hierin liegt das allge- 
meinere Resultat, daB der Komplex in lineare Kongruenzen zerlegt werden 
kann, so daf fiir eine solche Kongruenz eine Leitlinie Erzeugende der Flache 
ist, und die andere dem Geradenbiischel in der Hauptebene angehdrt, dessen 
Zentrum der Hauptpunkt ist. Dabei treffen die von der ersten Leitlinie 
ausgehenden Haupttangenten die zweite Leitlinie. Hieraus laBt sich die 
zweite Leitlinie berechnen, wenn die erste gegeben ist. Nun hat man fiir 
eine allgemeine Erzeugende 


(21) z—tw=0, y—3trz+2@z=0, 


und es hat hier ¢ dieselbe Bedeutung wie in (14). Die Haupttangenten, 
welche von (21) ausgehen, sind demnach bei veriinderlichem u 


y—(@+3tuyw x—(+u)w 





OE iia 2t =s—te. 
Wir finden, daB dieselben immer die Linie 
(22) w=0, r—2tz=0 


treffen. In (21) und (22) haben wir also die Leitlinien einer linearen 
Kongruenz, und diese Kongruenz erzeugt, wenn ¢ variiert, den Komplex. 
Um die Gleichung des Komplexes zu erbalten, kénnen wir von den beiden 
speziellen linearen Komplexen ausgehen, fiir welche (21) und (22) Leit- 
linien sind. Wir bekommen fiir diese letzteren 


(23) 20 Ds — SOD + t (Pog + 3 Piz) — Pos = 95 

(24) Py, — 2tpy, = 0. 

Hieraus ergibt sich durch Elimination von ¢ als Gleichung des gesuchten 
Komplexes 

(25) Pis — (3 Dis + Pas) Pra Poa + 2 Pos Pia = O- 


Der Komplex ist also 3. Grades, und der Komplexkegel vom Punkte 
z= y = z= 0 muB aufer der-Ebene z = 0 noch einen Kegel 2. Grades 
enthalten. Dieser Kegel mu8 zu dem noch iibrigen Falle gehéren, daf 
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die Spitze des Komplexkegels beim harmonischen Doppelverhiltnis nicht 
mit dem in der Ebene w = 0 liegenden Schnittpunkt gepaart ist. Es 
mu8 dann das Verhiltnis zwischen den Wurzeln von (20) 2 sein, und als 
Bedingung hierfiir bekommt man 9? — o = 0, woraus sich fiir den Kegel 
die Gleichung z*— zy = 0 ergibt. Wie man sieht, hat dieser Kegel als 
Leitkurve die asymptotische Kurve (8), welche durch die Kegelspitze 
geht. Diejenigen geraden Linien, welche die R, und die Hauptebene in 
vier Punkten mit harmonischem Doppelverhiltnis schneiden, sind also die 
Sehnen der asymptotischen Kurven. Die vier Punkte verteilen sich dann 
in zwei Paare, so daB die Punkte auf der asymptotischen Kurve das eine 
Paar und der noch iibrige Punkt auf der R, und der Punkt in der Haupt- 
ebene das andere Paar bilden. Wie wir spiter naher entwickeln werden, 
gelten die erhaltenen Eigenschaften der Komplexe (19) und (25) auch bei 
dualistischer Interpretierung. 

Wir erhalten jetzt das Biischel von bei J’, invarianten Komplexen 
in der Gestalt 
(26) (6 pys + 2 Py) Pe — 3 Piel? 

—A [pis — (3 Pis + Pas) Pra Pas + 2 Pas Pal” = 9. 

Da8 in der Tat die Komplexe dieses Biischels die durch J’, in den Koordi- 
naten p,, induzierte Gruppe gestatten, ist leicht zu zeigen. Man versteht 
auch unmittelbar, daB wir in (26) Kompleze mit konstanten Doppelver- 
hilinissen der vier Punkte haben, welche aus der R, und der Hauptebene 
ausgeschnitten werden. AuBer den Werten A= 0 und o ist auch der 
Wert 4 = — 27 besonders zu bemerken. Fiir diesen A-Wert laBt sich 
namlich links in (26) der Faktor p}, ausscheiden. Im Komplex tritt also 
dann der spezielle lineare Komplex mit der Hauptgeraden als Leitlinie 
doppelt auf. Ubrig bleibt ein Komplex 4. Grades, dessen Linien die R, 
beriihren. Daf in der Tat ein Komplex mit der letzteren Eigenschaft 
vom 4. Grade sein muB, ersieht man daraus, daB ein ebener Querschnitt 
cer R, von der 4. Klasse ist. Wenn von vier Punkten drei zusammen- 
riicken, ist bekanntlich das Doppelverhiltnis unbestimmt. In Uberein- 
stimmung hiermit ist die Kongruenz der Haupttangenten fiir die Komplexe 
des Biischels gemeinsam. MHierzu kommt noch als gemeinschaftliche 
Kongruenz p,, = p,, = 0. Fiir letztere Kongruenz mu8 noch, wie aus 
der fundamentalen Identitat fiir die Koordinaten p,, ersichtlich ist, ent- 
weder p,, = 0 oder p,, = 0 sein. Dieselbe zerfallt dementsprechend in das 
Geradenbiindel durch den Hauptpunkt und das Linienfeld in der Hauptebene. 

4. Wir wollen jetzt naher auf die Beziehungen zwischen den o° R, 
und den o’C,, deren Gleichungen wir in (2) bzw. (6) gegeben haben, 
eingehen. Wenn wir (2) in der Gestalt 
(27) yw + cw, (z,w) + —,(2z,w) = 0 
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schreiben, so ergibt sich als Bedingung fiir die Inzidenz einer Kurve (6) 
und einer Regelfliche (27), daB die Relation 


(28) £O+hO%.0+ 9%.) =0 

identisch erfillt sein mu8. In der Identitaét (28) laBt sich, falls /, (¢) 
und /,(t) gegeben sind, ¢,(t) beliebig waihlen, wonach die Bestimmung 
von g,(t) erfolgt, und in gleicher Weise ist die Wahl von /,(t) beliebig, 
wenn g,(¢) und g,(t) gegeben sind. Aus diesen Umstinden folgert man, 
daB es w*R, gibt, welche eine gegebene C, enthalten, und daB auf einer 
gegebenen R, w*C, liegen. 

Unter den co*R,, welche eine C, enthalten, hat nur eine dieselbe 
als asymptotische Kurve. In der Tat ist eine Regelfliche als vollstandig 
bekannt zu betrachten, wenn von vornherein eine Leitkurve und eine 
asymptotische Kurve gegeben sind. Da eine Erzeugende durch einen 
Punkt der asymptotischen Kurve in der zugehérigen Schmiegungsebene 
liegen muB, so ist ja eine gegebene asymptotische Kurve als mit zwei 
Leitkurven dquivalent aufzufassen. 

Wir betrachten zwei R,, welche dieselbe C, enthalten. Dieselben 
mégen voneinander durch die Bezeichnungen ¢, (z,w) und @, (z,w) unter- 
schieden werden. Wenn wir auf (28) Riicksicht nehmen, wo hier ¢ durch 
z:w zu ersetzen ist, bekommen wir fiir die beiden R, die Gleichungen 


(29,) yw? + (xw — f, (z, w)) 9, (z, w) — f, (z, w) = 0; 
(29,) yw + (x w — f, (2, w)) @, (2, w) — f, (z,w) = 0. 
Wie man hieraus leicht ersieht, enthalt die Ebene 

(30) P; (z, w) — P: (z, w) =0 


eine fiir beide R, gemeinschaftliche Erzeugende, und im Schnittpunkte 
dieser Erzeugenden mit der C, beriihren die beiden R, und die Ebene 
einander. Insbesondere geht die fragliche gemeinsame Erzeugende in die 
Hauptgerade iiber, falls das linke Glied von (30) nicht z enthilt. 

Da eine R, w* C, enthalt, und durch jede C, insgesamt oc? andere R, 
gehen, so gibt es nur o°R,, welche eine gegebene R, lings einer C, 
schneiden. Da es oo* R, gibt, so schneiden also im allgemeinen zwei R, 
einander nicht lings einer C,. In der Tat ist auch im allgemeinen Falle 
die Schnittkurve eine C,. Man sieht dies unmittelbar ein, indem man 
bei zwei Relationen (27) y:w und 2z:w rational durch z:w ausdriickt. 
Die C, wird im Hauptpunkte von der Hauptgeraden beriihrt und hat 
tiberdies noch einen gemeinsamen Punkt mit dieser Linie. Einen ex- 
tremen Fall haben wir im Biischel (13), indem nimlich hier die C, sich 
ganz mit der Hauptlinie vereinigt hat. Langs der Hauptlinie haben 
die R, zwei Mantel, von denen einer die Hauptebene als Beriihrungsebene 
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hat, wahrend fiir den anderen die Beriihrungsebene variiert, und zwei 
verschiedene R, haben im allgemeinen eine einfache Beriihrung lings des 
ersten Mantels, dagegen keine Beriihrung lings des zweiten. Dies steht 
damit in Ubereinstimmung, da8 unter den neun gemeinsamen Punkten 
der beiden R,, welche eine Ebene ausschneidet, fiinf durch die Haupt- 
linie absorbiert werden. Gehéren nun die beiden R, zu einem Biischel (13), 
so werden noch vier Schnittpunkte absorbiert, und zwar, wie man leicht 
findet, drei durch den ersten Mantel und einer durch den zweiten. 

Wenn wir jetzt (3) als Gleichung der R, nehmen, so erhilt (28), 
welche fiir die auf derselben gelegenen C, gilt, die Gestalt 


(31) f,(t) = 3tf,(t) — 20. 


Hat man nun zwei solche C,, welche durch die Bezeichnungen f, (¢), /, (¢) 
und /, (t), /,(t) unterschieden werden, so ist aus (31) ersichtlich, daB die 
Relation 

(32) i) —h() =0 


zwei Lésungen hat, fiir welche noch f, (t) — /,(t) = 0 gilt. Durch (32) 
werden mithin zwei den beiden C, gemeinsame Punkte bestimmt. Zwei C,, 
welche auf derselben R, liegen, schneiden einander also in zwei Punkten, 
wobei vom Hauptpunkte, wo dieselben sich beriihren, abgesehen wird. 
Dieser Satz 148t sich auch umkehren. Aus (28) ist ersichtlich, da8 
eine R, und eine C, drei bewegliche Schnittpunkte besitzen. Fiir die 
Inzidenz sind mithin vier Bedingungen nétig. Soll nun die R, noch eine 
weitere C, enthalten, welche die erste in zwei Punkten schneidet, so 
kommen hierfiir nur noch zwei Bedingungen hinzu. Da es sich um ein 
System von oo’ R, handelt, so laBt sich diesen sechs Bedingungen geniigen. 

Es gibt eine Méglichkeit, daB zwei Kurven (6) auBerhalb des Haupt- 
punktes drei gemeinsame Punkte haben kénnen, und zwar ist in diesem 
Falle (32) eine reine Identitét. Fiir die drei gemeinsamen Punkte hat 
man dann 


i.) —f,() = 0. 


Die R,, welche die beiden C, enthalt, geht dann nach Ausscheidung der 
Hauptebene in einen Kegel 2. Grades K, iiber, der das Zentrum im 
Hauptpunkt hat. 

Verschwindet in (32) der Koeffizient von #, so riickt einer von den 
gemeinsamen Punkten nach t= o, d.h. nach dem Hauptpunkte. Gilt 
dasselbe fiir den Koeffizienten von t, so vereinigen sich simtliche ge- 
meinsamen Punkte in t = oo, wo also dann die beiden C, vier gemein- 
schaftliche Punkte besitzen. In solcher Weise verhdlt es sich nach (12) 
mit den Bahnkurven der eingliedrigen Gruppe (11), d. h. den asymptotischen 
Kurven des Biischels (13). 
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Eine C,, welche auf einer R, liegt, beriihrt immer eine und nur eine 
von den asymptotischen Kurven der R,. Man sieht dies daraus, daB, falls 
in (32) /,(t) = +. gesetzt wird, wo « variiert, es bei gegebenem f, (t) 
einen und nur einen Wert von « gibt, fiir welchen (32) eine Doppel- 
wurzel bekommt. Wir kénnen mithin die w*C,, welche auf einer R, 
liegen, in co* Biischel zerlegen, und dies in der Weise, daB jedes Biischel 
demjenigen Punkte der R, zugeordnet wird, in welchem ihre Kurven eine 
asymptotische Kurve beriihren. Wie wir in der oichsten Nummer niaher 
ausfiihren werden, sind die Kurven eines solchen Biischels Bahnkurven 
einer eingliedrigen Gruppe, welche die R, in sich iiberfiihrt. 

Einen bemerkenswerten besonderen Fall erhalt man hier, wenn fiir @* 
in f, (t) der Koeffizient = 1 ist. Man hat dann als Doppelwurzel in (32) 
t = o, und zwar fiir « = o. Es handelt sich also um den Grenzfall, 
wo die zu beriihrende asymptotische Kurve in die Hauptlinie iibergegangen 
ist. Wir wollen zeigen, daB unter den hier geltenden Bedingungen die C, 
Bahnkurve einer eingliedrigen Untergruppe von J", ist. Wenn wir auf (31) 
Riicksicht nehmen, so bekommen wir fiir die C, eine Entwicklung von 
der Gestalt 


(33) y:c:z:w = + 3a+ 36t:0 4+ at+ b:t:1. 

Die Transformation t’ = t+ « ist hier mit der Kollineation 

(34) y:a:2:w =y+3ar+3e°2+ a w+ 3aal(z+ aw) 

:@+2az¢+e?wt+aaw:2+ aww 

aiquivalent. Wie man sieht, gehéren zu den verschiedenen a-Werten ver- 
schiedene eingliedrige Gruppen. Da nun offenbar (34) sich aus (7) und 
(11) zusammensetzen l4B8t, so haben wir in (33) die auf der Fliche (3) 
gelegenen Bahnkurven der eingliedrigen Untergruppen von I’,. 

Den allgemeinen Ausdruck fiir die Bahnkurven von (34) erhalt man, 
wenn in (33) fiir y noch ein konstantes Glied c hinzugesetzt wird. Es 
ist unmittelbar evident, daB diese Bahnkurven sich auf die Flichen des 
Biischels (13) verteilen. Von besonderem Interesse ist es aber hier, daf 
es fiir jede der hier in Rede stehenden eingliedrigen Gruppen ein mit (13) 
analoges Biischel gibt, fiir welches die zugehérigen Bahnkurven die asymp- 
totischen Kurven darstellen. Um dies zu beweisen, brauchen wir nur eine 
Koordinatentransformation auszufiihren, durch welche das System (33), 
wo wir fiir y das Glied c hinzugesetzt denken, in die Gestalt (12) tiber- 
gefiihrt wird. Diesen Bedingungen geniigt die Transformation 
(35) y:av:2:w = y—3an+ 3a®2:2— aziz. 

Es gilt mithin der Satz: 

Jede Flache des Biischels 


(36) (y —3az + 3a*z)w* —3(4 —az)zew+222—Aw® = 0 
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wird von jeder Fliche des Biischels (13) nach einer asymptotischen Kurve 
geschnitten. 

5. Wir betrachten jetzt das C,-Biischel, dessen Kurven die asymp- 
totische Kurve der Flaiche (3) im Punkte sz = y = z = 0 beriihren. Da 
die Kurven auf der Flache liegen sollen, so folgt aus der Voraussetzung, 
daB die Schmiegungsebene im Punkte mit der Beriihrungsebene der 
Fliche zusammenfallen mu8. Es handelt sich mithin um Kurven aus 
der Schar 


(37) y:2:2:0 = cl:¢, @:t:1. 
Die Inzidenz einer Kurve (37) mit (3) erfordert 
(38) e—3c,+2=0. 


In (37) haben wir die Bahnkurven bei der eingliedrigen Gruppe (15). 
Wie man unmittelbar ersieht, verteilen sich diese Kurven auf die Flachen 
des Biischels 
(39) yw? —32zw—Aze = 0, 
und zwar gilt dabei 
e—3c,—A= 0. 

Die Flachen des Biischels (39) gestatten noch die eingliedrige Gruppe (7). 
Man sieht dies etwa daraus, daB lings der Hauptlinie auch die Mantel 
mit verinderlichen Beriihrungsebenen einander (und also insbesondere die 
Flache (3)) beriihren. Hieraus folgt ja, daB die Erzeugenden der 
Flaichen (39) zu den-Bahnkurven von (7) gehéren. In (39) haben wir 
demnach das Biischel von bei derjenigen zweigliedrigen Gruppe I; wvari- 
anten Flichen erhalten, welche die Erzeugende y = z = 0 im sich siberfiihrt. 

Durch zwei C,, welche Bahnkurven einer und der-elben eingliedrigen 
Gruppe sind, lapt sich immer eine R, legen. Entweder ist ja die Gruppe 
vom Typus (11), wo die Bahnkurven einander im Punkte t = o hyperos- 
kulieren, oder vom Typus (15), wo die Bahnkurven einander in den 
Punkten t = 0 und t= o beriihren. Da die R, durch die beiden C, 
volistandig bestimmt wird, so muB sie die eingliedrige Gruppe gestatten 
und sich durch lauter Bahnkurven erzeugen lassen. In solcher Weise 
erhilt man oo? R,, welche bei der eingliedrigen Gruppe invariant bleiben. 
Handelt es sich insbesondere um die eingliedrige al (11), so be- 
kommen wir den Satz: 

Es gibt ein System von w*R,, welche jede Flacke des Biischels (13) 
nach einer asymptotischen Kurve schneiden. Fir dieses System erhalt man 


(40) yw —3azw+ 22+ a(cw* — 2 w) + bw* = 0. 


Wir wollen jetzt ein Biischel von Flichen bestimmen, welche bei der 
zweigliedrigen Gruppe J’;', die durch (11) und (15) erzeugt wird, invariant 
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bleiben. Es 148t sich J’;' dadurch charakterisieren, daB dieselbe die 
Kurve 3. Ordnung (8), sowie den Punkt t= o dieser Kurve in sich 
iiberfiihrt. Bei J’;’ gibt es keine andere invariante R, als die Flache (3), 
welche (8) als asymptotische Kurve besitzt. Von vornherein lassen sich 
noch zwei invariante Flichen angeben, namlich der Kegel 2w — z* = 0, 
der (8) als Leitkurve und den Punkt ¢ = o als Spitze hat, und die ab- 
wickelbare Fliche vom Range 4, fiir welche (8) die Kuspidalkurve dar- 
stellt; hierzu kommt noch als invariantes Gebilde die Ebene w = 0. Um 
allgemein diese Frage zu erledigen, kénnen wir von einer Bahnkurve (12) 
von (11) ausgehen und diese in andere Lagen durch Ausfiihrung von (15) 
iiberfiihren. Fir die so verinderliche Kurve erhalt man, wenn man at 
durch ¢ und a durch v ersetzt, die Gleichung 


(41) y:c:z:w = f+ But +Ave:f + uetst: 1, 


Da sich fiir 4 = 0 die invariante Fliche (3) ergibt, fiir welche wir be- 
reits die Abbildung (14) erhalten haben, so setzen wir hier zuniichst 
A +0 voraus. Wir kénnen dann (41) in die einfachere Gestalt 


(42) y:cierw = 4+ 3xte + v8: 4+ xv*:t:1 
tiberfiihren. lieraus bekommt man 
(43) yw —32z2w+ 22°: w® = v; 


zw — 2*:0* = xv’, 
Fiir das Biischel der bei Ij’ invarianten Flachen ergibt sich hiernach 
(44) (zw — 2a)P — 8 (yw* —322w+ 22°)? = 0. 
Statt (44) schreiben wir auch mitunter 
(44,) (aw — 2*)§ —A(yw* —32z2w+ 22)? = 0. 


Unter den schon bekannten invarianten Flichen treten in diesem Biischel 
der Kegel 2. Grades dreifach und die Regelfliche 3. Grades doppelt auf. 
Fiir + = — } erhilt man die abwickelbare Flaiche; da hier links ein 
Faktor w* hinzukommt, so wird diese Fliche durch die doppelt gezahlte 
Hauptebene ergiinzt. Das obige Biischel von bei einer zweigliedrigen 
projektiven Gruppe invarianten Flachen 6. Ordnung F, ist von Lie be- 
handelt worden®). Dabei sind auch die drei speziellen Fille 4 = 0, w, 
—} hervorgehoben. Wir werden spiter beweisen, da8 die Fille 4 = 0 
und 4 = — } dualistisch einander entsprechen. Zum Falle A = 0 gehért 
namlich nicht nur der Kegel + w— z* = 0, sondern auch die Kurve (8), 


5) ,,Bestimmung aller Flichen, die eine kontinuierliche Schar von projektwven 
Transformationen gestatien“ (Leipzig Ber. 1895; Ges.. Abh. 6. Band, 2. Abt., 8. 501). 
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welche fiir jede Flache des Biischels eine Kuspidalkurve bedeutet. In 
gleicher Weise gehért zu 4 = —} nicht nur die abwickelbare Flache, 
sondern auch der Kegelschnitt, in welchem diese Fliche von der Haupt- 
ebene geschnitten wird, und man sieht leicht ein, daB dem Kegelschnitt 
der K,, ebenso wie der abwickelbaren Fliche die C,, dualistisch ent- 
spricht. 

In (42) haben wir eine birationale Abbildung einer Fliche (44) auf die 
(t, v)-Ebene. Fiir x = 0 geht die F, in den dreifachen K, iiber. Da in 
diesem Falle in (42) v nur in der Potenz v* auftritt, so entsprechen einem 
Punkte des Kegels drei Punkte der Ebene; doch ist hier noch die Ab- 
bildung birational, falls nur auf reelle GréBen Riicksicht genommen wird. 
Fiir x = o geht die F, in die doppelte R, iiber, und die Abbildung auf 
die Ebene lat sich nicht in der Gestalt (42) ausfiihren. Man hat dann 
in (41) A= 0, und die Abbildung auf die Ebene erhalt man in der 
einen oder anderen von den folgenden zwei Weisen 
(45) y:2:2:w~ =F 4+3te:f4 ust: 1. 
In (45) entsprechen jedem Punkte der R, zwei Punkte der Ebene. 
Letztere sind fiir reelle Punkte der R, reell oder konjugiert imaginir, je 
nachdem v* > 0 oder v*< 0. Die Teile der R,, welche reell abgebildet 
werden, sind also verschieden, je nachdem in (45) das Zeichen + oder 
das Zeichen — gilt. Dies steht damit in Zusammenhang, daB, je nach- 
dem x > 0, fiir reelle Punkte in (44) zw — z* > 0 (oder auch = 0) sein 
muS. Hieraus laBt sich schlieBen, daB fiir x + + o die F, sich so zu- 
sammenbiegen muB, daB dieselbe den Teil der Flache (3), fiir welchen 
zw —2* > 0, doppelt iiberdeckt. Fiir x -» — o erhilt man dagegen als 
Grenzfall den doppelt iiberdeckten Teil der R,, fiir welchen sw — 2°<0. 

6. Bei der birationalen Abbildung (42) der F, auf eine Ebene ent- 
spricht den ebenen Querschnitten das Gebiisch von Kurven 3. Ordnung 


(46) a(@ + 3xtv'+ vo) +b(@+x0")+ct+d=0. 


Dieses Gebiisch besitzt drei einfache Fundamentalpunkte, welche bei homo- 
gener Schreibweise, indem wir ¢: s und v:s fiir ¢ und v einfiihren, durch 


(47) P+3xte+e=—s=0 


bestimmt werden. Dabei entspricht der geraden Linie s = 0, welche die 
drei Fundamentalpunkte verbindet, der Hauptpunkt 2 = z= w= 0. 

Es gibt auf der F, ein Netz von o* C,, welche den geraden Linien 
in der Ebene entsprechen. Doch erhilt man einen Kegelschnitt als Bild, 
falls die Gerade durch einen von den drei Fundamentalpunkten (47) hin- 
durchgeht. Fiir eine Ebene, welche einen solchen Kegelschnitt enthilt, 
zerfallt (46) in drei gerade Linien, namlich je eine durch jeden der 


ES Pee 
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Fundamentalpunkte, und es handelt sich um das Bild des Querschnittes 
einer Schmiegungsebene der Kuspidalkurve. Zuniachst erhilt man ja, dem 
Querschnitt y = 0 entsprechend, 

(48) P+ 3xtv? +o = 0, 

und y = 0 ist die Schmiegungsebene der Kurve (8) im Punkte ¢ = 0. 
Weiter erhalt man aus (9), welche die Gleichung der Schmiegungsebene 
fiir ¢ = t ist, nach Ausfiihrung der Substitution (42) 

(49) (¢— 1)? +3x(t—7r) +0 =0. 

Als Bedeutung von (49) hat man drei gerade Linien, welche je von den 
drei Fundamentalpunkten ausgehen und im Punkte ¢ = t, v = 0 zusammen- 
laufen. Hierbei bemerke man, daB, wie aus (43) ersichtlich ist, der 
Kuspidalkurve die Gerade v = 0 entspricht. 

Eine Schmiegungsebene der Kuspidalkurve schneidet mithin die F, in 
drei Kegelschnitten. Diese drei Kegelschnitte beriihren einander und die 
Kurve im Stiitzpunkte der Schmiegungsebene. Es geniigt, wenn dies fiir 
deu besonderen Fall y = 0 bestatigt wird. In diesem Falle sieht man 
aber aus (44) unmittelbar, daB die drei Kegelschnitte zum Biischel 
(50) zw—AZv= 
gehéren, woraus die Richtigkeit unserer Behauptung folgt. Man ersieht 
aus (50), daB die Kegelschnitte einander noch in einem zweiten Punkte 
beriihren, und zwar im Schnittpunkte mit der Hauptlinie z = w = 0, 
wobei die Tangente in der Hauptebene w = 0 liegt. Fiir die Realitat 
der Kegelschnitte ist die Anzahl der reellen Wurzeln von (48) ent- 
scheidend. Fiir «* < —} sind also simtliche drei Kegelschnitte reell, 
fiir x* > —} dagegen zwei unter denselben konjugiert imaginir. Der 
Ubergang zwischen diesen Fallen ist so zu erklaren, da8 zwei fiir x*< — } 
reelle Mantel sich fiir x* = —} in die Doppelebene w = 0 zusammen- 
biegen, um nachher fiir x* > — } imaginér zu werden. Wir verstehen 
auch jetzt die Bedeutung der drei Fundamentalpunkte (47). Denselben 
entspricht in der Tat die Hauptgerade z = w = 0, lings welcher drei 
Mantel der F, einander beriihren. 

Soll eine Kurve (46) eine gerade Linie enthalten, die durch keinen der 
drei Fundamentalpunkte geht, so mu8 offenbar die Kurve die Gerade s = 0 
enthalten. Es ist also in (46) a = 0, und der entsprechende Querschnitt geht 
durch den Hauptpunkt. In der Tat zerfallt dann (46) in s = 0 und zwei 
andere gerade Linien, falls noch die weitere Bedingung erfiillt wird, daB sich 
fiir v = 0 eine Doppelwurzel fiir ¢ ergibt. Nun entsprechen den Schnitt- 
punkten einer Kurve (46) mit v = 0 die Punkte, welche der entsprechende 
Querschnitt mit der Kuspidalkurve gemeinsam hat, und man findet 


leicht, daB, falls zwei solche Schnittpunkte zusammenfallen, dortselbst (46) 
Mathematische Annalen. 113. 12 
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einen Doppelpunkt hat. Wir kénnen jetzt das Resultat herauslesen, daB8 eine 
die Kuspidalkurve beriihrende Ebene, welche durch den Hauptpunkt geht, 
die F, in zwei Kurven 3. Ordnung schneidet. Da8 diese C, im Haupt- 
punkte Spitzen haben, erkennt man leicht, indem man in (44) s = 0 
setzt; es ist ja = 0 eine Ebene durch den Hauptpunkt, welche die 
Kuspidalkurve beriihrt. 

Wenn eine Fiache bei einer zweigliedrigen projektiven Gruppe inva- 
riant bleibt, so mu8 eine asymptotische Kurve der Fliche, da es deren 
nur oo' gibt, eine W-Kurve sein, d. h. eine eingliedrige Gruppe gestatten. 
Bei J lassen sich nun die eingliedrigen Gruppen entweder auf den 
Typus (11) oder auf den Typus (15) zuriickfiihren. Hieraus folgt, daB 
die asymptotischen Kurven der Flachen (44) von der 3. Ordnung sein miissen. 
Ihre Bilder in der (t, v)-Ebene sind mithin gerade Linien. Dies invol- 
viert eine Eigenschaft der Kurven (46) mit einem Doppelpunkte, auf 
welche ja die Schnitte der Beriihrungsebenen mit der Flaiche abgebildet 
werden. Die Tangenten im Doppelpunkte miissen nimlich durch feste 
Punkte hindurchgehen. Wir wollen dies sofort bestitigen, indem wir die- 
jenige Kurve (46) aufsuchen, welche einen Doppelpunkt im Punkte (t,, v,) 
besitzt. Dabei gilt die Beschrinkung auf v, + 0; der Fall v, = 0 ist 
ja oben geklart. Wenn wir nach ¢ —¢, und wv — v, entwickeln, so 
sollen also das konstante Glied, sowie die Koeffizienten fiir ¢ —t, und 
v —v, verschwinden. Hierdurch erhalten wir die nétigen Relationen 
zwischen den Parametern a, 6, c und d in (46). Mit den zwei ersten von 
diesen Relationen brauchen wir uns nicht weiter zu beschaftigen, da durch 
dieselben c und d in a und 6 ausgedriickt werden und c und d nur in den 
Koeffizienten fiir das konstante Glied und ¢ —t, auftreten. Fiir v — v, 
ergibt sich der Koeffizient 
(51) a(6xt,v, + 303) + 2bx»,. 

Es 148t sich hieraus 6 durch a ausdriicken, und als Glieder 2. und 
3. Grades in (46) kann man 

(52) (6xt, + 30,)( + xv") — 2x (8 + 3xto® + v) 

nehmen. Ais Glieder 2. Grades in der gewiinschten Entwicklung erhalten 
wir jetzt 

(53) 3.v,[(t — t)* — 44 (t — t,) (v — 0) — *(v — 0)']. 

Die Richtungen der Tangenten im Doppelpunkte sind mithin von t, und v, 
unabhdngig. Das erhaltene Resultat li8t sich in der folgenden Weise 
formulieren : 

Die asymptotischen Kurven einer Flaiche (44) werden in zwei Strahlen- 
biischel abgebildet, und man bekommt fiir die zugehérigen Basispunkte 
(54) f®—42tv—xv=s=0. 
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Fiir reelle Lésungen (54) muB entweder x >0 oder  < —} sein. 
In diesen Fillen sind also die Punkte der Flichen (44) hyperbolisch und 
im noch tibrigen Falle —}<x* <0 elliptisch. Hierbei wird von der 
Kuspidalkurve und der Hauptlinie abgesehen, welche die Rolle der para- 
bolischen Kurve iibernommen haben. Fiir die beiden Fille mit hyper- 
bolischen Punkten gilt, wie aus den obigen Entwicklungen iiber die 
Schnittkurven der Schmiegungsebenen hervorgeht, der Unterschied, da8 
fiir x* < —} simtliche drei Mantel der F, lings der Hauptgeraden reell 
sind, fiir ~ > 0 dagegen nur einer. 

Da die o?C, auf der F, den geraden Linien der (t, v)-Ebene ent- 
sprechen, so haben im allgemeinen zwei C,, von der Beriihrung im Haupt- 
punkte abgesehen, einen gemeinsamen Punkt. Wenn aber die ent- 
sprechenden geraden Linien sich auf s = 0 schneiden, so riickt auch 
dieser gemeinsame Punkt nach dem Hauptpunkte, so da8 dort die beiden 
C, eine héhere Beriihrung haben. Jn solcher Weise verhilt es sich mit 
zwei asymptotischen Kurven, die demselben Systeme angehiren. Dagegen hat 
eine asymptotische Kurve mit den Kurven des anderen Systems Schnitt- 
punkle, die mit den letaeren Kurven variieren. Eine C, auf der F, be- 
rihrt nun die Kuspidalkurve nicht nur im Hauptpunkte, sondern auch 
in einem anderen Punkt, der dem Schnittpunkt der Bildgeraden mit v = 0 
entspricht. Samtliche C,, welche einen Punkt der Kuspidalkurve gemein- 
sam haben, beriihren also einander in diesem Punkte, und unter diesen 
C, gibt es zwei asymptotische Kurven, nimlich je eine von jedem Systeme. 
Geht endlich die Bildgerade einer C, durch v = s = 0, so hat der zweite 
Beriihrungspunkt mit der Kuspidalkurve sich mit dem Hauptpunkte ver- 
einigt. Die C, ist dann eine Bahnkurve der eingliedrigen Gruppe (11), 
wie im allgemeinen eine C, auf der F, Bahnkurve derjenigen eingliedrigen 
Untergruppe von J; ist, welche den zweiten Beriihrungspunkt mit der 
Kuspidalkurve invariant la8t. Die Fille, wo die C, in eine ebene Kurve 
iibergeht, haben wir oben behandelt. In diesem Falle mu8 die Bild- 
gerade durch einen von den Punkten 


(55) fine =s=0 
hindurchgehen. Nur fiir x << 0 sind also diese Kurven reell. 

Wir wollen zuletzt die Gruppe J;' in die (t, v)-Ebene iiberfiihren. 
Diese Aufgabe ist leicht, wenn wir den eingliedrigen Gruppen (11) und 


(15) die Ausdriicke (42) fiir z, y, z und w in ¢ und v gegeniiberstellen. 
Man ersieht dann unmittelbar, daB (11) mit 


(56) ?=t+ea, v =», 
und (15) mit 
(57)  =at, v =av 


12* 
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aquivalent ist. Durch Kombination erhalten wir andere eingliedrige Gruppen 
von der Gestalt 

(58) ¢—t=a(t—rt), vw =av, 

wo t beliebig sein kann. In (58) haben wir den Ausdruck dafiir, daB 
den auf der F, gelegenen Bahnkurven einer eingliedrigen Untergruppe von 
Ty ein Geradenbiischel mit dem Zentrum auf v = 0 entspricht. Bei den 
Operationen (56) und (57) geht jeder Punkt der ,,unendlich entfernten“ 
Linie s = 0 in sich tiber. Die Strahlenbiischel mit diesen Punkten als 
Zentren gestatten also die zweigliedrige Gruppe. Wenn wir dies Resultat 
auf eine Flache (44) iibertragen, so finden wir, daB die a* in derselben 
enthaltenen C, sich in ow bei I) invariante Biischel zerlegen, wobei die 
Kurven eines und desselben Biischels dadurch charakterisiert sind, daB die- 
selben im Hauptpunkte eine héhere Beriihrung miteinander besitzen. 

7. Die Biischel (13), (39) und (44) sind auch Scharen, d.h. von 
einer Ebene wird nur eine Filaiche des betreffenden Biischels beriihrt. 
Hierzu kommt, da8 die Anzahl der Flichen, welche von einer gczaden 
Linie beriihrt werden, zwei ist. In diesen Eigenschaften gilt Oberein- 
stimmung mit dem Biischel (5). Wenn wir von Punkt- zu Ebenen- 
koordinaten tibergehen wollen, so ist in diesem Falle 


(59) ny—3&2+302—ow 


die geeignete Zwischenform fiir vereinigte Lage von Punkt und Ebene. 
Wenn wir in (59) eine von den Substitutionen (7), (11) oder (15) fiir die 
Punktkoordinaten ausfiihren, so folgt daraus, da die Zwischenform in sich 
iibergehen mu8, eine entsprechende Substitution fiir die Ebenenkoordi- 
naten. Man bekommt so, bzw. 


(60,) n:€:C:moeeil: Ol +ur i: 0’ +3uF; 
(60,) n:€:0:m=n' : Ff —an’:0'—2ab' +a’: 

w —3al'+3a°f —a'n’; 
(60,) 9:€:C:@ = of :a-*h :a-20 saa’. 
Ersetzt man a durch — a und a durch a—', so sind (60,), (60,) und (60,) 
ganz in derselben Weise gebaut wie bzw. (7), (11) und (15). In den 
Formeln entsprechen einander w und , z und &, z und ¢, y und o. 
Dies war auch zu erwarten, da w = 0 die Hauptebene, 7 = 0 den Haupt- 
punkt, w = z = 0 ebenso wie 7 = € = 0 die Hauptgerade, w = z = zr = 0 
den Hauptpunkt und 7 = § = ¢ = 0 die Hauptebene bedeuten. In der- 
selben Weise, wie wir die Biischel (13), (39) und (44) erhalten haben, 
lassen sich jetzt die bei bzw. J’,, J’; und J’; invarianten Flachenscharen 


(61) wn? — 3CEn+28 —An? = 0; 
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(62) on —3CEn —AE = 0; 
(63) ($n —#) —AWy? —30Fn+ 28) = 


herleiten. Man findet nun leicht, da8, falls man andererseits die Glei- 
chungen der Biischel (13), (39) und (44,) vermittelst Ebenenkoordinaten 
ausdriickt, eben (61), (62) und (63) herauskommen. In den beiden ersten 
Fallen bleibt dabei der Wert des Parameters 4 ungedndert, wenn man fiir 
eine Fliche von Punkt- zu Ebenenkoordinaten iibergeht. Im dritten 
Falle setzen wir, wenn F das linke Glied von (44,) bedeutet, 


Tree Sek ME AE 
(64) NEC =I — Ta Tis! — Fe 
Wir benutzen dann (64), um Avsdriicke fiir 7 — & und w7* —3f&n+ 28 
herauszufinden. Diese Ausdriicke lassen sich, wenn auf die Identitat (44,) 
Riicksicht genommen wird, auf Potenzen von w und zw — z* zuriickfiihren. 


Man findet demgem&8, wenn g einen Proportionalitatsfaktor bezeichnet, 
Cn — & = — 9° (444-1) w* (zw — 2); 
won —3C&n+ 26 = 9° (8A + 2) w* (rw — 2’). 
Die Umformung von (44,) in Ebenenkoordinaten ergibt also 
(65) (Cn—&)F ++ 3) —3lEn+ 26) =0. 


Man sieht hieraus, daB zwei Flachen (44,) zueinandér reziprok sind, 
wenn fiir die zugehérigen Parameter A und 2 die Relation 


(66) A+A+}4=0. 


Die Flachen (44,) verteilen sich also in zueinander reziproke Paare. Ein 
solches Paar ist z. B., wie wir bereits in der 5. Nummer hervorgehoben 
haben, A=0O und A= —}. Die einzige zu sich selbst reziproke F, 
erhalt man fiir A= —. Aus (66) ersieht man auch, daf die beiden 
Falle mit hyperbolischen Punkten, 4 >0O und A4< —}, cueinander rezi- 
prok sind. Wenn also fiir eine Flache mit hyperbolischen Punkten drei 
reelle lings der Hauptgeraden einander beriihrende Mantel auftreten, 
so sind fiir die reziproke Fliche z*- unter diesen Manteln konjugiert 
imaginar. 

Auf einer geraden Linie wird von den Flachen eines Biischels 
n-ter Ordnung eine Involution ausgeschnitten. In dieser Involution gibt 
es 2(n — 1) Doppelpunkte, d. h. die gerade Linie beriihrt 2(m — 1) unter 
den Flachen des Biischels. Fiir » =3 ist diese Anzahl 4. Bei (13) 
und (39) werden aber zwei von diesen Flichen durch die dreifachen 
Ebenen w = 0 bzw. z = 0 absorbiert, so daB nur zwei Flachen von der 
Linie wirklich beriihrt werden. Fiir n= 6 hat man 2(n—1) = 10 
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Bei dem Biischel (44,) riihren aber vier Doppelpunkte von den Schnitt- 
punkten mit dem dreifachen K, fiir 4 = 0 und drei Doppelpunkte von 
den Schnittpunkten mit der doppelten R, fiir 2 = o her. Hierzu kommt 
noch, da8 fiir 4 = — } ein Doppelpunkt durch die Doppelebene w = 0 
absorbiert wird. Auch in diesem Falle werden also nur zwei Flachen 
des Biischels von der geraden Linie wirklich beriihrt. 

Wir haben jetzt, den Biischeln (13), (39) und (44,) entsprechend, 
drei verschiedene Méglichkeiten, den Linienraum in c* Kongruenzen zu 
zerlegen, wobei als Brennjlichen zwei Flichen des betreffenden Biischels 
auftreten. Die in solcher Weise erhaltenen Kongruenzen, welche sich 
iibrigens noch weiter auflésen lassen, gestatten die zweigliedrige Gruppe 
des zugehérigen Biischels. 

8. Wir wollen uns in dieser Nummer mit der Aufteilung des Linien- 
raumes in Kongruenzen, welche bei der Gruppe J’, in sich iibergehen, 
naher beschaftigen. Bei I’, sind simtliche Operationen miteinander ver- 
tauschbar, und bei den eingliedrigen Untergruppen tritt als einziger fester 
Punkt der Hauptpunkt auf. Dies haingt damit zusammen, da$, wenn 
wir eine Operation durch die Substitution, welche dieselbe auf einer Bahn- 
kurve veranlaBt, definieren wollen, diese einen Ausdruck von der 
Gestalt (10) erhailt. In ,,W-Kurven“ haben wir als assoziierte Regelfliche 
eine solche Flache bezeichnet, welche man erhalt, wenn man die bei einer 
Operation einer eingliedrigen projektiven Gruppe einander entsprechenden 
Punkte einer Bahnkurve durch gerade Linien verbindet. Wir bekommen 
hier eine neue Art von assoziierten Regelflichen. Zunichst nehmen wir 
als Bahnkurve die Kurve (8). Die drei Punkte der Kurve mit den 
Argumenten — a, 0 und « sind dann in der Ebene 


(67) y—@z=0 


enthalten. Diese Ebene gehért aber zur Doppeldeveloppabeln der mit (8) 
assoziierten Regelfliche, welche durch (10) definiert wird. Nun enthilt 
die Ebene (67) die Erzeugende y = z = 0 von (3) und ist also eine Be- 
riihrungsebene dieser Fliche. Fiihrt man jetzt die Operationen der ein- 
gliedrigen Gruppe aus, so mu8 der Beriihrungspunkt sich lings einer 
Bahnkurve, d. h. in diesem Falle lings einer anderen asymptotischen 
Kurve von (3) bewegen. Diese Kurve mu8 nach bekannten Eigenschaften 
der asymptotischen Kurven einer Flache die Kuspidalkurve der Doppel- 
developpablen sein. Die Doppeldeveloppable einer Regelfliche, welche zu 
einer asymptotischen Kurve von (3) nach der Relation (10) assoziiert ist, 
muB also eine andere asymptotische Kurve derselben Flaiche als Kuspidal- 
kurve besitzen. DaB derartige Eigenschaften die asymptotischen Kurven 
einer allgemeineren Gattung von Regelflachen charakterisieren, haben wir 
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in unserer in der 1. Nummer zitierten Arbeit ,,Uber die asymptotischen 
Kurven der Flachen“ dargetan. Zu den dort behandelten Flichen ge- 
héren die R, 

(67,) aw —Ayz* = 0, 


welche wie die Cayleysche R, als asymptotische Kurven C, haben. 
Diese R, besitzen die beiden Torsalpunkte s=z=w=0 und 
y=2z=wz=0. Man kann sich einen Zusammenhang zwischen dieser 
R, und der Cayleyschen R, denken, indem man die obigen beiden Torsal- 
punkte zur Vereinigung bringt, wobei die R, nach Ausscheidung der 
Torsalebene in die R, iibergeht. 

Eine gerade Linie ist fiir eine und nur eine von den asymptotischen 
Kurven der Flaichen des Biischels (13) Bisekante. Nach der 3. Nummer 
miissen ja fiir eine Bisekante die drei Schnittpunkte mit der R, und der 
Schnittpunkt mit w= 0 ein harmonisches Doppelverhiltnis besitzen. 
Man erhilt fiir diese vier Punkte eine Gleichung von der Gestalt 


wf,(z, w) —Awt = 0. 


Da die Invariante, deren Verschwinden die Bedingung fiir harmonisches 
Doppelverhaltnis ist, A nur im ersten Grade enthalt, so ist hiermit unsere 
Behauptung erwiesen. Je nach der Flache (13), zu welcher die asymp- 
totische Kurve gehért, die eine Gerade als Sehne hat, bekommt man 
jetzt eine Aufteilung des Linienraumes in ein Biischel von Komplexen. 
Von (3) geht man zu einer anderen Fliache (13) tiber, indem man y 
durch y—Aw ersetzt. Dadurch wird unter den in (25) auftretenden 
Linienkoordinaten nur p,, gedndert, welche durch p,,-+Ap,, zu ersetzen 
ist. Als Gleichung des Komplexbiischels erhalten wir demnach 


(68) Pic — (3 Pis + Pas) Prs Pas + 2 Pas Pia + 24D, = 0. 

Die Linien einer Kongruenz, welche durch die zu den asymptotischen 
Kurven von (3) in bezug auf eine Substitution (10) assoziierten Regel- 
flichen erzeugt wird, gehen bei J’, ineinander iiber. Als Brennflichen 
miissen also zwei Flaichen des Biischels (13) auftreten. Um diese auf- 
zusuchen, braucht man nur eine einzige Linie der Kongruenz zu be- 
trachten. Wenn wir der Beyuemlichkeit halber in (10) 2a statt « 
schreiben, so kénnen wir als diese Linie diejenige wihlen, welche die 
Punkte mit den Argumenten — a und « der Kurve (8) verbindet. Als 
Gleichung der Linie erhalten wir also 


(69) y—@2=2—a'w = 0. 
Fiir die Schnittpunkte mit (13) ergibt sich hieraus 
(70) 22° —2atzw® — Aw = 0. 
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Diese Gleichung hat eine Doppelwurzel fiir 
(71) 274° — 16a* = 0. 


Durch (71) werden mithin die Argumente 4 fiir die beiden Brennflichen 
bestimmt. Nun sieht man aus (69), daB «’ die fiir die Kongruenz 
charakteristische Konstante ist, was ja auch von vornherein zu erwarten 
war, da offenbar « und —«a zu derselben Kongruenz fiihren. Denkt 
man sich jetzt umgekehrt 4? als gegeben, so bekommt man aus (71) drei 
verschiedene Lésungen fiir «*, von denen aber nur eine reell sein kann. 
Hieraus schlieBt man, daB es drei verschiedene Kongruenzen gibt, welche 
zwei gegebene Flichen (13) als Brennflaichen haben. Die Beschrankung 
oben, daB die Summe der Argumente A fiir die Brennflichen = 0 ist, ist 
ja nur scheinbar, da man, wenn man von den asymptotischen Kurven 
einer anderen Flache (13) ausgeht, eine beliebige Summe fiir diese Argu- 
mente erhalten kann. Die Kongruenzen, um welche es sich hier handelt, 
sind sowohl von der 3. Ordnung als der 3. Klasse. Man kann dies 
leicht direkt beweisen, indem man etwa untersucht, wie oft eine Gerade 
durch die Transformationen von J, in eine gegebene Ebene iibergefiihrt 
wird. Man beachte noch, daB die ebenen Quersshnitte der Flachen (13) 
von der Klasse 4 sind, so daB es 16 gemeinsame Tangenten fiir zwei 
Querschnitte geben muB. Unter diesen werden aber 2+ 5 = 7 durch 
die Beriihrungen der Zweige im gemeinsamen Doppelpunkt absorbiert, 
und die noch tibrigen neun verteilen sich zu je drei auf die drei Kon- 
gruenzen. 


Je nachdem «?=0, bekommt man zwei Arten von reellen Kon- 
gruenzen. Es ist aus (71) ersichtlich, daB die Brennflichen fiir «* > 0 
reel] und fiir «? << 0 konjugiert imaginar sind. In entsprechender Weise 
hat man zwei Arten von reellen assoziierten Regelflichen, indem nur fiir 
«a* > 0 eine wirkliche Doppelkurve existiert, dagegen fiir a? <0 die 
Punkte der Doppelkurve von konjugiert imaginaren Erzeugenden ge- 
troffen werden. Im Ubergangsfalle « = 0 sind die assoziierten Regel- 
flichen abwickelbar, und die Kongruenz hat eine doppelte Brennjlaiche; 
in diesem Falle haben die zwei konjugiert imaginaéren Kongruenzen sich 
mit der reellen vereinigt. Fiir «? > 0 findet man leicht, da8 fiir das 
endliche Intervall (das also 4 = o nicht enthilt) zwischen den Lésungen 
von (71) die Gleichung (70) drei reelle Lésungen hat, sonst aber nur 
eine. Nur wenn der Parameter 4 in diesem endlichen Intervalle liegt, 
wird also eine Regelfliche (13) von den Linien der Kongruenz in drei 
reellen Punkten getroffen, und fiir «*< 0 gilt fiir jede Flache (13), 
daB dieselbe nur einen reellen Schnittpunkt mit einer geraden Linie der 
Kongruenz hat. 
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Die fraglichen Kongruenzen lassen sich aber auf unendlich viele 
Weisen in assoziierte Regelflichen zerlegen. Man betrachte nimlich die 
Schnittpunkte, welche eine Gerade einer solchen Kongruenz aus einer be- 
liebigen Flaiche (13) ausschneidet. Da J’, fiir die Punkte dieser Flache 
auBerhalb der Hauptgeraden transitiv ist, so gibt es fiir eine eingliedrige 
Untergruppe von J’, eine Bahnkurve, welche irgend zwei von den drei 
Schnittpunkten verbindet. Die Gerade gehért also zu einer in bezug 
auf diese Bahnkurve assoziierten Regelfliche, und bei J", wird diese Fliche 
in andere assoziierte Regelflichen iibergefiihrt, durch welche die Kon- 
gruenz erzeugt wird. Sind die drei Schnittpunkte reell, so hat man hier 
drei reelle Méglichkeiten, und zwar mit wirklichen Doppelkurven fiir die 
assoziierten Regelflachen. Sind aber zwei von den Schnittpunkten kon- 
jugiert imaginar, so gibt es nur eine reelle Méglichkeit, und in diesem 
Falle verlaufen die Doppelkurven der assoziierten Regelflichen isoliert. 
Man ersieht leicht, daB, falls die Brennflichen reell sind, sich die Kon- 
gruenz sowohl in assoziierte Regelflichen mit wirklichen Doppelkurven 
als in solche mit isolierten Doppelkurven zerlegen la8t. Sind aber die 
Brennflichen konjugiert imaginaér, so ist nur die letztere Art von Zer- 
legung méglich. 

Als ein Beispiel betrachten wir den Fall der Zerlegung in abwickel- 
bare Flichen. Wir kénnen dann (3) als die eine Brennfliche annehmen 
und wiinschen die andere Brennfliche aufzusuchen. In (33) haben wir 
die Bahnkurven der eingliedrigen Untergruppen von J",, welche auf (3) 
liegen, angegeben. Fiir die Lésung unserer Aufgabe brauchen wir offen- 
bar nur eine von diesen Bahnkurven in Betracht zu ziehen und kénnen 
deshalb 6 = 0 setzen. Fiir die so gewihlte Kurve brauchen wir nur 
eine einzige Tangente aufzusuchen. Fiir die Tangente im Punkte ¢t = 0 
ergibt sich nun unmittelbar 
(72) y=z—az=0. 

Durch Einfiihrung in (13) erhalten wir hieraus 
(73) 22 —3a2*w—Aw*® = 0. 
Die Bedingung fiir eine Doppelwurzel von (73) ist 
(74) A+a*=0. 


Durch (74) wird mithin die zweite Brennfliche der Kongruenz bestimmt. 
Wenn andererseits 4 gegeben ist, so findet man in (74) drei Lésungen 
fiir a, von denen aber nur eine reell ist. Hierir liegt eine Bestatigung 
unseres Satzes, daB es drei verschiedene Kongruenzen gibt, die als Brenn- 
flachen zwei gegebene Flachen (13) haben. 

9. Wir wollen hier zunichst zwei Satze fiir die Flachen (67,) her- 
leiten, durch welche der schon besprochene Zusammenhang zwischen 
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diesen Flachen und der Cayleyschen R, beleuchtet wird. Fiir die letz- 
teren Flichen kennen wir bereits aus der 3. Nummer die entsprechenden 
Satze. Erstens gilt niamlich der Satz, daf eine Gerade, welche eine 
Flache (67,) nach einem harmonischen Doppelverhiltnis schneidet, Bise- 
kante einer asymptotischen Kurve sein muB. Da die Punkte der Flachen 
in allgemeiner Lage projektiv aquivalent sind, so geniigt es, wenn wir 
den Satz fiir 4 = 1 und fiir die Linien, welche vom Einheitspunkte aus- 
gehen, beweisen. Fiir eine solche Gerade hat man 


(75) z=oz—(o—l1)w, y=az—(ce—1)w. 
Nach Einfiihrung in die Gleichung der Flache erhalten wir hieraus 
(76) oz — (o — 1)2w — ozw’® + (0 — 1)w* = 0. 


Als Bedingung fiir harmonisches Doppelverhiltnis bekommt man jetzt 
(77) (o— I)(— 1f+ eo = (e+0—I(eo—o+1) =0. 

Bei der ersten Méglichkeit 9 + o — 1 = 0 erhilt man nach (75) 

(78) Z+y—z—w=0. 


Die Ebene (78) geht durch den Einheitspunkt und enthilt iiberdies die 
Erzeugende 


(79) t+y=2z+w=0. 
Beachtet man nun, da8 
(79,) z—y=z—-w=0 


die Erzeugende durch den Einheitspunkt bezeichnet, so laBt sich ohne 
Miihe schlieBen, daB der Komplex der die Flache harmonisch schneidenden 
geraden Linien durch die linearen Kongruenzen erzeugt wird, welche als 
Leitlinien je zwei Erzeugende 


(80) o—py=z—pw=0; st+py=z+nuw=0 

haben. Hieraus ergibt sich leicht als Gleichung des Komplexes 

(81) Pia Pas t+ Pis Pis = 9. 

Aus der zweiten Méglichkeit 0g —-o+ 1=—0 bekommen wir nach (75) 
(82) syt2+w*—cw—yz—zw=0. 

Nun hat (82) die Bedeutung eines Kegels, fiir welchen 

(83) wiy:2:w = P:1:8:t 


eine Leitkurve bedeutet, welche durch den Einheitspunkt, d. h. die Spitze 
des Kegels, hindurchgeht. Da aber (83) eine asymptotische Kurve der 
Flache bezeichnet, was man leicht direkt beweist und was iibrigens aus 
unseren in Nr. 1 zitierten Arbeiten folgt, so ist der Satz bewiesen, daB 
es die Sehnen der asymptotischen Kurven sind, welche eine Flache (67,) 
harmonisch schneiden. 
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Cayleysche Regelflache. 
Als Tangente der Kurve (83) im Einheitspunkt erhilt man 


(84) a2=2z2—w, y =2w—2z. 
Nach Einsetzung in (67,) ergibt sich hieraus 
(85) Adt—2Ak w+ 22 — wt = 0. 


Da die quadratische Invariante der linken Seite von (85) verschwindet, 
so laBt sich schlieBen, daB eine Hawpltangente einer Fliche (67,) jede 
Flache des Biischels nach einem dquianharmonischen Doppelverhilinis 
schneidet. Eine andere Eigenschaft der Flachen (67,) la8t sich aus dem 
Umstande herleiten, daB die Geraden (79) und (84) einander treffen. Fiir 
A = 1 1aBt sich dieselbe so aussprechen, daB die Haupttangenten, welche 
von einer Erzeugenden (80) ausgehen, die andere Erzeugende (80) schneiden 
miissen. 

10. In der ersten Nummer ist hervorgehoben worden, daB es o° 
projektive Transformationen gibt, welche die Hauptgebilde (die Haupt- 
ebene w = 0, die Hauptgerade z = w = 0 und den Hauptpunkt z = z = w = 0) 
in sich iiberfiihren. Untersucht man nun, in welche Komplexe hierbei der 
Komplex (19), der durch die Haupttangenten des Biischels (13) erzeugt 
wird, transformiert werden kann, so findet man, daf die Gleichung eines 
solchen Komplexes die Gestalt 


(86) (@, Pys + Sy Pog + 3 Pig) Psa + % Pig + 25 PR, = 0 


haben muB. Da die Anzahl der Komplexe (86) nur co‘ ist, so muf der 
Komplez (19) eine fiinfgliedrige projektive Gruppe I’, gestatten. In der 
viergliedrigen Gruppe J°,, welche das Biischel (13) invariant laBt, haben 
wir eine Untergruppe von J’,. Diese J’, enthalt als Untergruppe J’, mit 
den erzeugenden eingliedrigen Gruppen (7), (11) und (15). Als vierte er- 
zeugende eingliedrige Untergruppe von J, kénnen wir 

(87) yivieiw =yt+Awiaiz:w 

wihlen. Es ist jetzt eine zu J’, nicht gehdrende Operation von J’, her- 
auszufinden. Durch Kombination mit (11) und (15) kénnen wir diese so 
wahlen, daS z und w ungedndert bleiben. Es lJa6t sich weiter durch 
Kombination mit (7) und (87) erreichen, da8 w in den Substitutionen fiir 


y und z nicht auftritt. Die Operation, um welche es sich handelt, labt 
sich also in der Gestalt 


(88) yiaid:w =ay+a,2+4,2:6,.04+ 6, 2:2: 0 

schreiben. Aus (88) erhalten wir leicht eine entsprechende Substitution 
in den Linienkoordinaten p,;,, und es gilt die Bedingungen aufzufinden, 
damit bei dieser der Komplex (19) in sich tibergefiihrt wird. Nach ziem- 
lich einfachen Rechnungen, deren Durchfiihrung wohl hier wenig Interesse 
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darbietet, erhalten wir als fiinfte erzeugende eingliedrige Untergruppe 
von I’; 
(89) Yiaie2iw = y+ 6yr+6u?2:24+2u2:2:u. 
Durch Einwirkung von (89) auf (13) ergibt sich 
(90) yw —322w+ 224 6uw(cw— 2%) + 6p? zw — Aw = 0. 
Man hat also, den verschiedenen Werten des Parameters u entsprechend, 
in (90) oo' R,-Biischel, deren Haupttangenten, ebenso wie die Haupttangenten 
des Biischels (13), dem Komplezx (19) angehdren. 

Es la8t sich dies auch leicht direkt beweisen. Dabei geniigt es, da 
I’, jede eigentliche R, (90) in jede andere iiberfiihrt, wenn wir fiir die 
besondere Flache (3) des Biischels (13) nachweisen, daS jede Haupt- 
tangente auch fiir jeden Wert von ~ Haupttangente einer Flache (90) ist. 
Fiir die asymptotischen Kurven von (3) haben wir die Darstellung (14). 
Als Haupttangenten lings der Erzeugenden y = z = 0 (also fiir ¢ = 0) 
bekommen wir 


(91) y—3uz=—=2—uw = 0. 

Wenn wir in (90) fiir y und z nach (91) substituieren, so erhalten wir 
(92) 22 — 6u2w+ 6p zw —(A— 6uy)w* = 0. 

Das erwiinschte Resultat folgt nun daraus, daB fiir 

(93) A= 6uy+2,' 


das linke Glied von (92) = 2(2—yw)* ist. Fir die Haupttangenten 
lings einer allgemeinen Erzeugenden t = t bekommen wir 

(94) y—3(°+u)2+2row =z —21z2+4+(*? —u)w = 0. 

Nach Einfiihrung in (90) ergibt sich hieraus 

(95) 22°—6(u+1)2 w+ 6(u+ rt) zw —(A+27°4+6ur*—6upy)w' =0. 
Fir 


(96) A=6uy+2y'+6y'r 
geht (95) in 
(97) 2(z —(u +1) w)* = 0 


iiber. Die gerade Linie (94) ist mithin Haupttangente von o' Flichen (90), 
und dabei beriihrt dieselbe in jedem Punkte eine andere Fliche. Andert 
man den Parameter u, d. h. geht man zu einer anderen asymptotischen 
Kurve iiber, so ist aus (96) ersichtlich, wie die beriihrten Flachen (90) 
wechseln. 

In (90) haben wir o* R,, welche durch die Parameter ~ und A 
unterschieden werden, und diese R, lassen sich durch Fixierung des Para- 
meters 4 in oo’ Biischel zerlegen. Wir wollen den Einflu8 der Gruppe J’, 
auf die Parameter ~ und A untersuchen. Wenn wir uns zunichst auf u 
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beschrinken, so finden wir, daB yu bei (7)), (11) und (87) invariant bleibt. 
Dagegen erleidet «4 bei (15) und (89), wobei wir hier in (89) mu durch py, 
ersetzen, bzw. die Substitutionen, 

(98) w=a pn pw =pt+p, 

Die eingliedrigen Gruppen (7), (11) und (87) erzeugen mithin eine drei- 
gliedrige Gruppe I°;, durch welche jedes der in (90) enthaltenen o' Biischel 
in sich tibergefiihrt wird. 

Wir wollen weiter untersuchen, wie der Parameter A bei der Gruppe J’; 
geandert wird. Dabei ist zu erwarten, daf man von u* abbingige Koeffi- 
zienten bekommt. Bei (87) wird in (90) nur das Glied yw* geandert, 
und man erhalt, wenn man in (87) A durch A, ersetzt, 


(99,) ¥ =A’, 
Bei (7) riihrt die Anderung vom Gliede 64 2w* her, und man bekommt 
(99,) WV =A—6up. 


Die entsprechende Rolle spielt bei (11) das Glied 6*zw*, und man er- 
halt als dritte Substitution 


(99,) ¥=A—6by*a. 


Wird hier yu als feste GréBe gedacht, so sieht man unmittelbar aus (99,), 
(99,) und (99,), daB sich zwei eingliedrige Gruppen herleiten lassen, welche 
A in sich iiberfiihren. Durch diese Gruppen wird eine zweigliedrige 
Gruppe I definiert, welche jede Flache des betreffenden Biischels (90) 
in sich tiberfiihrt. Diese Gruppe I’ andert sich mit mw und fallt fir 
= 0 mit der in Nr. 2 eingefiihrten Gruppe J, zusammen. 

Zwei verschiedene Gruppen I haben eine eingliedrige Untergruppe 
gemeinsam, welche also die Flachen zweier Biischel (90) invariant laBt. Aus 
(99,) und (99,) ist ersichtlich: falls wir fiir eine von diesen Gruppen J'{’ 
jf = 0 annehmen, so bekommen wir die fragliche eingliedrige Untergruppe 
durch Kombination von (7) und (11) fiir 
(100) u+pa=0. 

Hieraus ergibt sich fiir dieselbe die Darstellung 

(101) yf:a@ieiw’ = y+ 3a243(a? — wa)ze+ (2? —3 ya’) w: 

:@+2a2+ (a*— wa)wi2e+aw:w. 

Nun ist aber (101) mit (34) identisch; es ist nur der feste Parameter a 
durch — yp ersetzt. Betreffs der Bahnkurven bei (101) brauchen wir 
mithin nur auf (33) hinzuweisen. Suchen wir die Schnittkurve der be- 
sonderen Flache (90) fiir A = ~ = 0, d.h. der Flache (3), mit einer be- 
liebigen Flache (90), so erhalten wir, wie jetzt leicht zu verstehen ist, 
immer eine Kurve (33). In der Tat, wenn wir z:w = ¢ setzen, so be- 
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kommen wir unmittelbar einen Ausdruck fiir z:w und dann fiir y:w in 
der Gestalt 


(102) yew =P —SpP+ eee —ptp el 

Wir kénnen auch schlieBen, daB die Haupttangenten von (3) lings einer 
Kurve (102) dieselbe Fliche (90) beriihren, wobei hier natiirlich der Para- 
meter yu als fest anzusehen ist. Nun geben durch verschiedene Punkte 
von (102) verschiedene Haupttangentenkurven, und fiir ¢=7t hat man 


A 
(103) Cm =~ pt tg: 
Fiihrt man diesen Wert von u in (96) ein, so bekommt man, wenn in 
(96) A statt 4 geschrieben wird, 
(104) A=A+2,', 
womit unsere Behauptung bewiesen ist. 
11. Wir wollen jetzt die Beziehungen des Linienraumes zu dem 


Biischel (39) untersuchen. Dabei ist es bequem, die Gleichung des Biischels 
in der Gestalt 


(105) yw*'—32z2w+242 = 0 
zu schreiben. Man gelangt ja dann durch die einfache Transformation 
(106) yYi:ai2iws:=Py:AciAz:w 


von der Flache (3) zu einer beliebigen Flache (105). Auch bekommt man 
so aus der Darstellung (14) fiir die asymptotischen Kurven von (3) un- 
mittelbar die asymptotischen Kurven der Flachen (105). Es ist leicht, 
fiir eine Flache (105) den Komplex zu bestimmen, der durch die Bi- 
sekanten der asymptotischen Kurven der Flache erzeugt wird. Es ist ja 
hierzu nur nétig, die Gleichung (25) der Transformation (106) zu unter- 
werfen. Die Multiplikatoren, welche die Linienkoordinaten dabei erhalten, 
sind fiir p,, 4°, fiir p,, und p,, #* und fiir p,, und p,, A. Fiir den Kom- 
plex ergibt sich hieraus die Gleichung 


(107) 22 p,s Dis — A( Pag + 3 Ps) Pig Psa + Pie = O- 


Da A hier im zweiten Grade auftritt, so muB eine allgemeine gerade 
Linie fiir zwei Flachen (105) Bisekante einer asymptotischen Kurve sein. 
Doch fallen diese Flichen zusammen, falls die Linie zum Komplex 


(108) (Pa, + 3 7,3)" — 8 Pas P,, = 0 


gehért. Man findet weiter, da die Flaichen reell bzw. konjugiert imaginir 
sind, je nachdem das linke Glied von (108) > 0 bzw. < 0 ist. Nimmt 
man etwa als Beispiel die von einem Punkte ausgehenden geraden Linien, 
so wechseln die Zeichen > und <, wenn die Linie von der einen zur 
anderen Seite des Komplexkegels von (108) tibergeht. 


Pre 
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Sucht man die Gleichung des Komplexes, der durch die Haupt- 
tangenten der Flachen (105) erzeugt wird, so bekommt man 


(109) (Ps, + 3 p15)" — 99371, = 9. 


Die nahe Ubereinstimmung zwischen den linken Gliedern von (108) und 
(109) ist nicht iiberraschend. Man beweist naimlich auBerst leicht, da8 
jeder Komplex des Biischels 


(110) (Pag + 3215)” — 4 Pas Pi, = 0 


bei der dreigliedrigen projektiven Gruppe J’, invariant bleibt, welche durch 
I;, d.h. (7) und (15), und (106) erzeugt wird. Nun miissen offenbar die 
Eigenschaften, durch welche wir die Komplexe (108) und (109) charak- 
terisiert haben, bei J°, erhalten bleiben. THiernach ist es eine ganz 
natiirliche Sache, daB beide Komplexe (108) und (109) dem Biischel (110) 
angehoren. 

Man bekommt eine bei J, invariante Kongruenz, indem man von 
einer zu (15) gehérenden Bahnkurve ausgeht und diese den Operationen 
von (7) unterwirft. Umgekehrt la8t sich durch (7) eine in der Kongruenz 
enthaltene Kurve in eine Bahnkurve bei (15) iiberfiithren. Die Gleichung 
einer solchen Kurve haben wir bereits in (37) gegeben. Fiir die Tangente 
bekommen wir 


(111) y=3clz—2c#w; «= 2e,tz2z—c,fw. 
Wenn wir diese Ausdriicke fiir y und z in (105) einfiihren, so ergibt sich 
(112) 2A —6e,t22w+ 3(c4-¢,)lzw*—2cw" = 0. 


Als Diskriminante von (112) erhalten wir nach Vernachlissigung 
einer Potenz von ¢ 
(113) 42*c? + 2A(c+-¢,)' —12Ace, (c+ ¢,) + 16cc3 —3c#(c +e, = 0. 
Durch die Lésungen von (113) werden die beiden Brennflichen der Kon- 
gruenz bestimmt. Eine von diesen Lésungen gibt die Flache (105), auf 
welcher die Kurve (37) liegt. Fir dieselbe erhalten wir demnach 


(114) 2A—3e,+c¢=0. 
Fir die andere Lésung ergibt sich 
(115) 2e°A—3cc?+c? = 0. 


Wir stellen uns die Frage nach der Anzahl der Kongruenzen mit 
zwei gegebenen Brennflichen. Dabei ist es zulissig, fiir eine Brennfliche 
4A =1 m nehmen. Wir haben dann 


(116) o = $e, —2. 
Nach (115) und (116) besteht zwischen c, und A die Relation 
(117) (3c, — 2)"4—c3 (4c, —3) = 0. 
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Denkt man sich in (i117) A als gegeben, so erhalt man eine Gleichung 
3. Grades fiir c,. Hieraus l48t sich schlieBen, daf es drei verschiedene 
Kongruenzen gibt, welche zwei gegebene Flichen (105) als Brennflichen 
haben. Es gilt noch zu entscheiden, wie viele von diesen Kongruenzen 
reell sind. Die Nullsetzung der Diskriminante von (117) liefert fiir A 
die Gleichung 
A(a— 1’ = 9, 

und man findet, daB (117) drei reelle Wurzeln fir 4 <0 und nur eine 
reelle Wurzel fiir 4 > 0 besitzt. Wie sich hieraus schlieBen laBt, ist nur 
eine von den drei Kongruenzen reell, wenn 4 fiir die Brennflichen dasselbe 
Zeichen hat; hat aber A fiir die Brennflichen verschiedene Zeichen, so sind 
sdimtliche drei Kongruenzen reell. 

DaB die hier in Rede stehenden Kongruenzen 3. Ordnung und 
3. Klasse sind, la£t sich leicht direkt nachweisen. Die Anzahl der 
gemeinsamen Tangenten der Querschnitte, welche eine Ebene aus zwei 
Flachen (105) ausschneidet, soll also neun sein. Nun sind die Quer- 
schnitte von der 4. Klasse, woraus man auf eine Anzahl von 16 gemein- 
samen Tangenten schlieBt. Drei gemeinsame Tangenten werden aber im 
Punkte y = z = 0, wo die Querschnitte einander oskulieren, absorbiert. 
Hierzu kommt noch, da8 im Doppelpunkte z = w = 0 die Querschnitte 
dieselben Tangenten haben, wodurch noch vier gemeinsame Tangenten 
absorbiert werden. 

Wir wollen jetzt die Frage beantworten, zu welchem Komplex (110) 
die gerade Linie (111) gehért. Friir die Linienkoordinaten dieser Geraden 
erhalten wir die Relationen 


(118) Pos: Pac: Pisa: Pig = 26,8 33,8 :c8 : Zot. 
Hieraus ergibt sich 
(119) 9(c + ¢,)? = 4uce, = u[(e + ¢,)* — (ec —¢,)*). 


Sind die Brennflachen reell, d.h. c und c¢, reelle GréBen, so muB 
also entweder « >9 oder u» < 0 sein. Reelle gerade Linien von Kom- 
plezen (110) mit 0 <u <9 gehéren somit zu Kongruenzen mit konjugiert 
imagindren Brennflichen. 

Auf Grund der zweigliedrigen Gruppe /°; miissen simtliche Linien 
einer Kongruenz dieselbe Fliche (105) entweder in drei reellen oder in 
einem reellen und zwei konjugiert imaginaren Punkten schneiden. Offenbar 
vermitteln die Brennflichen den Ubergang zwischen diesen beiden Fallen. 
Es wird auch leicht eingesehen, da fiir 4-- o der letztere Fall gelten 
mu8. Sind also A, und A, die Argumente fiir die Brennflichen uad 
A, > 4,, so werden nur diejenigen Flachen, fiir welche man 4, > 1 >A, 
hat, in drei reellen Punkten geschnitten, und bei zwei konjugiert imagi- 
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naren Brennflachen treffen die Linien der Kongruenz jede Flache des 
Biischels (105) nur in einem reellen Punkte. Insbesondere wird bei einer 
doppelten Brennfliche, wo die Linien der Kongruenz Haupttangenten 
sind, nur die Brennfliche in drei reellen (und unmittelbar aufeinander- 
folgenden) Punkten getroffen. Aus den obigen Tatsachen folgt, da8 die 
Linien der Komplexe (110) fiir 0< «<9 keine Flache (105) in mehr 
als einem reellen Punkte schneiden. 

12. Mit gréBeren Schwierigkeiten ist die Behandlung der Kongru- 
enzen, welche zwei Flichen des Biischels (44) als Brennflichen haben, 
verbunden. Zur Orientierung bestimmen wir zunichst die Anzahl der 
gemeinsamen Tangenten der durch eine Ebene aus den Flachen aus- 
geschnittenen Querschnitte. Wie man durch eine Betrachtung der Bild- 
kurven (46) unmittelbar ersieht, handelt es sich hier um Kurven vom 
Geschlechte p = 1, welche in den Schnittpunkten mit der Kuspidalkurve 
drei Spitzen haben. Nach der Pliickerschen Formel 


k = 2n+2(p— 1) —+, 


wo nm und x bzw. die Ordnung und die Anzahl der Spitzen bedeuten, 
bekommen wir fiir die Klasse eines Querschnitts k = 9. Die Anzahl 
der gemeinsamen Tangenten sollte mithin 81 sein. Hieran miissen aber 
zwei Reduktionen gemacht werden. Erstens fallen die Tangenten in den 
drei Spitzen zusammen, wodurch 3-3 = 9 gemeinsame Tangenten ab- 
sorbiert werden. Hierzu kommt, da’ im Schnittpunkte mit der Haupt- 
linie z = w= 0 beide Kurven drei Zweige mit der gemeinschaftlichen 
Tangente in w = 0 besitzen. Hieraus entstehen zwischen den Kurven 
insgesamt neun Beriihrungen und eine Reduktion in der Anzahl der 
gemeinsamen Tangenten um 18. Nimmt man also den Inbegriff der in 
Rede stehenden Kongruenzen, so bekommt man die Klasse 81 — 9 — 18 = 54. 

Die Anzahl der einzelnen Kongruenzen mit zwei gegebenen Brenn- 
flichen (44) ist neun. Man ersieht dies wohl am einfachsten, indem man 
von einer Beriihrungsebene der einen Brennfliche ausgeht. In dieser 
Ebene liegen neun vom Beriihrungspunkte ausgehende Tangenten an die 
andere Brennflache. Da in J; nur die Identitét den Beriihrungspunkt 
ungedindert l4Bt, so kann J’;' keine von diesen Tangenten in eine andere 
tiberfiihren. Dieselben gehéren mithin zu neun verschiedenen Kongru- 
enzep. Es liegt die Vermutung nahe, daB jede von diesen Kongruenzen 
die Klasse sechs hat, was auch leicht zu bestitigen ist, indem man 
untersucht, wie oft eine gegebene Gerade durch J in eine gegebene 
Ebene iibergefiihrt wird. Nach den Reziprozititseigenschaften, welche 
uns aus der 7. Nummer bekannt sind, mu8 auch die Ordnung der Kon- 
gruenzen sechs sein. 

Mathematische Annalen. 113. 13 
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Es gibt zwei Arten von Kongruenzen mit einer doppelten Brenn- 
fliche, indem die Linien der Kongruenz entweder Haupttangenten oder 
Doppeltangenten der Brennfliche sein kénnen. Ist fiir einen ebenen 
Querschnitt « die Anzahl der Wendetangenten, so hat man nach einer 
Pliickerschen Forme] 

i=—x+3(k—n) = 12. 


Nun gehéren offenbar die beiden in der 6. Nummer behandelten Systeme 
von asymptotischen Kurven zu verschiedenen Kongruenzen, und es gibt 
dementsprechend zwei Kongruenzen von Hawpltangenten der Brennflache, 
welche von der 6. Ordnung und 6. Klasse sind. Wie in ,,W-Kurven“ 
(8. 329) ist es zu erwarten, daB in jeder von diesen Kongruenzen sich 
drei Kongruenzen mit verschiedenen Brennflaichen vereinigt haben. Da der 
Querschnitt von der 9. Klasse und vom Geschlecht 1 ist, so hat man 
insgesamt 27 Doppeltangenten und Wendetangenten. Die Anzahl der 
Doppeltangenten mu8 mithin 15 sein. Unter diesen riihren aber sechs 
von den drei einander im Schnittpunkte mit der Hauptlinie beriihrenden 
Zweigen der Kurve her. Fiir die Gesamtklasse oder Gesamtordnung der 
durch Haupttangenten erzeugten Kongruenzen ergibt sich also die 
Zahl neun. Fiir die Schnittkurve einer Beriihrungsebene mit der Brenn- 
fliche reduziert sich die Klasse um zwei Einheiten und ist also nur 7. 
Vom Beriihrungspunkte gehen demnach drei noch anderwirts beriihrende 
Tangenten aus. Diese gehéren zu verschiedenen Kongruenzen, und man 
hat also drei Kongruenzen von dritter Ordnung und Klasse, welche sich durch 
die Doppeltangenten der Brennjliche erzeugen lassen. Die Erklirung der 
Tatsache, da8 Ordnung und Klasse sich hier auf die Hialfte reduziert 
haben, liegt darin, daB, wie wir sehen werden, es in J; eine involuto- 
rische Operation gibt, welche eine gegebene Doppeltangente in sich iiber- 
fiihrt und dabei die Beriihrungspunkte vertauscht, so da8 eigentlich die 
Doppeltangente in der Kongruenz doppelt gezahlt wird. 

13. Die Transformationen von der Periode 2 in J’; bekommt man 
durch Kombination der Operationen (11) mit (15) fir a= —1. Nimmt 
man hierbei insbesondere in (11) die Identitat, so ergibt sich 


(120) yiaieiw = — ye: —2:w. 


Es hat (120) die Bedeutung einer axialen Perspektivitét mit den 
Achsen y=z=0 und z=w=0. Enrstere Achse ist eine Erzeugende 
der Flache (3) und letztere die gerade Linie in der Hauptebene w = 0, 
welche von den Haupttangenten lings dieser Erzeugenden getroffen 
wird. Dies gentigt, um klarzulegen, daB die involutorischen Operationen 
in J; axiale Perspektivitaten sind, deren Achsen in der eben besprochenen 
Beziehung zueinander stehen. Die Achsenpaare mit diesen Eigenschaften 
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haben wir aber bereits in (21) und (22) angegeben. Es ist leicht verstand- 
lich, daB eine Linie, die bei einer involutorischen Operation von Jy in 
sich tibergeht und eine Flache (44) beriihrt, diese Fliche zweimal beriihren 
muB. Die Doppeltangenten der Flaichen (44) lassen sich somit in o' 
lineare Kongruenzen verteilen. Wie wir in der 3. Nummer erwiesen 
haben, erzeugen diese Kongruenzen den Komplex (25). Die geraden 
Linien, welche die Fliche (3) nebst der Hauptebene in vier Punkten mit 
harmonischem Doppelverhdltnis schneiden, besitzen also noch die zweite Eigen- 
schaft, daB dieselben nicht zwei verschiedene Flichen (44), sondern nur eine, 
aber diese in zwei Punkten, beriihren. Offenbar gilt diese Eigenschaft 
auch fiir alle mit (44) analogen Biischel, welche man erhilt, indem man 
von anderen asymptotischen Kurven der Fliche (3) als (8) ausgeht. 

Wir wollen die Bahnkurven bei eingliedrigen Untergruppen von J’ 
aufsuchen, deren Tangenten die Achsen eines Paares (21) und (22) schneiden. 
Dabei geniigt es, wenn wir uns auf die Bahnkurven einer einzigen Unter- 
gruppe beschrinken, da die iibrigen, wenn von der Untergruppe (11) ab- 
gesehen wird, sich durch J’;' in diese transformieren lassen. Fiir unseren 
Zweck kénnen wir mithin die Kurven (37) auswahlen. Als Gleichung 
der Tangente einer solchen Kurve im Punkte ¢ = tr haben wir 
(121) y= 3crz—2crw; «c= 2¢,tz—C¢, tw. 

Fiir die Linie (22), welche von (121) getroffen wird, haben wir ¢ = 2¢, t. 
Wird dieser Wert von ¢ in (21) eingefiihrt, so erhalten wir als Bedingung, 
damit (21) und (121) einander schneiden, 

(122) 4c} — 3¢,(e+¢,)+2¢ = 0. 

Wenn man auf die oo' durch (122) bestimmten C, die Operationen 
von (11) ausiibt, so bekommt man o*C,, durch deren Tangenten der 
Komplex (25) erzeugt wird. Es gilt nun hieraus die Kongruenz auszu- 
sondern, welche eine bestimmte Brennflaiche (44) besitzt. Hierbei kommt 
die Abbildung (42) der Flache auf die (¢,v)-Ebene zur Anwendung. 
Den C, entsprechen ja dabei gerade Linien, und ¢ hat an beiden Stellen, 
als Ausdruck fiir z:w, dieselbe Bedeutung. Die Ausdriicke fiir c und c, 
erhalten wir dementsprechend, indem wir in (42) v:t = » setzen, wo v 
fiir jede einzelne Kurve eine feste GréBe bedeutet, in der Gestalt 


(123) c= P+3xrF411; g=xF+1, 
Durch Einfiihrung in (122) ergibt sich hieraus die Bedingung 
(124) 4° — 3x1 =0. 


Zu jeder der drei Wurzeln v von (124) gehdrt nun eine Kongruenz von 
Doppeltangenten der F,. Die Kurven C, in einer solchen Kongruenz 
werden auf das Geradenbiischel 

(124,) v—vit+o=0 
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abgebildet, wo » die entsprechende Wurzel von (124) und g einen be- 
weglichen Parameter bedeuten. Als Bedingung fiir die Realitét saimt- 
licher drei Wurzeln bekommt man 

(125) x(42%°+ 1) < 0. 

Man schlieBt hieraus, daf die drei Doppeltangentenkongruenzen fiir die 
Flachen (44), mit elliplischen Punkten reell sind. Fiir die Flichen (44) 
mit hyperbolischen Punkten ist dagegen nur eine Doppeltangentenkongruenz 
reell, und die beiden iibrigen sind konjugiert imagindar. 

14. Um jetzt die Kongruenzen mit zwei gegebenen Brennflichen (44) 
zu bestimmen, nehmen wir wieder als Ausgangspunkt, daB die Tangenten 
einer Kurve (37) zwei Flachen (44,) beriihren, von denen eine die Punkte 
der Kurve enthilt, und die andere von den Schmiegungsebenen der 
Kurve berthrt wird. Setzen wir fiir die erste Brennfliche 4 = A,, so 
erhalten wir 


(126) (c, — 1)* — A, (ec — 3c, + 2)? = 0. 
Fihren wir hier fiir c und ¢, die Ausdriicke (123) ein, so ergibt sich 
(127) 4, =. 


Fiir die zweite Brennfliche schreiben wir 4 = A,. Um A, zu bestimmen, 
ist es vorteilhaft, von den Punkten der Kurve zu den Schmiegungsebenen 
tiberzugehen. Als Gleichung der Schmiegungsebene von (37) bekommt 
man nach der gewéhnlichen Methode 


y, 2 2 Ww 
6ct, 2c, OO, O . 
(128) 0, 2¢,t, 2, 0 =0=c,y—3ctz+ 3cc,z2—ce, fw. 


0, 0, 2¢, 6 
Hieraus erhalt man nach (59) fiir die Gleichung der Kurve im Ebenen- 
koordinaten 
(129) n:€:0:@ = ¢,:ct: cc, @:ce, &. 
Nach Einfiihrung in (63) bekommen wir fiir die Gleichung der zweiten 
Brennfliche in Ebenenkoordinaten 


(130) e(c? — c)®* — A(c? — 3cc? + 2c’ = 0. 
Zu diesem Wert A steht nach (66) A, in der Relation 
(131) A, = —A-}. 


Hiernach erhalten wir 

(132) ef (4c? — 3c? c, — 6ec? + cf + 4ecf) + 44, (ce? —3cce} + 2c)? = O. 
Unter den besonderen Fallen sind 4, = o,0, — } hervorzuheben. 

Fiir 4, = @ geht die F, in die doppelte R, tiber, und wir haben hierfiir 

die Bedingung 

(133) ce} — 3cc? +2c* = 0. 
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Fir 4, = 0 degeneriert die F, in den dreimal gezihlten Kegel zw — z* = 0. 
Wir haben aber bereits in der 5. Nummer hervorgehoben, da hierzu als 
Ergainzung die Kuspidalkurve (8) hinzuzukommen hat. In (132) haben 
wir auch fiir A, = 0 die zusammengesetzte Bedingung 


(134) ce} (40° — Sec, — 6cc? +c? + 4cc?) = 0. 


Fiir c, = 0 liegt die C, in z= 0, welche eine Beriihrungsebene des 
Kegels ist. Die Nullsetzung des zweiten Faktors in (134) bedeutet, daB 
die Tangenten der C, die Kuspidalkurve treffen. Fiir A, = —} hat 
man nach (131) in (130) A= 0. Man erhilt also die Bedingung 

(135) c(c? —c)® = 0. 


Fiir c = 0 geht die C, in einen Kegelschnitt iiber, der in der Schmie- 
gungsebene y = 0 der abwickelbaren Flache liegt, fiir welche (8) die 
Kuspidalkurve bezeichnet. Die Tangenten des Kegelschnittes beriihren 
mithin die abwickelbare Flache. Hat man aber c? —c = 0, so treffen 
die Tangenten der C, den Kegelschnitt, der durch die Hauptebene w = 0 
aus der abwickelbaren Flache ausgeschnitten wird. 

Bisher handelt es sich um die C, im allgemeinen, deren Ebenen 
eine F, (44,) beriihren, und bei weiterer Ausfiihrung gelangt man zum 
Komplexe der Tangenten der F,. Um hieraus Kongruenzen mit zwei 
Brennflichen zi erhalten, miissen wir annehmen, daB die C, auf einer 
zweiten F, (44) liegen, d. h. wir miissen fiir c und c, die Substitutionen (123) 
machen. Es werden dann die Formeln (130), (132), (133), (134) und (135) 
in der folgenden Weise umgeformt: 


(130,) (x? — » — x)® (+ 3x + 1) 
| — A(3 8 v* + (8 2 — 2) — 6x#* — 1) = 0. 
(132,) (9 + 1) (422 9 + (12 xt — 3x) »*® — 1202» — 4° + 1) 
+ 44, (32° + (82° — 2)% — 6x — 1)? = 0. 


(133,) 3x2 + (8x¢ —2)* — 6x—1 = 0. 
(134,) (9 + 1)* (42° + (12 4 — 3x) — 122 9 — 4° +1) = 0. 
(135,) (x2? — y —x)* (9 4 3x94 1) = 0. 


Da zwischen A, und A die Relation (131) besteht, so sind (130,) und 
(132,) miteinander aquivalent. Wir haben hier eine Involution 9. Grades 
in v, wo x und A, die Bedeutung eines festen bzw. verinderlichen Para- 
meters haben. Zu je neun zusammengehdrigen Werten v bei dieser Invo- 
lution gehéren neun Kongruenzen mit derselben zweiten Brennjliche. Den 
Kurven C, einer solchen Kongruenz, welche auf der ersten Brennflache 
liegen, entsprechen bei der Abbildung dieser Fliche auf eine Ebene die 
Geraden des Biischels (124,). 
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Unter den besonderen Werten fiir A, ist auBer 4, = 0, —}, @ 

noch A, = A, = x* zu betrachten. Nach (54) hat man fiir die Haupt- 
tangenten 
(136) xVt4x27—1= 0, 
und fiir die Doppeltangenten gilt (124). Man hat mithin in diesem 
Falle 
(137) (xv + 42° — 1)? (42° —3xr—1) = 0. 
Die auffallende Ubereinstimmung zwischen (134,), (135,) und (137) wird 
noch dadurch erhéht, daB in allen drei Fallen, wie man sich leicht iiber- 
zeagen kann, der kubische Faktor als Hessesche Kovariante den (dreifach 
auftretenden) quadratischen Faktor hat. Hierzu kommt noch, daB die 
drei quadratischen Faktoren zueinander in der Beziehung stehen, daB, 
falls man fiir irgend zwei derselben die Jacobische Kovariante sucht, man 
den dritten bekommt. Bekanntlich hat die Hessesche Kovariante reelle 
bzw. konjugiert imaginare Nullstellen, je nachdem der kubische Faktor 
eine reelle und zwei konjugiert imaginare bzw. drei reelle Nullstellen be- 
sitzt, so daB die Gesamtzahl der reellen Nullstellen immer drei ist. Da 
die quadratische Invariante verschwindet, so ist das Doppelverhiltnis der 
vier Wurzeln von (133,) aquianharmonisch. Hieraus folgt, daB zwei 
Wurzeln reell und die beiden iibrigen konjugiert imaginar sind. 

Die Anzahl der Doppelelemente einer Involution 9. Grades ist be- 
kanntlich 2-8 = 16. In dem obigen Falle verteilen sich diese Doppel- 
elemente zu je vier auf A, = 0, — }, x*, o. Nun kann die Anzahl der 
reellen Wurzeln von (132,) sich nur durch Vermittlung von vielfachen 
Wurzeln andern. Sucht man in der Nahe von A, = 0, —} oder x 
Entwicklungen fiir die Wurzeln », so findet man ohne weiteres, daB den 
dreifachen Faktoren immer nur eine reelle und zwei konjugiert imaginare 
Entwicklungen entsprechen. Die Anzahl] der reellen Wurzeln bleibt mit- 
hin ungedndert, wenn A, von — o bis + o sich bewegt, und ist nach 
einer obigen Bemerkung = 3. Fiir 4, = o ist den vier Doppelwurzeln 
(133,) noch die einfache Wurzel » = o hinzuzufiigen. Von den beiden 
reellen Doppelwurzeln fiir 4, = o ist eine durch Vereinigung von zwei 
reellen und die andere durch Vereinigung von zwei konjugiert imaginaren 
Wurzeln entstanden. Auf der anderen Seite von 4, = o geht die erste 
Doppelwurzel in zwei konjugiert imaginire und die zweite in zwei reelle 
Wurzeln iiber. 

Durch die obigen Resultate ist die Frage nach der Realitét der 
neun Kongruenzen mit zwei gegebenen Brennflichen (44) klargelegt. 
Die Antwort lautet, daB immer drei und nur drei Kongruenzen reell sind. 


(Eingegangen am 9 3. 1936.) 











Zur algebraischen Geometrie. VIII. 


Der Grad der GraSmannschen Mannigfaltigkeit 
der linearen Raume §,, in S,. 


Von 


B.L. van der Waerden in Leipzig. 


Das Hauptziel der vorliegenden Note ist, eine exakte Anwendung 
des Prinzips der Erhaltung der Anzahl zu geben, welche fiir viele ahn- 
liche Anwendungen als Vorbild genommen werden kann. 


§ 1. 
Problemstellung und Methode, 

Die m-dimensionalen linearen Teilriume [m] des projektiven n-dimen- 
sionalen Raumes [n] lassen sich vermége ihrer Pliickerschen Koordinaten 
auf Punkte eines Raumes [N] von der Dimension 

n+1 
7s . oP i) sis 
abbilden. Die Bildpunkte bilden eine rationale algebraische Mannigfaltig- 
keit © von der Dimension 
M = (m+1)(n—m) 
in [N], die GraBmannsche Mannigfaltigkeit der [m]) in [n]. Wir wollen 
den Grad g dieser Mannigfaltigkeit bestimmen. 

Ein obere Schranke fiir g hat Th. Vahlen') angegeben. 

Der Grad g ist die Anzahl der Schnittpunkte von © mit M all- 
gemeinen Hyperebenen w des Bildraumes [N], oder anders ausgedriickt: 
g ist die Anzahl der |m] in [n], deren Pliickersche Koordinaten einem 
System von M allgemeinen linearen Gleichungen geniigen. 

Man kann, wie wir in §3 zeigen werden, die linearen Gleichungen 
ohne Verringerung der Zahl g so spezialisieren, daB sie die Bedingungen 
bedeuten, daB der gesuchte Raum [m] mit M allgemein gegebenen Raumen 
[{n — m — 1] je einen Punkt gemeinsam hat. 

Gleichzeitig mit dem Grad g bestimmen wir auch die Gradzahlen 
einer Reihe von Teilmannigfaltigkeiten von ©, die von Schubert*) an- 
gegeben worden sind und die nach Ehresmann*) gleichzeitig eine Homo- 

1) K. Th. Vahlen, Journ. f. reine u. angew. Math. 112 (1893), 8. 306. 


®) H. Schubert, Acta Math. 8 (1886) 8. 97. 
%) C. Ehresmann, Ann. of Math. (2) 85 (1934), 8. 306—443. 











200 B.L. van der Waerden. 


logiebasis fiir © abgeben. Schubert bezeichnet nimlich mit [i,, i,, ..., im] 
die Gesamtheit der [m], die mit einem gegebenen [i,] mindestens einen 
Punkt gemeinsam haben, weiter mit einem gegebenen, [i,] enthaltenden [¢,] 
mindestens eine Gerade [1] gemeinsam haben, usw., und die schlieBlich 
ganz in einem gegebenen, [i,,_,] enthaltenden [i,,] liegen. Dabei ist 

(1) 0<i,<ij,<...i,cn 

vorausgesetzt. Die Bildmannigfaltigkeit von [i,, 1,,...,%,] in © wird 
ebenfalls mit [%,,%,,...,%,] bezeichnet. Die Dimension von [i,, ¢,,..., tm] ist 
(2) @=h + —N +--+ ln —m) = Sh— A). 

Der gréBte Wert von o ist 

o = M fir [i,, t,,..., 1.) = [» —m, n—m-+1,...,n] = G. 

Der kleinste Wert ist 9 = 0 fiir die aus einem einzigen Element [m] be- 
stehende Mannigfaltigkeit [0, 1, ..., ml. 

Die Gradbestimmung von [f,, t,,...,%,_] beruht auf der im wesent- 
lichen von Schubert*) schon angegebenen Formel 
(3) @ = [boy B19 ++ +> Sond 

= [6, — 1, 6, «.-, bmn) + [89 8, — 1, ~. 05 bee) «e+ Ht [hgs bys ++ 05 Mem — LY]. 
Dabei bedeutet die linke Seite den Schnitt von [%,, i,,...,%,] mit 
einer allgemeinen Hyperebene w, wahrend das Gleichheitszeichen bedeutet, 
daB die Schnittpunktszahl der Mannigfaltigkeit M,_, linker Hand mit 
einer beliebigen Mannigfaltigkeit Mt’ von der Dimension Mt —(og—1) in 
G gleich der Summe der Schnittpunktszahlen der Mannigfaltigkeiten 
rechter Hand mit Mf ist. Dabei sind auf der rechten Seite diejenigen 
Summanden, welche nicht der Bedingung (1) geniigen, wegzulassen. 

Wie der Beweis der Formel (3) zeigen wird, kann man die symbo- 
lische Gleichung (3) sogar zu einer Aquivalenz im Sinne der Theorie der 
linearen Scharen verschirfen, welche besagt, daB die Schnittmannig- 
faltigkeit M&,_, linker Hand, wenn w variiert, auf [i,, i,,...,%,] eine 
lineare Schar durchlauft, zu welcher auch die zerfallende Mannigfaltig- 
keit rechter Hand gehért. 

Aus dieser Aquivalenz oder auch schon aus der symbolischen Glei- 
chung (3) folgt, daB der Grad der Mannigfaltigkeit M,—, links gleich 
dem Grad der zerfallenden Mannigfaltigkeit rechts, also gleich der Summe 
der Grade ihrer Bestandteile ist‘). Bezeichnet also g (i,, i,,..., %,) den 
Grad der Bildmannigfaltigkeit [%,, ¢,,...,%,,], so ergibt sich 
(4) G (igs ty, ++ +» bm) 

=9(t, —1,4,,-.-5 tm) +g (8g, 8, — 1... 54m) + ~~. + Gigs Oy, -- +) Im — 1). 
4) In die Schubertsche Sprache tibersetat, heift diese Uberlegung so: Man 
multipliziere beide Seiten der symbolischen Gleichung (3) mit w°—' und erhilt (4). 
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Aus dieser Rekursionsformel und der Anfangsbedingung 


(5) g(0, 1,...,.m) =1 

folgen die Werte der Gradzahlen 

(6) 9 (%,, 4, very tm) = oa IT. “ t,); e= x (i = A) 
of tee fA ; 


in Ubereinstimmung mit Schubert. Insbesondere ist der Grad von © 
gleich 





(7) g =g(n—m, n—m-+l,..., n) 
M!112!...m 
- te iy = ahi M = (m+ 1)(n—m). 


Es handelt sich also — abgesehen von der rein arithmetischen Frage 
der Lésung der Rekursionsformel (4) durch (6) — nur um den Beweis 
der Schubertschen Formel (3). 

Schubert beweist (3) mittels des Prinzips der Erhaltung der Anzahl, 
indem er die allgemeine Hyperebene 80 spezialisiert, daB die Schnitt- 
mannigfaltigkeit linker Hand in die zerfallende Mannigfaltigkeit rechter 
Hand iibergeht. Diese Uberlegung mu8 nur erginzt werden durch eine 
exakte Multiplizitatsbetrachtung, welche zeigt, daB die Bestandteile dieser 
zerfallenden Schnittmannigfaltigkeit rechts alle mit der Multiplizitét Eins 
zu zahlen sind. Diese Multiplizitétsbetrachtung — das einzige Neue 
der vorliegenden Untersuchung — wird in §2 gegeben. 


§ 2. 


Beweis der Schubertschen Formel (3). 

Die Mannigfaltigkeit M, = [%,, ,,.-.,%,] wird durch m-+1 inein- 
ander geschachtelte Riume [i,], [t,], .-., [tn] gegeben, deren Dimensionen 
die Bedingung (1) erfiillen. Die Dimension g von M, wird durch (2) ge- 
geben. Die Hyperebenen » schneiden auf Mf, eine lineare Schar von 
(@ — 1)-dimensionalen Teilmannigfaltigkeiten M&,_, aus. Die Gleichung 
der Hyperebene in den (Pliickerschen) Koordinaten py, mége lauten 


(8) Fa Dh at = 0. 


Wir spezialisieren nun die Koeffizienten w 80, daB sie selbst die 
dualen Pliickerschen Koordinaten eines Raumes [n — m— 1] sind; dann 
bedeutet (8) die Bedingung, da8 die Riume [mn —m — 1] und [m] einen 
Punkt gemeinsam haben. Wir spezialisieren den Raum [n—m — 1] 
weiter so, daB er mit dem gegebenen 4, einen [t,— 1], mit [%,] einen 
[s, — 2], allgemein mit [i,] einen [i,;— (A+ 1)] gemeinsam hat. Diese 
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Raume [i, — (4+ 1)] sind als gegebene Raume zu betrachten; jeder vor- 
angehende Raum [%,_, — 4] liegt in dem folgenden [i, — (A + 1)] und ist 
nur dann mit ihm identisch, wenn i, — 1 = %,_, ist. 

Der Raum [m] soll nun die Bedingung (8) erfiillen, d.h. er soll mit 
dem gegebenen [n — m— 1] einen Punkt P gemeinsam haben. Dieser 
Punkt P liegt in [%,,], da der ganze Raum [m] in [t,,] liegt. Wir unter- 
scheiden nun m+ 1 Fille: 

Fall 1. P liegt in [s,]. 

Fail 2. P liegt in [%,], aber nicht in [i,]. 

Fall m+ 1. P liegt in [i,,], aber nicht in [é,,_,]. 

Im Falle 1 liegt P in [%,] und in [nm — m —1], also in deren Durch- 
schnitt [1,— 1]. Der Raum [m] hat also mit [1, — 1] den Punkt P ge- 
meinsam, geniigt also einer Bedingung [1, — 1, 4,, ..., tm). 

Im Falle 4+ 1 liegt P in [%,] und [mn — m — 1), also in deren Durch- 
schnitt [i, — (4+ 1)], aber nicht in [i,_,]. Der Raum [m] hat, wenn 
er der Bedingung [i,,4,,...,%.) geniigt, mit [s,_,] einen [A — 1] gemein- 
sam, der nicht durch P geht, also mit P zusammen einen Raum [A] be- 
stimmt, der im Verbindungsraum [i,— 1] von [i,_,] mit [%, — (A+ 1)] 
liegt. Die Dimension i,— 1 dieses Verbindungsraumes ergibt sich aus 
der bekannten Formel 
(9) v+d=p+q, 
in welcher p und q die Dimensionen der zu verbindenden Riume, v die 
Dimension des Verbindungsraumes und d die des Durchschnittes bedeutet. 
In unserem Falle wird die Formel (9) zu 

(2 — 1) + (4-1. — 4) =4&-.+(4—-—A-—}). 
Der Raum [m] hat also mit [i,— 1] eimen [A] gemeinsam, geniigt also 
einer Bedingung [i,, 4,,..., 4, — 1, .- «5 tm): 

Umgekebrt, wenn [m] der Bedingung [%,,%,,...,i,—1,...,%,] ge 
niigt, so hat [m] mit [t, — 1] einen [A] gemeinsam, der mit [i, — (A + 1)] 
zusammen in [i, — 1] liegt und der daher mit [i, — (A+ 1)] mindestens 
einen Punkt P gemeinsam hat. Der Raum [m] hat dann also mit [n—m] 
einen Punkt P gemeinsam, d.h. er geniigt der Bedingung w und auBer- 
dem offenbar der Bedingung [i,, 4,, ..., %,, «--» tm]: 

Aus dieser Betrachtung folgt, daB die vollstindige Schnittmannig- 
faltigkeit w -[i,, t,,..., tm) fiir das speziell gewahlte w in die (irreduziblen) 
Bestandteile [i,,1,,...,%, —1,...,%,] zerfallt. Erfillt eines von diesen 
Symbolen [i,,4,,...,4,;—1,...,%,] nicht die Bedingungen (1), ist also 
einmal 1, — 1 = 4,_,, so wird der Fall 4+ 1 ganz von selbst unmidglich, 





=e 
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da in diesem Falle der Raum [i, — (A+ 1)], in dem der Punkt P liegen 
soll, mit dem Raum [i,_, — 4], in dem der Punkt P nicht liegen soll, 
zusammenfallt, Die Symbole [i,,4,,...,%,;—1,...,%,] auf der rechten 
Seite in (3), welche (1) nicht erfiillen, sind also einfach wegzulassen. 

Soweit sind wir im wesentlichen Schubert gefolgt. Wir miissen nun 
noch zeigen, da8 alle irreduziblen Bestandteile [¢,,%,,...,%, —1,..., im] 
in der Schnittmannigfaltigkeit (3) einfach zihlen. Dazu geniigt es nach 
ZAG. V°), zu beweisen, da8 in einem gemeinsamen Punkt von M, 
und @ der Tangentialraum von Mf, nicht in der Hyperebene liegt. 

Ein Raum [m] des Systems M, = [i,,%,,...,%,] wird bestimmt 
durch einen Punkt Q, von [i,], einen davon linear unabhangigen Punkt Q, 
von [%,], usw. bis Q,, von [i,,]. Soll nun der Raum [m] etwa dem 
System [i,,...,%, —1,...,%,] amgehéren, so mu8 man den Punkt Q, in 
{i, — 1] statt in [t,] waihlen. Diesen Punkt Q, = z lasse man nun eine 
lineare Punktreihe 

Z2=%¥,0+%Y 

in [%,] durchlaufen, von welcher nur ein Punkt z’ in [i, — 1] liegt. Die 
iibrigen Punkte Q,, ..., Q:—1, Qi+i,---: Qn werden beliebig in den Raiumen 
{t,], ---» [ta—1], [ta4a], ---> [tn] gewahlt, aber so, daB Q, nicht dem Teil- 
raum [i,— 1] angehért (vy = 0,...,.A4—1,4+1,...,m). Durchléuft nun 
Q, = z die lineare Punktreihe, waihrend die iibrigen Punkte Q, fest bleiben, 
so hangen die Pliickerschen Koordinaten des Raumes [m], 


Pho ky. stm = ©  (Qodey (Qe, «-- Qadez «+ - (Qmdig 

linear von den Parametern y,,y, der Punktreihe ab. Der Bildpunkt 
von [m] im Raum [N] durchliuft also ebenfalls eine lineare Punktreihe, 
welche ganz auf der Bildmannigfaltigkeit M, liegt und welche mit der 
Hyperebene nur einen einzigen Punkt gemeinsam hat, weil eben nur 
der Punkt z’ in [t,— 1] liegt. Der Trager dieser Punktreihe ist eine 
Tangente von M,, weil er ganz auf M, liegt. Es gibt also in einem 
Schnittpunkt von M, und w eine Tangente von M,, welche nicht in der 
Hyperebene liegt, was wir beweisen wollten. 


§ 3. 
Der Grad von © und seine geometrische Deutung. 

Durch die oben bewiesenen Rekursionsformel (4) mit der selbstver- 
stindlichen Anfangsbedingung (5) sind die Gradzahlen g (t,,%,, ..., tm) 
offenbar festgelegt. DaBS nun die in § 1 angegebenen Werte (6) tatsich- 
lich die Rekursionsformeln (4), (5) erfiillen und somit die gesuchten Grad- 
zahlen darstellen, ergibt sich aus der unter *) zitierten Abhandlung von 


5) B. L. van der Waerden, Math. Annalen 110, S. 128. 
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Schubert*) oder auch aus der Abhandlung von Frobenius’) iiber die 
Charaktere der symmetrischen Gruppe S,. Die durch (6) gegebenen 
Zahlen g (i,,%,,---)%m_) Stimmen namlich merkwiirdigerweise mit den 
Graden der irreduziblen Darstellungen der Gruppe GS, iiberein, welche 
ebenfalls die Rekursionsformeln (4), (5) erfiillen. 

Die folgende Tabelle gibt die Werte des Gesamtgrades g der Mannig- 
faltigkeit G fiir » = 6 an. Fiir jeden Wert von nm wird der Reihe nach 
m= 0,1,2,...,.n—1 gesetzt. 


s = |; 1 

% == 2: 1 l 

= 3: 1 2 1 

n= 4: l 5 5 1 

© = §: 1 14 42 14 1 

n = 6: 1 42 462 462 42 1 


Die geometrische Bedeutung dieser Anzahlen ergibt sich, wenn man 
die Hyperebenen , die zur Definition des Grades von M, verwendet 
wurden, nicht, wie bisher, als allgemeine Hyperebenen annimmt, sondern 
sie (wie es auch Schubert getan hat) von vornherein so spezialisiert, da8 
die Koeffizienten w® in der Gleichung (8) einer solchen Hyperebene die 
Pliickerschen Koordinaten eines allgemeinen [n—m—1] sind. Die 
Gleichung (8) bedeutet dann, wie schon bemerkt, die Bedingung, da8 
der Raum [m] mit einem allgemein gegebenen [n — m — 1] einen Punkt 
gemeinsam hat. Wir diirfen dann also nicht mehr, wie bisher, von dem 
Grad von M, reden (denn Grad bedeutet Anzahl der Schnittpunkte mit 
einem allgemeinen System von Hyperebenen), sondern wir miissen unter 
g (to, t,. +++» tm) die Anzahl der Punkte von M, verstehen, welche einem 
System von o linearen Gleichungen (8) geniigen, deren Koeffizienten die 
Koordinaten von @ allgemein gewahlten Raumen [n — m — 1] sind, oder, 
was dasselbe ist, die Anzahl der Raume [m] des Systems [i,, i,, ..., tm], 
welche allgemein gegebene Raume [n —m — 1] schneiden. Fiir diese neu 
definierten Zahlen g(i,,i,...,i,) gelten nun alle Uberlegungen von § 2 
nahezu ungeandert, da ja die spezialisierten Hyperebenen w, die in dem 
Beweis gebraucht wurden, schon die hier vorausgesetzten speziellen Eigen- 
schaften haben. Eines besonderen Beweises bedarf es lediglich, daB der 
,»Grad“ (im neuen Sinn) einer zerfallenden Mannigfaltigkeit, wie sie rechts 
in (3) auftritt, gleich der Summe der ,,Grade“ der Bestandteile ist. Dazu 
mu8 man nachweisen, da8 die Mannigfaltigkeiten §,_, der Dimension 


*) Vgl. dazu auch H. Schubert, Math. Annalen 88 (1891), S. 589. 
7) G. Frobenius, Sitz.-Ber. Akad. Berlin 1900, S. 516. 
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@ — 2, welche je zwei Bestandteilen der zerfallenden Mannigfaltigkeit M, _, 
gemeinsam sind, keine Schnittpunkte mit 9 — 1 Hyperebenen » der hier 
betrachteten Art aufweisen. Dieses folgt nun wiederum daraus, daB die 
Dimension einer Mannigfaltigkeit M,_, sich bei Schnitt mit einer ge- 
niigend allgemein gewahlten Hyperebene der betrachteten Art immer um 
mindestens Eins erniedrigt, so daB also beim Schnitt mit 9 — 1 Hyper- 
ebenen schlieBlich nichts mehr iibrig bleibt. 

Die Zahlen g (%,,..., %,) nach der neuen Definition geniigen also ge- 
nau denselben Rekursionsformeln wie die alten; sie haben daher auch 
dieselben Werte (6). Insbesondere wird die Anzahl der Riume [ml], 
welche M = (m+ 1) (n—m) allgemein gegebene Raume [n -—- m — 1] 
schneiden, durch (7) gegeben. An Hand der obigen Tabelle findet 
man z. B.: 

Es gibt zwei Geraden im dreidimensionalen Raum, welche vier all- 
gemein gegebene Geraden schneiden (iibrigens allgemein bekannt). Es 
gibt fiinf Geraden im vierdimensionalen Raum S,, welche sechs allgemein 
gegebene Ebenen schneiden*). Es gibt (dual dazu) fiinf Ebenen im S,, 
welche sechs allgemein gegebene Geraden schneiden. Es gibt 14 Geraden 
im S,, welche acht allgemein gegebene Teilraume S, schneiden, usw. 


8) Vgl. C. Stephanos, C. R. Acad. Paris 98 (1881), S. 578, 633; C. Segre, Atti 
di Torino 22 (1887); R. Weitzenbéck, Sitz.-Ber. Akad. Wien 121 (1912), 8. 2553. 


(Eingegangen am 26. 3. 1936.) 











Ein Beweis der Relationen von Vahlen. 
Von 
Hans Richter in Leipzig. 





Sind 2,a,...a, die Pliickerschen Koordinaten eines (d — 1)-dimensio- 
nalen linearen Raumes im n-dimensionalen Raum der Punkte (z,, 2,,..., 2), 
so geniigen sie bekanntlich') den Bedingungen: 

(1) a, a,...a, &andert bei Transposition der Indizes das Vorzeichen. 


d 
(2) %g, 9g---9q° %a, ag...0g =m % Fo 9-9-1 @; 9541---9a° %oy ag---0g = 0. 


Andererseits hat K. Th. Vahlen*) ein System von notwendigen und 
hinreichenden Relationen dafiir aufgestellt, daB die 2,,..,, wirklich die 
Pliickerschen Koordinaten eines S,_, sind; namlich: 


a—1 
(3) Thy ...hg * %,...94 = |%g,...9; 4 he 94 + se 


(i Zeilen-, k Spaltenindex). 

R. Weitzenbéck*) hat nun gezeigt, daB die Relationen (3) aus (1) und (2) 
folgen. Der Beweis benutzt die symbolische Methode und die Identitaten 
der Invariantentheorie. Hier soll nun ein direkter Beweis fiir dieselbe 
Tatsache gegeben werden, welcher nur einfache Determinanteneigenschaften 
bendtigt. Gleichzeitig folgt aus dem Beweis in einfacher Weise, daB die 
Relationen (1) und (2) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend 
dafiir sind, daB die Ma,...04 die Pliickerschen Koordinaten einer S,—, sind, 
sofern sie nicht alle verschwinden. 

Der Beweis ergibt sich nun folgendermafien: 

1. Fall: Alle x, die eines der g, als Index haben, sind Null; (3) ist 
dann trivial. 

2. Fall: Es sei etwa 2,,-....+ 0, jedoch %, ...94 = 9; dann ist zu 
zeigen, da auch die rechte Seite von (3) verschwindet. Definieren wir 


d 


Ay = Mge...t $=1,2,...,4 
und wenden (2) fiir a,a,...¢, = r.-..t fiir irgendein ) an, so er- 
halten wir 


d 
(4) = 701-1 — 1 H+ 1-94" Ae = O fiir jedes k. 


1) R. Weitzenbick, Invariantentheorie, Groningen 1923, 8. 95: Formel J7, = 0. 
*) K. Th. Vahlen, Journ. f. Math. 112, S. 306. 
3) R. Weitzenbick, Invariantentheorie, § 13. 
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(4) ist ein homogenes Gleichungssystem mit nichttrivialer Lésung /,,..., 2,, 
dessen Determinante |, ... 9; — ade 8 + a++-9al also verschwinden muB. 
3. Fall: Es ist x = %y,...94 79. Wir definieren Punkte P, durch 
ty (Ps) = Mp, ...95_  k94 41-94 k= 0,1,...,n, 
und bilden daraus die Pliickerschen Koordinaten 


(5) mh tg = aw -|2n,(P,)| (¢ Zeilen-, & Spaltenindex), 
die den Bedingungen (1) und (2) geniigen. Zunichst berechnen wir 


75,9110 14 2---94" 
Es ist 
wt (P)=0 fir i+], 
%,(P,) = 2. 
Der Wert der Determinante in (4) ist also durch die Hauptdiagonale ge- 
geben und somit 


1 
* = ao «og — 3. = 
(6) Mg, 1 ON 44-9 q-1 a» (Pi) gy ...91- 19 44-++9a" 


Aus (6) und (1) folgt somit, daB 
(7) a* = 2% 
gilt, wenn héchstens ein Index von den g, verschieden ist. 
Es sei nun bereits bewiesen, daB (7) gilt, wenn bei m > 1 sich 
héchstens m Indizes von den g, unterscheiden, dann liefert (2): 


7b, «Oe + 1 ign 17"'%q 3 ae by 96 41---9q° May bg... Om 4 4 ey 4. 9°** Neg, 
Da diese Gleichung aber ebenfalls fiir die * gilt, und auf der rechten 
Seite nur Ausdriicke stehen, die héchstens m von den g, verschiedene 
Indizes haben, liefert also die Induktion nach m allgemein die Giiltigkeit 
von (7) und damit von (3); q. e. d. 


(Eingegangen am 25. 4. 1936.) 











Automorphismen und Divisorenklassen 
der Ordnung / in algebraischen Funktionenkérpern. 


Von 
Max Deuring in Leipzig. 


1. Fir die Theorie eines allgemeinen algebraischen Funktionenkérpers 
ist die Kenntnis der Struktur seiner Divisorenklassengruppe von Bedeu- 
tung. Sie ist es deswegen, weil die Klassengruppe als Ersatz fiir die addi- 
tive Gruppe der Wertvektoren eines Systems von unabhangigen Integralen 
erster Gattung in der klassischen Theorie angesehen werden mu8. Dies 
leuchtet ein, wenn man bedenkt, daB das Abelsche Theorem die Aqui- 
valenz zweier ganzer Divisoren auf die Werte der zwischen ihnen erstreckten 
Integrale erster Gattung zuriickfiihrt. 

Aus dem Abelschen Theorem fiir Integrale erster Gattung und dem 
Jacobischen Umkehrtheorem schlie8t man leicht, daB es in einem Funk- 
tionenkérper des Geschlechtes g iiber dem Kérper der komplexen Zahlen 
zu jeder Klasse C des Grades Null genau n*? Klassen X mit X* = C' 
gibt. Daraus folgt insbesondere, daB die Gruppe der Divisorenklassen 
endlicher Ordnung das direkte Produkt von 2g Untergruppen ist, die 
einzeln der Additionsgruppe der rationalen Zahlen modulo 1 isomorph 
sind. Herr Hasse hat fiir Kérper des Geschlechtes 1 iiber einem be- 
liebigen algebraisch abgeschlossenen Konstantenkérper die Gruppe der 
Divisorenklassen endlicher Ordnung aufgestellt; sie hat die gleiche Struk- 
tur wie im klassischen Fall, abgesehen von einer Abweichung bei den 
durch p teilbaren Ordnungen, wenn die Charakteristik des Kérpers eine 
Primzahl p ist’). 

Die von Herrn Hasse angewandte Methode der Differentialdeter- 
minanten mag bei gehériger Durchbildung auch im allgemeinen Fall zum 
Ziel fiihren. 

Es geniigt im allgemeinen Falle, fiir alle Primzahlen / die Lésbar- 
keit von X' = C (C Klasse nullten Grades) zu beweisen und die Lésungs- 
zahl T, von X'= 1 zu bestimmen. Denn daraus folgt die Lésbarkeit 
von X* = C fiir jedes n, und die Lésungszah] 7, von X* = 1 ergibt 


1) H. Hasse, Zur Theorie der abstrakten elliptischen Funktionenkérper, Nachr. 
Ges. Wiss. Gdttingen (1935), 8.119—129; und Abstrakte Begriindung der komplexen 
Multiplikation und Riemannsche Vermutung in Funktionenkérpern, Abh. Math. 
Semin. Hamburg. Univ. 10 (1934), S. 325—348. 
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sich zu T, = J] Ti, wenn n das Produkt der teilerfremden Primzahl- 
potenzen uy ist. 

Die vorliegende Arbeit liefert einen Beitrag zum Strukturproblem 
der Divisorenklassengruppe, indem bei beliebigem Geschlecht die Divi- 
sorenklassen einer Primzahlordnung !| mit den Automorphismen der Ord- 
nung / des Kérpers in Verbindung gebracht werden (falls es solche gibt). 
Die Lésungen von X'=C lassen sich namlich aus den Lésungen der 
entsprechenden Gleichungen X} = C, im Invariantenkérper eines solchen 
Automorphismus berechnen, vorausgesetzt, daB der ganze Kéorper iiber 
dem Invariantenkérper verzweigt ist. Genauer werden wir den folgenden 
Satz beweisen. 


Satz 1. Der algebraische Funktionenkérper K einer Unbestimmten 
iiber dem algebraisch abgeschlossenen Konstantenkirper k sei separabel 
zyklisch vom Primzahlgrad | tiber K,. t Primdivisoren von K, seien in K 
verzweigt; es sei t>O0. In K, sei jede Divisorenklasse nullten Grades 
l-te Potenz von genau l¢ Klassen. Hat k nicht die Charakteristik 1, so ist 
jede Klasse nullten Grades von K die l-te Potenz von genau le'+¢—2»—» 
Klassen; hat k die Charakteristik 1, so ist jede Klasse nullten Grades von 
K die l-te Potenz von genau I¢'+¢-0¢-» Klassen. 

Wir wollen diesem Ergebnis noch eine etwas andere Form geben, 
indem wir nach Herrn Hasse das relative Geschlecht y von K/K, ein- 
fiihren*). Ist d der Grad der Differente von K/K,, so wird y (iibrigens 
fiir beliebiges tiber K, separables K) durch y = $d —1 +1 definiert. Wenn 
K, das Geschlecht g, hat, so errechnet sich das Geschlecht g von K so: 


g = g,+¥. 
Das ergibt sich ohne weiteres aus dem Differentenmultiplikationssatz, 
wenn man bedenkt, daB das relative Geschlecht eines Kérpers in Be- 
ziehung auf einen Kérper des Geschlechtes Null] einfach sein Geschlecht ist. 
In unserem Fall ist nun, falls & nicht die Charakteristik / hat, 
d =t(1—1), denn die Differente von K/K, ist IT 9", wenn p, = Gi die 


t Verzweigungsdivisoren bezeichnet*). Es wird y = (}¢—1)(/—1). Die 
Lésungszahl von X' == C in K ist daher einfach l’e¢+*7, Dies vertrigt 
sich mit dem zu erwartenden allgemeinen Wert l¢ = /?% fiir die Lésungs- 
zahl von X! = C, in K, und /*¢ fiir die Lésungszahl von X' = C in K. 


9) H. Hasse, Theorie der relativ-zyklischen algebraischen Funktionenkérper, 
insbesondere bei endlichem Konstantenkérper, Journ. reine angew. Math. 172 (1935), 
8. 37—54. 
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Wean aber & dio Charakteristik } het, so ist die Differente von K/K, 
gleich He —D@+), wieder unter p, = $B; die t Verzweigungsprimdivi- 


soren wetinie. Die positiven Zahlen A, ergeben sich dabei folgender- 
mafen: Die p, sind diejenigen Primdivisoren von K,, die in den Nennern 
aller b auftreten, mittels derer K durch K = K,(y), y'— y =} in K, 
erzeugt werden kann, und pit ist die niedrigste Potenz von p,, die in dem 
Nenner eines 5b méglich ist*). Es wird y = (}¢—1+424,)(i — 1). 
Die Lésungszahl von X' = C ist daher '¢*+*”—°-74—. Sie wird also 
im allgemeinen Heiner als 9 sein. Das ist schon im Falle g = 1 s0, 
dann ist sie nimlich entweder | oder 1 und nie /**). 

2. Dem Beweis von Satz 1 schicken wir einige allgemeine Bemerkungen 
vorauf. Zunichst sei K irgendeine separable endliche Erweiterung von 
K,. Nach Hensel und Landsberg*) fassen wir die Divisorengruppe von 
K so auf, da8 ein Element von K gleich seinem Divisor gesetzt werden 
kann: Wir wahlen irgendeinen Primdivisor Q von K und ein Primelement Q 
zu Q; ein Hauptdivisor wird dann gleich dem zugehérigen Element von 
K gesetzt, dessen Q-Entwicklung als ersten von Null verschiedenen 
Koeffizienten 1 hat. Kin Divisor von K ist ein formales Produkt 
e $%... Pr, & aus k, P, Primdivisoren von K. Die von Null ver- 
schiedenen Elemente von K bilden eine Untergruppe der Gruppe aller 
Divisoren, die Faktorgruppe aller Divisoren nach den Elementen ist die 
Divisorenklassengruppe von K. 

Satz 2. Jeder Divisor von K, ist Norm eines Divisors von K, jedes 
Element von K, ist Norm eines Elementes von K, jede Divisorenklasse von 
K,, ist Norm einer Divisorenklasse von K. 

Beweis: Fiir die Divisoren ist das eine selbstverstindliche Folge 
der algebraischen Abgeschlossenheit von k, auch fiir die Elemente 
folgt es daraus, wie Herr Tsen bewiesen hat‘). Fiir die Klassen ist der 
Satz eine Folgerung aus seiner Giiltigkeit fiir Divisoren und Elemente. 

Jetzt nehmen wir an, daB K separabel galoissch mit der Gruppe 

= {o, t,...} ist. 

Satz 3. Jedes Faktorensystem a... von K/K, aus Divisoren oder aus 
Elementen oder aus Klassen zerfallt. 

Beweis. Fir Elemente wurde das von Herrn Tsen aus Satz 2 
abgeleitet*). Seine SchluBweise gilt auch fiir Divisoren und Klassen. 

5) Hensel-Landsberg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variabeln. 
Leipzig (1902), S. 153. 

*) Ch. C. Tsen, Divisionsalgebren fiber Funktionenkérpern, Nachr. Ges. Wiss. 


Géttingen (1933), S. 335—339 und: Algebren aber Funktionenkérpern, Dissertation 
Gottingen (1934). 
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Fiir die Divisoren allerdings 148+ sich die Behauptung auch leicht 
direkt beweisen. 


Satz 4. c,, ¢,,... seien Elemente oder Divisoren oder Divisoren- 
klassen von K, fiir die ci ¢:/¢o, = 1 gilt. Es gibt ein Element (einen 
Diwisor, eine Klasse) b von K mit b'-* = c,. 

Beweis. Fir Elemente ist das ein bekannter Satz®). Sind die c, 
Divisoren, so trennen wir sie in einen konstanten Faktor ¢, und einen 
,reinen“ Divisor: ¢, = €,¢,. Es mu8 dann sowohl ¢ ¢,/e,, = 1 als auch 
C5 ¢:/¢oz = 1 sein. Dann ist wieder ¢, = 6'—°, weil die ¢, Elemente sind, 
und ¢, = b'~° wird durch den gréBten gemeinsamen Teiler 6 der ¢, ge- 
lést. Wenn die c, Divisorenklassen sind, so nehmen wir aus jeder Klasse 
c, einen Divisor ¢,. Das Faktorensystem ¢; ¢:/tc; = @o,, besteht dann 
aus Elementen und ist nach Satz 3 einem System dj d,/d,, aus Ele- 
menten d, gleich. Es ist (c5 45°) (c,d; *)/(¢oedo+) = 1, daher ¢,d,' = b'—¢ 
mit einem Divisor b nach der schon bewiesenen Behauptung fiir Divisoren. 
Bezeichnet 6 die Klasse von b, so gilt b'-* = o,. 

Ist K iiber K, zyklisch mit dem erzeugenden Automorphismus a, so 
kann Satz 4 auch so ausgesprochen werden: 

Ist fiir das Element (den Divisor, die Klasse) ¢ von K 

Nux,¢ a cite+...+¢¢—-! 1, 
80 ist Cc, = b'-° und umgekehrt. 

Satz 5. Die Divisorenklasse C von K bleibe bei allen Automorphismen o 
von K/K, fest: C'-° = 1. Dann gibt es in C einen Divisor ¢ mit -* = 1. 

Beweis: D sei irgendein Divisor aus C. Die d'-* =a, sind 
Elemente mit a,a,/a,,= 1. Daher ist a, = b'-* und ¢ = db-? ist ein 
in C enthaltener Divisor mit c'-* = 1. 

3. Wir kommen zum Beweis von Satz 1. 

a) Die Behauptung wird in zwei Teile zerlegt. 

I. Fiir jede Klasse C des Grades Null von X ist X' = C lésbar. 

II. Wenn die Charakteristik p von K nicht gleich / ist, so 

hat X' = 1 genau //e+¢-*¢-1) Lésungen, ist aber p = 1, 80 
hat X' = 1 genau I'e+¢—0¢-» Lésungen. 

b) Wir zeigen zuerst, daB aus der Existenz von in K verzweigten 
Primdivisoren von K, und der Lésbarkeit von X' = 1 in K, iiber Satz 4 
hinaus folgt: 


5) E. Noether, Der Hauptgeschlechtesatz fir relativ-galoissche Zahlkérper, 
Math. Annalen 108 (1933), S. 411—419. 
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Wenn fiir die Klasse C von K Nx x,C = 1 gilt, so kann fiir jedes r 

eine Klasse C, mit 

oi- = C, Nxix,C, = 1 
bestimmt werden. Es geniigt, dabei K als zyklisch iiber K, vorauszusetzen 
(t nicht notwendig Primzahl) und anzunehmen, daB es in K Divisoren 
ersten Grades gibt, die bei allen Automorphismen o von K/K, invariant 
bleiben. 

Beweis: Fir r= 0 iallt die Behauptung mit der Voraussetzung 
zusammen. Sei C, gemaiB der Behauptung bestimmt. Dann kann nach 
Satz 4 eine Klasse C?,, mit C, = C;}]" gefunden werden. % sei ein 
solcher bei o* invarianter Divisor von K, daB C*H% =—C#* den Grad 
Null hat. Es ist auch C7}\~° =C,. In K, gibt es eine Klasse B, mit 
By = Nujx, Crt1- Fir Cr+. = Cr¢.,/B, gilt dann C41 = C, und 
Nxix, Cr, = 1], w.s. b. w. 

c) Wir beweisen I. Dazu erweitern wir den aus den ganzen Zahlen 
bestehenden Exponentenbereich fiir die Klassen von K durch Hinzunahme 
der Potenzen eines erzeugenden Automorphismus o von K/K,. 

Es gibt drei ganzzahlige Polynome f(x), g(z) und A(z) mit 
(1) (1— 2-1 = L-A(2) + (lt a4+24... 42-9), 

(2) 1 = (l—2)-" f(z) + +e+a2+...+ 2-1) g(a), 

2ai 
Die Existenz von f(z) und g(x) folgt daraus, daB J/(1—e * )'—* eine 
2ai 
ganze algebraische Zahl (des /-ten Kreiskérpers P(e ' )) ist. Die Existenz 
von h(z) kann &hnlich eingesehen werden, sie folgt aber noch einfacher 
aus der Binomialentwicklung von (1 — z)'—* wegen ve = (— 1) (mod J) 
fir primes / und OS it SI —1. 

Die Klasse nullten Grades C von K sei gegeben. Wir fiihren die 
Lésung von 


xX'=C 
zuriick auf die Lésung von 
(3) yo-a'—* — Gr X,, 
wo X, eine Klasse von Ky mit 
(4) Xi, = Nux,C-* 


ist. (3) kamn nach b) durch eine Klasse Y gelést werden, denn es ist 
nach (4) Nyx, (C*”X,) = 1. Bestimmen wir noch eine Klasse Y, 
von K, aus 


_f/@ +9) 
(5) Yu = X56" Nex, Y°° Nejx,C ln * 


so gilt fir X = Y/Y, 


x'=C. 


et ee 
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Denn es ist nach (2) 
Xx ayyo'= yo er yo y~! 
also nach (3) 
X! = HO YM yo y=! 

und da aus (1) und (2) sich 

h(a) f(z) =1—-Q+a24ar+... + o-y Leto) 
mit ganzzahligem ({(x) + 9(z))/l ergibt, so ist 


fay+9@ 
X'=0-N Cc 1 XL? Nee, y? (1) 7". 
das heiBt X' = C nach (5). 

d) Zum Beweis von II. fiihren wir die Auflésung von X' = 1 auf 
die Auflésung von X' = Nyx, X = 1 aurick. 

Aus X' = 1 folgt (Nxjx,X)' = 1. Aber umgekehrt gibt es auch zu 
jeder Klasse X, von K, mit X! = 1 eine Klasse X von K mit X' = 1, 
deren Norm X, ist. Denn sei zunichst Nx;x,¥Y = X,. Es wird dann, 
wegen Nyx, (Y') = 1, Y = D'-*. Wegen der Existenz o-invarianter 
Divisoren beliebigen Grades kann wieder D als vom Grade Null an- 
genommen werden. Dann kann aber Z nach I. gema& Z' = D bestimmt 
werden. Fiir X = YZ°-' gilt Nix, x= xX, und X' = 1. 

Die Lésungszahl von X' = 1 ist hiernach das Produkt der 
Lésungszahl le von X! = 1 mit der Lésungszahl /" von 
(6) X' = Nex, X = 1. 

Aus (6) folgt nach (1) 

(7) Xa-o!—* — Nyy, X =1; 
umgekehrt hat (7) wegen (2) (6) zur Folge. Jetzt betrachten wir die 
allgemeinere Gleichung 





Xa-of = Nyx, X =1, 
ihre Lésungen seien die Klassen X,. Ersichtlich ist die Gruppe X; in der 
Gruppe X,,, enthalten, demnach ist 


In = (X,—1: X,) = (X;_, : 1) = TT (X:: X;—1). 


1 
Es gilt — Gruppenreduktionsprinzip — 
(Xp: Xa) = (APO APM) = (PO). 


Andererseits fallt die Gruppe X~°°' mit X, zuzammen. Denn nach 
b) kann zu jeder Klasse X, eine Klasse X, gemaB 


xe-? = X,, Nx, Xi = 1 
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gefunden werden, fiir sie ist dann von selbst X°~® = 1. Wir haben 
daher 
Ih = (X,:1)-. 
Wir bezeichnen jetzt die Primdivisoren von K, deren l-te Potenzen 
Primdivisoren von K, sind, mit $,,..., B;, die Klassen der $8, seien 
P,,..-, Py. Nach Satz 5 enthalt jede Klasse X, einen o-invarianten 
t 

Divisor. Das heiBt, daB jede Klasse X, in die Form X, = JJ P;* C3, 


i=1 


0=< »,<l, gesetzt werden kann, wo Cf eine Klasse bedeutet, die 
t 
Divisoren von K, enthilt. Es ist Nyjx,X, = J] P* Cy, wo ©, die 
i=1 . 


Klasse von K, ist, die in Cf enthalten ist; P,, bedeutet die Klasse 
von fi = p;. Damit Nyx,X, = 1 ist, mu8 

Zz »; = 0 (mod 1) 
gelten. Wenn dies aber der Fall ist, so kann C, auf I* verschiedene 
Weisen so gewahlt werden, daB Nx x,X, = 1 wird. Die i* Klassen C% 
von K sind auch voneinander verschieden. Denn wegen der voraus- 
gesetzten Verzweigtheit von K/K, fallt nur die Hauptklasse von K, in 
die Hauptklasse von K. Gesetzt a, wire ein Divisor von K,, dem in K, 
aber nicht in X,, ein Element a entspricht und dessen l-te Potenz ein 
Element von K, ist. Dann wire K = K,(a) mit a' in K,, K wire 
daher entweder unverzweigt oder inseparabel iiber K,. 


Die Anzahl der Klassen X, ist also gleich [**‘~*, dividiert durch die 
t 
Anzahl] der Klassen [7 P/‘ C3, die gleich 1 werden. Diese Bedingung 


i=1 


bedeutet aber, daB fiir a, aus C, 
t 
(8) IT B/'a =a 


i=1 


t 
ein Element wird. a' = J] p;‘ ai, ist ein Element von K,. 


i=1 


’ 
Wenn erstens | + p ist, so ist K = K,(V¥d) und a muB bis auf 
eine l-te Potenz einer Potenz von d gleich sein: 


(9) a=df', f aus K,. 
Es ist 
(10) d= I pitd, mit 1, #0 (mod J). 


i=1 


Aus (9) und (10) folgt 


¥, = st, (mod I). 








PE 
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Hieraus folgt wiederum 


-_ 

— 

_ 

~~ 
wh 


¥ v 
=+=...=— (mod )). 
t t, 
(10) und 2», =0 (modl) haben zusammen / inkongruente Lésungen. 
Da umgekehrt zu jeder dieser 1 Lésungen ein a und ein a, so gefunden 
werden kann, daB (8) gilt, so gibt es | Systeme »,,..., %, C3 mit 
t 
II P* Ct =1, fir sie ist von selbst N( J] P/‘C%)=1. Die Anzahl 


i=! i=1 

der Klassen X, ist also I**‘~*, die Lésungszahl von X! = Nex, X =1 
ist I’? +! und die Lésungszahl von X! = 1 ist ['@*"-*-®, wie 
in Satz 1 behauptet. 

Sei zweitens 1 = p. Dann muB das in (8) bestimmte a schon in K, 
liegen, weil es sonst ein tiber K, inseparables Element wire. Aus (8) 
folgt dann aber », =...=¥%,=0 (modl). In diesem Falle gibt es also 
genau [°**~? Klassen X,, I" wird gleich [’~”®*+‘—” und die Lésungszah: 
von X' = 1 ist [¢**-?“-» wie behauptet. 


(Eingegangen am 1. 4. 1936.) 


Zusatz bei der Korrektur (3.6. 1936). Die Lésbarkeit von z' = C 
fiir jede Klasse C nullten Grades und jeden Exponenten | kann mittels 
der von Herrn Hasse angewandten Methode leicht ganz allgemein bewiesen 
werden. Ich werde darauf in anderem Zusammenhange zuriickkommen. 











Einige Anwendungen 
der Theorie der Gruppencharaktere. 
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A. Kulakoff in Moskau. 





Einleitung. 

In der vorliegenden Arbeit werden die ausfiihrlichen Beweise der Satze 
gegeben, die zum erstenmal im Aufsatze des Verfassers: ,,Sur le probléme 
de Burnside‘‘') angefiihrt worden sind. 

Es sei G eine Gruppe der Ordnung g, P ein Element der Ordnung p 
von G@, wobei p der kleinste Primfaktor von g ist. Wir bezeichnen mit 
C,(i = 1, 2,..., p) die Klasse von G, welche P‘—' enthalt. Es sei 
weiter J’, eine irreduzible Darstellung von G und J, p die Darstellung 
von {P}, welche in I, eingebettet ist, wobei 


Dup = 5h, Ve- 


Es wird gezeigt, daB, wenn die Klassen C; (i = 2,3,..., p) sich unter- 
einander nach der Formel 


OF £5 0.0, Cr Cy =h E Px! C4 0u 45+ BEC Ce (6+5—1) +1") 


komponieren, @ nicht einfach ist. 

Es wird gleichzeitig gezeigt, daB diese Relation mit der Bedingung 
iquivalent ist, daB alle von Null verschiedenen Zahlen k,,, die zu 
der bestimmten Darstellung I’, (u = 1,2,...,7) gehéren, einander gleich 
sind. Indem man diese Resultate benutzt, beweist man ohne Miihe 
folgenden Satz'): Wenn die Klassen einer Gruppe G,,,, von ungerader 
zusammengesetzter Ordnung 2n-+1, welche Elemente von {P} enthalten, 
sich untereinander nach der Formel 


0,0; = hCgsj-y g+#,t+>1Lj>1) 

komponieren, so ist G,,,,, nicht einfach*). 
Es ist leicht einzusehen, da8 die Bedingung dieses Satzes mit der 
Annahme gleichbedeutend ist, daB die Elemente P*+! und PQ-' P*Q 


1) Comptes Rendus 199 (1934), 8. 116—119. 

*) h ist die Ordnung jeder der Klassen O,, C,, ..., C,. 

5) Far einige Verallgemeinerungen siehe: A. P. Dietzmann und A. A. Kulakov 
(Kulakoff) ,,Einige Kriterien der Nichteinfachheit endlicher Gruppen‘, C. R. Ac. Sci. 
UBSS. 8, Nr. 1. 
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(}< p—1), wo P und Q alle Elemente bzw. von {P} und von G,,,,, 
durchlaufen, miteinander konjugiert sind. 

Um also die Richtigkeit der bekannten Burnsideschen Vermutung 
tiber die Nichteinfachheit der Gruppen von ungerader zusammengesetzter 
Ordnung*)*) zu bestatigen, wiirde es geniigen, zu zeigen, da8 in irgend- 
einer Gruppe G;,,,, = {P,Q} der Ordnung 2n+1, welche durch zwei 
Elemente P und Q der Ordnungen p und & (p der kleinste Primteiler 
von 2%-+1) erzeugt wird, die Elemente P*+' und PQ-' PQ (i<p —1) 
miteinander konjugiert sind. Ich wei8 nicht, ob diese Bedingung fiir 
alle Gruppen von ungerader zusammengesetzter Ordnung erfiillt ist*). Es 
ist mir aber auch keine Gruppe G,,,,, bekannt, fiir welche dies nicht 
der Fall wire. 


In der vorliegenden Arbeit werden ferner folgende Beziehungen 
zwischen den Zahlen k,, aufgestellt: 


Dhke= = (w + 2) 


Diu, = Leg) 


w=1 


und 


Dabei setzen wir hier blo8 voraus, daB p ein Primteiler von g mit 
(g.p—1) =1 ist. Aus diesen Formeln folgert man unmittelbar einige 
Relationen von Frobenius ’). 

Es sei G@ eine Untergruppe von G. In § 3 wird bewiesen, dab G’ 
dann und nur dann ein Normalteiler von G@ ist, wenn die Relation 


yu.- g 


v=1 


besteht. 


§1. 

Es sei G eine Gruppe der Ordnung g und p ein Primfaktor von g, 
wobei p—1 und g zueinander prim sind. Wir bezeichnen mit P 
irgendein Element der Ordnung p von @ und mit {P} die durch P 
erzeugte zyklische Untergruppe. Frobenius hat bewiesen, daB die 


*) Siehe z. B. W. Burnside, Theory of groups of finite order (1911), S. 503. 

6) Eine weitergehende Vermutung ist in meiner Note ,,Sur quelques théorémes 
qui se rattachent 4 un probléme de Burnside“, C. R. 200 (1935) angefihrt. 

*) Einige Resultate in dieser Hinsicht werden in der Arbeit ,,Sur quelques 
propriétés des groupes finis‘‘ angeftihrt (erscheint demndchst in Rec. Math.). 
1) ,,Uber auflésbare Gruppen. III“, Berliner Sitzungsberichte (1901), 8. 851. 
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Elemente von {P} miteinander nicht konjugiert sind*). Wir bezeichnen mit 
©, , Jan Gag 2005 Ge 

die Klassen von G, die bzw. die Elemente 
by Becca GPM 


enthalten. Es ist leicht zu zeigen, daB die Ordnungen von C,, C,,...,C, 
einander gleich sind. In der Tat sind die von HZ verschiedenen Ele- 
mente von {P} Potenzen voneinander. Folglich ist der Normalisator 
jedes dieser Elemente eine und dieselbe Untergruppe N von G. Ist die 


Ordnung von N gleich 2, so wird die Ordnung jeder der Klassen 


C,, C,,...,C, gleich A sein. Nehmen wir jetzt an, p sei der kleinste 
Primfaktor von g. Dann kaun man folgenden Satz beweisen: 

Wenn die Klassen von G, die Elemente von |P} enthalten, sich unterein- 
ander nach der Formel 


(0) zz O.CjCe Cy = h gf 0,0; Cu4j—» + w S O,C¢ 6+ j—-1) +1) 


komponieren, so ist G@ nicht einfach. Wir setzen dabei (¢ + 7—1) 
=t+j—l—p oder i+j—1, je nachdem i+j—1>p ist oder 
nicht. Es seien 
ee 

alle verschiedenen irreduziblen Darstellungen von G, wobei I’, die iden- 
tische Darstellung, r die Anzahl] der Klassen konjugierter Elemente von G 
bezeichnet. Es sei I, p die Gesamtheit der Matrizen, welche in der 
Darstellung I, den Elementen von {P} entsprechen. Offenbar ist J’, p 
eine Darstellung von {P}. Nehmen wir an, daB I’, p vollstandig reduziert 
folgende Gestalt hat: 


re P = Lhe 


wobei ¥,, ¥,---» Yp alle verschiedenen irreduziblen Darstellungen 
von {P} sind. 

Wir zeigen nun, daB, wenn die Bedingung des obenangefiihrten 
Satzes erfiillt ist, alle von Null verschiedenen Zahlen k,,, die zu der- 
selben irreduziblen Darstellung I, gehéren, einander gleich sind. Zu 
diesem Zwecke ist es augenscheinlich notwendig und hinreichend, zu be- 
weisen, daB 

z E (hee — bes) kaskus =0 (u = 1,2,..., 7). 

8) ,,Uber auflésbare Gruppen. III‘, Berliner Sitzungsberichte (1901), 8. 850. 

®) Die Bedingung (i+ j;—1)=+ 1 gilt natirlich nur fir die rechte Seite von (c). 


- 
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Diese Gleichungen kénnen folgendermaBen geschrieben werden: 
~ Koo kuw — 22 kewkew + Zz Kwkus = 0, 





oder 
(1) ~ Bk. = x kev kuw (uw = 1, 2,..., #). 


; Um (1) zu beweisen, benutzen wir die Formel *): 
' (2) Pku» —_ 2 es VR? 


wo y%, den Charakter des Elements R von {P} in der Darstellung y, 


bezeichnet und die Summation nach F sich iiber alle Elemente von {P} 
erstrecken soll. Aus (2) folgt 


: (3) Pp + Ek, = oth >4 Ve PE» 
wo R und S unabhingig voneinander alle Eianente von {P} durchlaufen. 
Fiir die Abelsche Gruppe {P} gelten die Relationen 


2 vv; =0 (S + R-») 


und 
| Eananr 
Deshalb nimmt (3) folgende Gestalt an: 


(4) yu-i dn 


v=1 


Aus (4) folgt unmittelbar 
(5) Ps ki. ki w = 3 > text Xe-1 K3U5 s7i 
vw 


Rs 
Ferner entnimmt man aus (2): 


(6) pS R= Er itit S veveve 
Auf Grund der bekannten Relation) 


hh, SBE = ey 9 


- w=1 


10) W. Burnside, Theory of groups of finite order (1911), S. 331. 
11) W. Burnside, loc. cit., 8.316. — A. Speiser, Theorie der Gruppen von end- 
licher Ordnung (1927), 8. 176. 
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haben wir fiir die Abelsche Gruppe {P}: 


5 ¥% ¥5 ¥; = 0 (T +S" R-' = R$), 
o=1 


£ Ve Vs Yr—1 51 iat 


Auf solche Weise bekommt (6) folgende Form: 
(7) pS ky = Pett are 


AuBerdem ist, da die irreduziblen Darstellungen einer Abelschen Gruppe 
simtlich vom Grade 1 sind, 


(8) Zz ky — te 

Aus (7) und (8) folgt 

(9) D Bebee = 5D 0th-15-1 T- 
v, w R,8 


Bemerken wir nun, daB die Elemente von {P} zu verschiedenen Klassen 
von G@ gehéren, so erhalten wir aus (5) und (9), unter Beriicksichtigung 
der bekannten Relation 


ih x2 43 _ i Z useheker 
folgende Gleichungen: 








’ (xi? Of 6 0, Jj! 09 %s; 2 ext 
(5’) kee kw =— re > 
p> +2 2. heh; 
(xt ¢ —wy, rete 
9’ 3 = 1 45% “eu @+j—1)', ttt ; 
Bike Se Fee 


wo die Summation nach i und j sich in beiden Fallen ies die Klassen 
erstreckt, die Elemente von {P} enthalten, und die Summation nach 
den iibrigen Indices itiber alle Klassen von G. Es ist also zu beweisen, 
daB 
Rs pe a, Ji 0a at ext a pi ja, G+ I— wy, text 
J My #at aia 4j wt Basho + 5—v 

(w = I, 2, ..., #). 
Da die Charaktere linear unabhingig sind, so sind die vorhergehenden 
- gleichbedeutend mit den folgenden 











> af 6 se 
” £22 e ee 


rent 2, .. 0» P). 





ee 
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Da ferner h, = h, = ... = h, = h ist, 80 bekommen, wie leicht einzusehen 
ist, die Gleichungen (10) folgende Form: 


(11) 5 s z | ee eae 


i=2 j=2 4 =1 2=1 


=h 5 5 = C150, %,,G+5—v,et Pao, (¢= 1, 2,...,9), 
i=? j=2a,=1 imo 

wobei in der ersten Summe der rechten Seite dieser Gleichung die Sum- 

mation nach i und j sich tiber solche Klassen C, und C; (2 <i < p; 

2<j p) der Gruppe G erstreckt, fiir die (i+j—1) +1 ist. Es 

ist jetzt zu bemerken, da8 


2 Mr 8; ©f 7! a9 Ce 89 te 2% 50; Ce, +j—1,t und 6; 4; 
#1, #2 1 


die Zahlen sind, welche angeben, wie oft die Klasse C, bzw. in den 
Systemen C; C; Cy Cy, C; C; Cy +j—1) und C; Cy vorkommt. Also sind die 
Formeln (11) gerade mit der Gleichheit (c) Aquivalent, womit die 
Forme! (1) sichergestellt ist. 

Es ist jetzt leicht zu beweisen, da8 die Gruppe G nicht einfach ist. 
In der Tat gibt es, wie bekannt, unter den nicht identischen irreduziblen 
Darstellungen von G mindestens eine, etwa I,(u > 1), deren Grad xi 
durch p nicht teilbar ist. Nach dem oben Bewiesenen haben wir 


x= F lng = hates 


v=1 

wo o, die Anzahl der verschiedenen irreduziblen Komponenten™) von 
Ty, p ist, und k, den Index jeder dieser Komponenten bezeichnet. Wir 
zeigen nun, daB o,= 1. Tatsichlich ist y¥, ein Teiler von g, durch 
keine Zahl zwischen 1 und p teilbar. Wire also o, > 1, so wiirde 
o, = p sein, so daB y¥ durch p teilbar wire, gegen die Voraussetzung. 
Also ist o,= 1, so daB die Matrizen von J, p samtlich skalar sind. 
Ist folglich Ty, p< I",, so hat @ einen Normalteiler, der die Unter- 
gruppe {P} enthalt. Ist aber I, » = I,, so ist offenbar G von ihrer 
Kommutatorgruppe verschieden. Damit ist unser Satz bewiesen ‘’). 


§ 2. 
Wir wollen noch einige Beziehungen zwischen den Zahlen k,, her- 
leiten. Wir werden dabei die Methoden benutzen, welche Frobenius bei 


12) Siehe W. Burnside, Theory of groups, S. 271. 
18) Aus diesem Satze folgen einige weitere Kriterien der Nichteinfachheit 
von G [siehe die unter ') zitierte Arbeit]. 
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dem Beweise seines bekannten Satzes iiber die Nichteinfachheit einer 
transitiven Permutationsgruppe vom Grade nm und von der Klasse n — 1 
anwandte. 

Nach einer wohl bekannten Relation von Frobenius haben wir: 


r 


(12) 2 t= Fd Ye 

wo g' die Ordnung einer Untergruppe G’, S irgendein Element von G ist, 
und die Summation nach 7 sich tiber solche Elemente von G”’ erstrecken 
soll, die mit S in G@ konjugiert sind. Wir setzen nun in dieser Formel 
G@ = {P} und S=T, wo T ein Element von ({P} ist, wobei g und 
p—1 zueinander prim sind. Da die Elemente von {P} miteinander 
nicht konjugiert sind, so wird die Relation (12) zu 


» & v 

(13) p> ko it = ph, *™ 

Bemerken wir ferner, daB hy = h (T + E) und hg = 1 ist, so erhalten wir: 
a ae v 

13,) D hott = evr (THE) 

und 

(13,) Dd bork = Luz = £- 


Beriicksichtigt man noch, da8 fiir ein beliebiges Element T von {P} die 
Relation 


XT = £ kaw vr 
gilt, so erhilt man: 
D keke ¥t = Avr (+2) 
uw 
und 
ky okuw VE = £. 
Es ist ferner zu bemerken, da8 die Relationen 


E viv =p 


w=1 


und 


E ytys=0 (T+8) 


w=1 
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bestehen. Also gilt fir oa Element T von {P} die Formel 





(14) typed D'vivi = Dies key w YP 
Da die Charaktere linear unabhingig sind, so folgt aus (14): 
: -f| (h—1) 
(15) p> keokuw = P = Ph (w + »), 
h—1l h —1) 
(16) Dw, = 152 yy + feet. 


t=1 


Aus (15) und (16) folgen unmittelbar die Relationen, welche zum ersten 
Mal von Frobenius auf ganz anderem Wege aufgestellt wurden’). 

Wir fihren nun eine Formel an, welche fiir eine beliebige Unter- 
gruppe G’ von G gilt. Wir benutzen die bekannte Relation"): 


r’ 
(17) Ent =F Re 


wo die Summation nach S sich iiber alle Elemente von G’ erstreckt, und k,, 
den Index der Komponente y, der Darstellung I, q bezeichnet, d. h. der 
Darstellung von G’, welche in der irreduziblen Darstellung [, von @ 
enthalten ist; 1 bezeichnet die Anzahl der Klassen von G’. Aus 
(17) folgt 

FE ae = FZ ee 


aber 
2 ais =k 
folglich ist 
ae i 
Ist speziell G’ = {P}"*), so ist 
_ p—l g (h+p—1) 
(18) XB =F (1+8)= nee. 


14) Siche z. B. O. J. Schmidt, Abstrakte Gruppentheorie (2. Aufl.), S. 160 
(russisch). 

16) Hier setzen wir bloB voraus, daB p, die Ordnung von {P}, eine Primzahl 
ist. Ist auBerdem (g, p— 1) = 1, so ist (18) eine anmittelbare Folge von (16). 
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§ 3. 
Wir behalten die Bezeichnungen des vorigen Paragraphen bei und be- 
weisen den folgenden Satz: Damit G’ eine invariante Untergruppe von G 
sei, ist notwendig und hinreichend, da8 die Relation 


yu-$ 


“*=1 
besteht. Wir benutzen wiederum die Relation von Frobenius: 
= g ® » 
a9 2h Fd Ve 


Das Symbol 2 besagt, daB die Summe auf der rechten Seite von (19) 
fiir das Element S gebildet ist. Setzen wir hier v = 1 und S = R, wo 
R irgendein Element von G’ bezeichnet, so erhalten wir 


. (8) 
(20) Dt 7h a vb 
1 T 


In der identischen Darstellung ist der Charakter jedes Elementes gleich 1, 
so daB wy} = 1 fiir jedes 7; also ist 


2 vr = CR 


die Anzahl der Elemente von G’, die mit R in @ konjugiert sind. Aus 
(20) folgt 


g 
(21) Liha d= F 
wo die Summation nach R sich iiber alle Elemente von G’ erstreckt. Aber 
4 Ue sa k. 3 g; 
folglich ist 


(22) y 2D hi= = 


Wir wollen jetzt alle Elemente von @’ in Fetes einteilen. Zu einem 
System rechnen wir solche Elemente von @’, welche zu derselben Klasse 
von @ gehéren. Wir bezeichnen mit u die Anzahl aller dieser Systeme 
und mit o; die Anzahl der Elemente im i-ten System. Es ist klar, daB 
F o} 
R “hp re) hp,’ 
wo R, ein Element des i-ten Systems ist. Also ist (22) gleichbedeutend mit 


es) ¢ Sens Se. 





neg 
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Ist nun G’ ein Normalteiler von G, so ist o; = hp,, folglich 


a? 
i = Va=y, 
i 1 


‘ 


Dh =F 


Umgekehrt, ist diese Bedingung erfiillt, so mu8 G’ eine invariante Unter- 
gruppe von G sein. 

In der Arbeit ,,Sur un théoréme de la théorie des caractéres“ *) habe 
ich den folgenden Satz bewiesen: Ist G’ ein Normalteiler von G, so sind 
entweder alle irreduziblen Komponenten von J, g von I’, verschieden, 
oder sie sind saimtlich mit J’, aquivalent. 

Wir geben hier einen einfachen Beweis dieses Satzes. Da G’ ein 
Normalteiler von G@ ist, so haben wir: 


(24) » i= $. 
Ferner ist nach der Formel set Frobenius: 
(25) Di bart =D) harhe= $- 
Aus (24) und (25) folgt 

E hus fu — bas) = 0. 


Da aber fiir jedes uw f, > ky, ist, so ist unsere Behauptung bewiesen. 


YP Le ee 


so da8 


t 16) Rec. Math., 86, 2 (1929), S. 129 (russisch). 


(Eingegangen am 17. 3. 1936.) 


Mathematische Annalen. 113. 











Beitrag zu Watsons ,,General Transforms“. 
Von 
Gustav Doetsch in Freiburg i. B. 


§ 1. 
Einleitung. 
Die Fourier-Transformation mit dem Cosinus als Kern bat die merk- 
wiirdige Eigenschaft, reziprok oder involutorisch zu sein: Wird p(z) aus 
g(x) durch 


via) = 2 [cos 2y 9 (y)dy 


erzeugt, so la8t sich m aus py durch dieselbe Transformation gewinnen: 


p(z) = V2 | cos zy p(y)dy, 


wobei noch der Funktionsbereich, dem g und y entnommen werden 
diirfen, zu priizisieren ist. Schreibt man die Formeln in der Gestalt 

rae ( Fy 
vids = Y= (2% (yay, | pat =? 


0 0 


78 


sin zy 
y 








y (y) dy, 


Stn, 9 


so gelten sie im Raume L* (0, o) der in 0 [ z < o im Lebesgueschen 
Sinn quadratisch integrabeln Funktionen unbeschrinkt. Die Fouriersche 
cos-Transformation steht in dieser Hinsicht nicht allein, auch die Hankel- 
sche, die Hilbertsche (oder Stieltjessche) Transformation u. a. haben die- 
selbe involutorische Eigenschaft. Watson‘) und Hardy-Titchmarsh?) haben 
gleichzeitig die Frage nach allen Transformationen dieser Art aufgeworfen, 
und Watson hat die folgende héchst prignante Antwort*) gegeben: 

1) G. N. Watson, General transforms. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 35 (1933), 
8. 156-—199. 

2) G. H. Hardy and E.C. Titchmarsh, A cless of Fourier kernels. Proc. Lond. 
Math. Soc. (2) 35 (1933), S. 116—155. 

8) Watson setzt den Kern 7 als reell voraus. Wir nebmen hier gleich die 
Gestalt, die der Satz bei komplexem y hat, vgl. M. Plancherel, Sur les formules de 
réciprocité du type de Fourier. Journ. Lond. Math. Soc. 8 (1933), S. 220—226. 
In dieser Arbeit wird der Watsonsche Satz in einfacherer Weise dadurch bewiesen, 
da8 er zunachst fir Treppenfunktionen verifiziert und dann durch Grenziibergang 
auf beliebige Funktionen iibertragen wird. 





| 
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Damit bei einem Kern x(z), fiir den x6) zu I? (0, co) gehért, jeder 
Funktion (xz) aus L* (0, co) eine durch die Transformation 
(1 | vara = [2EY piyay 
0 0 
definierte Funktion w(x) aus L* (0, o) zugeordnet ist, aus der sich um- 
gekehrt p(x) durch die konjugierte Transformation 


fo) 


(II) | o@ae = |2=2 yyy 

0 0 
gewinnen laBt, ist notwendig und hinreichend, daB y(z) der Funktional- 
gleichung 


=) 


(III) [eeniwray = Min (2, 2) (c >0,z2>0) 
0 


gentigt. — Zwei vermittels (I), (Il) zusammengehérige Funktionen —, p er- 
fiillen die (Parsevalsche) Gleichung: 


f \p(z)Pdz = { | p(x) Pda. 


Die allgemeine Lésung der Funktionalgleichung (III), d. h. die Gesamtheit 
aller in Frage kommenden Kerne wird gegeben durch 
— * 
ee oe 
4—it 





— co 


wo e€(t) eine beliebige komplexe Funktion der reellen Variabeln t mit 
|e(t)| = 1 sein kann und das Integral im Sinne der Mittelkonvergenz zu 
verstehen ist. 

An diesen eleganten und weitreichenden Satz, dessen urspriinglicher 
Beweis sehr kunstvoll und langwierig (30 Seiten) war, hat sich bereits 
eine groBe Literatur angeschlossen. Die folgenden Zeilen sollen zeigen, 
daB er fast eine Selbstverstindlichkeit wird, wenn man ihn zunichst 
durch eine elementare Variablensubstitution, wobei die Funktionen ¢, y, 
durch neue (in — o < 2£< + o definierte) Funktionen F,G,O ersetzt 
werden, in eine andere Gestalt bringt und ihn dann vermittels einer 
speziellen Funktional-Transformation, der komplexen (Plancherelschen) 
Fourier-Transformation %§ (siehe § 2), die den Funktionen F (z), G (x), O(z) 
die ,,Bilder f(y), g(y), ®(y) zuordnet, ,,iibersetzt“. Den transzendenten 
Gleichungen (I), (II) und (III) zwischen F,G und © entsprechen dann 


15* 
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namlich algebraische Gleichungen zwischen /, g und #, und die kompli- 
zierten Zusammenhinge zwischen den transzendenten Gleichungen spiegeln 
sich einfach darin, daB die dritte der algebraischen Gleichungen der 
Quotient aus den beiden ersten ist! Der ganze Mechanismus des Satzes 
wird auf diesem Wege vollig durchsichtig, und es zeigt sich auch hier 
wieder, welch kraftvolles Hilfsmittel die durch eine spezielle Funktional- 
Transformation gelieferte Abbildung tieferer Zusammenhinge auf einfache 
ist: Die ganzen Schwierigkeiten werden in den vorab und ein fir alle 
Male zu erledigenden Kalkiil dieser Transformation verlegt. 

Uber den Watsonschen Satz hinaus wird unsere Methode auch zwei 
neue Ergebnisse liefern, namlich eine Verallgemeinerung der Parsevalschen 
Gleichung und die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB zwei 
vorgegebene Funktionen F (xz) und G (z) sich durch eine involutorische Trans- 
formation ineinander iiberfiihren lassen. Nennt man zwei Funktionen F, G, 
deren komplexe Fourier-Transformierte /, g in der Beziehung 


If(— y)| = lg (y)| 
stehen, ,,Fourier-gleich, so zeigt sich: Zwei Funktionen lassen sich dann 
und nur dann involutorisch ineinander transformieren, wenn sie Fourier- 
gleich sind. Der Transformationskern @ la8t sich explizit anschreiben 
und ist stets Fourier-gleich mit der elementaren Funktion 
0 fir e< 0 
e~* fir «> 0. 

Mit unserer Methode kann man auch leicht allgemeinere Siatze, wie 
sie schon von den unter *) und *) genannten Autoren ins Auge gefaBt 
worden sind, ableiten. Wir geben in § 4 einige Proben. 

Ehe wir den Watsonschen Satz auf Grund des geschilderten Gedanken- 
gangs beweisen, stellen wir die benétigten Satze aus der Plancherelschen 
Theorie der Fourier-Transformation, darunter zwei Faltungssitze, die sich 
in den iiblichen Darstellungen nicht finden, zusammen. 


§ 2. 
Hilfssitze tiber die Fourier-Transformation., 
Wir bezeichnen die Klasse derjenigen fiir alle reellen z definierten 
und in jedem endlichen Intervall im Lebesgueschen Sinne integrabeln, 
eventuell komplexwertigen Funktionen F (zx), fiir die 


Y (2) = 


+ @ 
| |F(z)|da existiert, mit L’, 


oo 


> 


oc 


j |F(z)/?da existiert, mit L’. 


Sep ee ere 









| 
| 
| 
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Funktionen, die sich nur auf einer Nullmenge unterscheiden, 
gelten nicht als verschieden. 

Strebt eine Funktionenschar F,(z) aus J’ fiir «-—~ o im quadrati- 
schen Mittel gegen eine (dann eo ipso zu L* gehorige) Funktion F (2), d. h. 


f |Pa(2) — F(a) [dx + 0 fiir « + o, 


so schreiben wir: 
F(z) = Li.m. F,(z). 


Hilfssatz: Wenn fast iiberall 
lim H,(z) = H(z) und Lim. H,(z) = L(z) 


existiert, so ist fast tiberall H (x) = L(x). 

In der Folge sind die Variablen z und y stets reell. 

Satz 1. Ist F(x) eine Funktion aus L’*, so gehért zu ihr in umkehrbar 
eindeutiger Weise eine Fourier- Transformierte 


+e 
f(y) =Lim. { e-‘v*F(2)dz = § (F}, 


die selbst auch zu L*? gehért. — Jede Funktion f{(y) aus L* ist die Fourier- 
Transformierte einer Funktion F (x) aus L*, die man durch die Umkehrformel 
+a 
° 1 ; 
F(a) =Lim. gt | e=9f(y)dy = 5 (I 
erhdlt. 

Wir bezeichnen zwei vermittels der Fourier-Transformation zusammen- 
gehérige Funktionen immer mit einander entsprechenden groSen und kleinen 
Buchstaben. 

Satz 2. Unter den Voraussetzungen von Satz 1 ist 


+2 +o 
[Pera =. | inray. 


Satz 3. Wenn F, und F, zu L? gehéren und 


BF.) =f, o(F,) =f, 
ist, so gilt fiir die ,,Faltung“ 


Fy+F,= | Fi(x—4) FP, (6) dé 


die Beziehung: 


F,+F, = H j ef, (yf, (y) dy. 
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(/, f, gehért als Produkt zweier Funktionen aus L* zu L', das Integral 
konvergiert daher im gewéhnlichen Sinne absolut.) 


Satz 4. Gehdren F,,F, und f,-/, 2u L’, so gehért auch F,+F, 
T?, und es ist 
(PF, +F,} = lP,)- &lF,). 
Beweis: Da /,-/, stets zu L' gehért, so existiert 


P l +e 
jim 55 f eh whlddy. 
Da nach Voraussetzung /,-/, auch zu L? gehért, so existiert 


+@ 


Lim. 3 f eA) h(y)dy. 


Nach dem Hilfssatz sind beide Ausdriicke gleich. Der erste ist aber nach 
Satz 3 gleich F,+F,, der zweite nach Satz 1 gleich §-*({/,-f,}. Also ist 
P,+F, =" (hh). 

Hieraus folgt aber wieder nach Satz 1, dab F,+F, zu L* gehért, und daB 

o (FP, + F,} — hicls ist. 
Satz 5. Wenn F,, F, und F,+F, zu L* gehéren und die hiernach 
existierende Funktion »(y) = §(F,+F,} zu L* gehért, so ist 
OF, +F,) = FF.) -F {F,)- 
Beweis: Nach Satz 1 ist 


+a 
P,+F, = Lim + e2v p(y) dy; 
nach Voraussetzung existiert 
: ao . ; , +@ . 
on \ fvo(y)dy = lim 5- \ =" p(y) dy. 
Nach dem Hilfssatz ist also 
+ 2 


l F 
Fi,+Fh, = | ef*” p(y) dy. 


— co 


Andererseits ist nach Satz 3 


+o 


F,+F, = = { e*¥f, (y) fa(y) dy. 


— co 





5 > ee 



























+ 
Es ist, wenn wir statt 1. i. m. j 


&(F(— z)} 


und 


+ 
¥(F (z)) = f e~ v2F (z)dz = ev F(z) dz, 


also 
(a) 


(b) 


Aus (b) folgt: Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
F(z) reell, also F = F ist, lautet: 


(c) 


Beweis und Erweiterung des Watsonschen Satzes. 


Watson selbst hat, um die Hinlanglichkeit der Bedingung (III) zu 
zeigen (was den weitaus umfanglicheren Teil und die eigentliche Schwierig- 
keit seines Beweises ausmacht), dem Satz durch die Substitution 


(27) =€O(z), gle*)=e-* F(z), yle*) =e-*G(z) 


eine andere Form‘) gegeben, die sich als unmittelbar zuginglich fiir 
die Fourier-Transformation erweisen wird. Wir erweitern den Satz 
in dieser Gestalt durch Hinzufiigung zweier neuen Behauptungen C€ 
und J), von denen D den von Watson bewiesenen Parsevalschen Satz D, 


enthalt. 





*) Watson, I. c.1), S. 166, 167. Wir formulieren unten den Satz gleich wieder. 


fir komplexe Kerne. 


Das bedingt aber nach dem bekannten Eindeutigkeitssatz fiir absolut kon- 
vergente Fourier-Integrale, daB p(y) = /,(y) f(y) ist. 


Wir nennen jeden Satz, der unter gewissen Voraussetzungen die 
Richtigkeit von §{F,+F,} = §(F,}-%{F,} erschlieBt, einen Faltungssatz. 


+w +o 
= j e-%F(—2)dz= { e* F(a)dz 
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Hinige Formeln. 


a @o 


+ 
kurz { schreiben: 


@-—>ao oo 





) +o 


&(F(— z)} = f(— y), 
& (F (x)} = f(— y). 


f(y) = f(— y). 


§ 3. 
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A, Ist O(x) eine Funktion aus L* und gehért zu jedem F(x) aus L* 
eine Transformierte G(x) aus L* vermége®) 


r) fee@at—e f Ow+arede, 

aus der sich ible F(z) ihn he konjugierten Transformation . 
(II) f ere) di=e { Se + &)G() dé | 
ergibt, 20 ist notwendig in 

(IIT’) { e+ Howae = ge lel, 


B. Erfiillt die (eo ipso aus L* stammende) Funktion O(z) die Funk- 
tionalgleichung (III'), so gehért zu jeder Funktion F(z) aus L* eine 
Funktion G(x) aus L’, die mit ihr zusammen die beiden Gleichungen (I’), 
(II’) erfiillt. 

C. Notwendig und hinreichend dafiir, daB zwei Funktionen F(x) und 
G(x) aus L* tiberhawpt durch eine involutorische Transformation der Art 
(I’), (II’) ineinander iibergefiihrt werden kénnen, ist die Bedingung, daB 
fiir thre Fourier-Transformierten 


f(y) = BF}, g(y) = &{G} 
die Beziehung*) gilt: 
lf(— »)| = lg)|- 


5) Die Transformationen der Gestalt (I'), wo der Kern von z +- & (oder x — £) 
abhangt statt von zy wie in (I), bilden im Wesentlichen die Klasse der mit der 
Ableitung vertauschbaren Transformationen, vgl. F. Tricomi, Sulle trasformazioni 
funzionali lineari commutabili con la derivazione. Comm. Math. Helv. 8 (1935/36), 
8. 70—87. Wie man sie allgemein vermittels der Fourier-Transformation angreifen 
und ihre Umkehrung bewerkstelligen kann, habe ich kirzlich gezeigt: ,,Zerlegung 
einer Funktion in Gaufsche Fehlerkurven und zeitliche Zuriickverfolgung eines 
Temperaturzustandes“. Math. Zeitschr. 41 (1936), S. 283—318. Das Verfahren 
wird bier erldutert an dem Beispiel der Gau8-Transformation 


+o 


1 _e- 
2Vat j- st P(e) dé, 


die aibrigens nicht involutorisch ist. 
6) Far den Satz in der urspriinglichen Fassung (§ 1) bedeutet diese Bedingung 








+4 


wo|~ 


s — 
jLi-m. | z 
>a J 

= 


a 1 
‘ gy(z)dz| =|Li.m. Ss y(z)dz|, 
a->o i 
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D. Wenn F und @ durch (I’), (11’) enhingen, 90 ist’) 
[PF (z+ 6) P(é)dé = fee + &)G(é) dé. 
Dy. Also ist speziell fiir « = 0: 
[rere = { leprae. 


E, Die allgemeine Lésung der Funktionalgleichung (III’), d. h. die 
Gesamtheit aller als Kerne in Betracht kommenden Funktionen O(x) wird 
gegeben durch 


+a 
. 1 ‘ 5(y) 
O(z) = Lim. — | es SO ay, 
( a—->o 2n yi + y? y 
d. h. die Mellin-Traneformierten 
5(8) = { 2" p(e)dz, (8) = [ 2" plerdz, 
0 0 


wobei diese Integrale als Mittellimites von | fiir «oo zu nehmen sind, stehen in 


R[-— 


der Beziehung: 
te , efi , 
|#(z+*9)|=|4(—+9)| 
Die Mellin-Transformation spielt, wie auch aus der Watsonschen Arbeit zu ersehen 
ist, fir die urspriingliche Fassung des Satzes dieselbe Rolle, wie die Fourier-Trans- 
formation fiir die neue Fassung. Durch Aufstellung von zu § 2 analogen Hilfssitzen 
iiber die Mellin-Transformation kénnte man die urspriingliche Fassung auch direkt 


beweisen. 
7) Fir die Funktionen in der Fassung des Satzes von § 1 lautet diese Relation: 





J Fenewdy= f view FW)dy (2 >0. 

0 0 
Hieraus erhalt man auf dem iblichen Wege fiir zwei Paare von Funktionen 9, y,; 
Pa» Ya die allgemeinere Beziehung 


J Flew eavdy = f Vly) walzydy (2 > 0). 
0 0 


Man kann diese Relationen zwar aus der speziellen (Parsevalschen) Gleichung (fiir 
9%: = Po, & = 1) ableiten. Aber auch fiir den speziellen Fall, daB gm und yw durch 
Fourier- oder Hankel- oder Hilbert-Transformation usw. zusammenhdngen, pflegen 
sie nicht formuliert zu werden. 
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wo d(y) eine beliebige komplere Funktion der reellen Variablen y mit 
| d(y)| = 1 sein kann*). O(2) ist dann und nur dann reell, wenn 
5(y) = 3(— y) ist. 

Beweis: Setzt man die Gleichungen (I’), (II’), (III’) in die Gestalt: 


r) fe-e-a@(ag = f O@—HF(- Hae, 

(I!’) fe-@-9F(@)di= | O(2—&)G(—£)dé, 
= 1 

(IiT’) f O(2— O(- di = Ze, 


ao 


so sieht man, daB sie sich nach Einfiihrung der Funktion 


(0 fir z< 0 
lez , 220 


vermittels der Faltungssymbolik einfach so schreiben lassen: 


Y(z) = 


(1) Y (xz) +G(z) = O(z)+F(— 2), 
(2) Y (x) + F(z) = O(z) +G(— 2), 
(3) Oz) +O(— z) = fel, 

A, 


Zum Beweis der Notwendigkeit der Bedingung (III’) braucht man 
eigentlich die Theorie der Fourier-Transformation nicht zu bemiihen, denn 
es geniigt, in (I’) speziell F(z) = Y(—z) zu setzen, um sofort auf 


%) Diese Lésung ist mit der in § 1 genannten fiir zt) [vgl. Watson, 1. c.*), 
8. 193, Formel (12, 53)] gleichwertig. Denn setzt man dort 
= 2%, x(2*) = €O(z), t=—F, 
so steht da: 


y 
& —_ — 
( ™ 2) hat aber wegen |«|=1 den Absolutbetrag <7 kann also in der 


yl¢+y 





d(y) 
Gestalt : = ; 
jity ¥ mit |5| = 1 geschrieben werden. 





ewe = 











os ee 
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Grund der besonderen Eigenart der Funktion V auf Giz) = @(z) schlieBen 
zu kénnen: 


z 


J @(@)dt =e { oc +eéd&i =e f O(we-edu 


—c 


= | #o(é)dé, 
also ni 
G(z) = O(2). 
Dies in (II’) eingesetzt liefert: 
ine a f etde =< far z<0 
e [ O+Olsdé= f &Y(—f dé =)~* 
ve ma fetdt= > fir s>D0, 


also die Bedingung (III’)*). 

Trotzdem erbringe ich auch fiir A den Beweis vermittels Fourier- 
Transformation, weil er uns spiter von Nutzen ist und man ihm sofort 
ansehen kann, in welcher Weise sich der Watsonsche Satz verallgemeinern 
1aBt. 

© stamme aus L*, zu jedem F aus L* gehére ein G aus L’, so dab 
(1) und (2) erfiillt sind. Nach Satz 1 existieren 


(VP) =yvly), FF) =f y, FG} =—gly), FO} = Fy), 


und es ist 


v(y) = B(P) = | etre de=yt. 
0 
Wir zeigen, da fiir (1) der Faltungssatz zutrifft (man beachte Formel (a)): 
v(y)g(y) = O(y)f(— y). 


Denn: g(y) gehért nach Satz 1 zu L’, also wegen der Beschranktheit 
von w(y) auch y-g. Nach Satz 4 gehért also Y+G zu L’, und es ist 


¥(P+G} = ply)g(y) = a g (y)- 
Wegen (1) gehért auch O(z)+F(— z) zu L* und die Funktion 
& (O(z)+F(—2z)} = FP +G} = y(y) gly) 


®) Ganz analog verliuft der Beweis von Watson, |. c.1), 8.164, und von 
Plancherel, 1. c.*), S. 221 fiir den Satz in der Formulierung von § 1. 

Man kann ibrigens aus dem Beweis noch die bemerkenswerte Tatsache ent- 
nehmen, da8 das Erfilltsein der Reziprozitat (I’), (II’) gar nicht fir jede Funktion F 


aus Z*, sondern nur fiir die eine Funktion ¥(— 2) vorausgesetzt zu werden 
braucht. 
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zu L', da y und g aus [? sind. Folglich ist nach Satz 5 
§ {O(z) + F(— z)} = Py) f(—y) 


und damit 
(1’) vy) 9(y) = P(y) f(—y)- 

Ganz analog ergibt sich aus (2) unter Beachtung von Formel (b): 
(2’) v(y) f(y) = 8(— y) 9(—y). 
Die spezielle Wahl /(y) = y(— y) liefert aus (1’), da y(y) + 0: 

g(y) = B(y). 

Setzt man diese speziellen Werte fiir f und g in (2’) ein, so entsteht: 
(3’) v(y) y(— y) = 0(— y) 0(—y) 
oder 


= 1 
6(—y) O(—») = 
Nach Satz 3 ist dann aber 
+o 
= 1 1 
6(z)+0(—2) = 2h [err 





dy. 
Das Integral auf der rechten Seite ist bekanntlich gieich + e's, 
Natiirlich kann man dafiir auch 


Min (0, 2) : fur 0 


—eo 


setzen *°). 

Der formale Zusammenhang zwischen (1’), (2’), (3’) ist einfach der, 
daB (3’) entsteht, wenn man in (1’) y durch — y ersetzt und (1’) iiber 
Kreuz durch (2’) dividiert. Wegen des etwaigen Verschwindens der 
Funktionen /, g, # wurde statt dessen der obige Weg gewahlt. 





B. 

Geniigt der Kern @ (2) (aus LZ’) der Relation (3), so ist, da ; e~ Iz! 
zu L’ und ae e~ lal} = mF zu L' gehért, nach Satz 5 auch die 
Gleichung 
(3' 9(y) F(y) = vy) v(-) =e 


10) Man sieht hieraus, daB ¥(x) der quadratischen Integralgleichung 
¥(z)* ¥(—2) = $[(¥(z) + F(—2)) 
geniigt. Dem entspricht, da8 die Fourier-Transformierte die algebraische Gleichung 
v(y) y(—y) = 41 v(y)+ y(—y)] erfallt. — In der Sprache der linearen Integral- 


gleichungen kann man sagen, daB 2 ¥(—zx) der lésende oder reziproke Kern 
zu 2 ¥(z—&) ist. 
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erfiillt. Zu beliebigem F (mit zugehérigem f) aus L* definieren wir eine 
Funktion g(y) durch 
(1’) v(y)g(y) = O(y)f(— y), 


wo 


1 1 
v(y) = aay lv()| = 
Da (3’) gleichbedeutend mit 


1 
O = = 
| (y)| Wray |p (y)| 
und |w(y)| + 0 ist, so folgt aus (1’), daB 
lg(y)| = lf(—y)|, 


also g(y) von der Klasse L* ist. Nach Satz1 gibt es daher eine Funktion 
G(z) aus L* mit §¥(G} = g(y). Da in (1’) beide Seiten als Produkte 
von Funktionen aus L* zur Klasse L’ gehéren, so existieren die Integrale 
in der Gleichung 


+2 +o 


x { ev v(y)g(y)dy = #5 | 770) I(—y) dy. 


Nach Satz 3 bedeutet dies nichts anderes als 
(1) VY (x) +«@ (xz) = O(x) + F(— 2). 
Also existiert zu F eine Transformierte G aus L*. — Weiter erhalt man 
durch Multiplikation von (1’) und (3’): 
v (y) ®(y) ®(y) gy) = v(y) Oly) v(— y) f(— y)- 
Wegen 
1 

lp(y)| = |@(y)| = Wa + 0 

folgt hieraus: 


O(y) 9(y) = v(—y) f(—y) 
oder auch: 


v(y) f(y) = 8(—y) g(— yp. 
Daraus ergibt sich aber wieder nach Satz 3: 
(2) Y (c)+F (z) = 6 (2) +G (2), 
d.h. F ist die Transformierte von G. 


Cc. 


Hangen zwei Funktionen F(x) und G(z) aus L* durch die Trans- 
formationen (1) und (2) zusammen, so ist, wie unter A gezeigt wurde: 


(1’) v(y) 9(y) = Oly) f(—y) 
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und 
(3’) #(y) Fy) = v(y) v(—y) 
= vl(y) v(y), 
da y(y) = ny Folglich ist 
|P(y)| = |v(y)| 
und aus (1’) folgt wegen |#(y)| = | y(y)| + 9: 
lg(y)| = |f(—y) |. 


Ist umgekehrt fiir zwei Funktionen F(z) und G(z) aus L’ 
\g(y)| = |f(— y)|, so definieren wir eine Funktion #@(y) durch 
(1’) v(y) g(y) = O(y) f(— y)- 


An den Stellen, wo {(— y) = 0 und damit g(y) = 0 ist, sei #(y) beliebig, 
aber so gewahit, daS es in jedem endlichen Intervall integrabel und 
\#(y)| = |y(y)| ist. Dann ist durchweg 


|F(y)| = |v(y)| + 9, 

und # gehért zu L’, so daB es eine Funktion O(z) aus J? mit 
§ (O} = O(y) gibt. Multiplikation von (1’) mit ~ ev und Integration 
von — o bis + o liefert nach Satz 3: 
(1) Y (2) *G (xz) = O(x)+F(— 2), 
d. h.@ ist Transformierte von F. — Weiter ist die Beziehung | #(y)| = | y (y) | 
gleichbedeutend mit 

6(— y) O(—y) = v(—y) ¥(—y) = ¥(—y) ply). 
Multipliziert man diese Gleichung mit (1’) in der Gestalt 


v(—y) 9(— y) = 8(— y) fy), 
so erhalt man: 
v(— y) ®(— y) 8(— yy) 9 (— y) = v(— y) O(— ») vty) Fly) 
oder wegen 
ly(—y)| = |#(— y)| + 0: 


(2’) v(y) f(y) = ®(—y) 9(— y). 
Hieraus folgt wieder nach Satz 3: 
(2) Y (x) + F (x) = O (x) +G(— 2), 


d.h. F ist Transformierte von G. 

Der Kern O(z), der die gegenseitige Transformation von F und G 
bewerkstelligt, kann auf Grund von Satz 1 aus #(y) berechnet werden. 
Verschwindet /(y) in einer Menge von positivem MaB8, so ist er unendlich 
vieldeutig. Der extreme Fall ist der, daB F(z) und G(z) identisch ver- 
schwinden; dann leistet jeder Kern die Transformation. 
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D. 


Wenn F und @ durch (1) und (2) zusammenhingen, so gelten nach A 
die Gleichungen 


(1’) | v(y) g(y) = F(y) f(—y) 
und (2’), welch letztere wir in der Gestalt 
(2’) v(— y) f(— y) = Oy) gly) 


schreiben. Maultiplikation tiber Kreuz liefert 


¥(— y) O(y) f(—y) f(—») = vp Oy) 9) FLY), 
oder, da y(— y) = p(y) und p(y) + 0, ®(y) + O ist: 
i(—y) f(— y) = 9 (y) Gy). 
Hieraus folgt nach Satz 3: 
F (xz) +F(— 2) = G(z)+G(— 2). 
Das ist die Behauptung D, aus der D, fiir s = 0 folgt. 
Bemerkenswert ist noch, daB der ,,allgemeine“ Parsevalsche Satz D, 


eine unmittelbare Folge des Satzes 2, d.h. des ,,speziellen‘‘ Parsevalschen 
Satzes fiir die Fourier-Transformation ist. Denn nach C ist 


lf(— y)| = lg (y)|, 


also 


+2 + 
fif@Pdy =f lglyPdy. 


— co oo 


Nach Satz 2 bedeutet dies aber nichts anderes als 


+2 +2 
[|F(a)P da = | \@(2)/ dz. 


E, 


Wie am Anfang des Beweises von B bemerkt, ist (3) gleich- 
bedeutend mit 


x } 
jA(y) P = Oy) O(y) = po 
(y) hat also die Gestalt 
Vit+y 
wo |#(y)| = 1 ist. Nach Satz 1 hat dann O(z) die in E aufgestellte 
y g 


Form. — Aus (c) in §2 folgt, daB die notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir die Realitét von O lautet: 


b(y) = O(—y). 


d(y) = 4(—y). 


Das ist gleichwertig mit 
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§ 4. 
Aligemeinere Sitze. 
Watson hat seinen Satz in der Fassung von §1 auf die Trans- 
formationen von dem allgemeineren Typus"') 


fe-tyanag = 2-4 [BEY gy ay (A> 0) 


ausgedehnt. In der Fassung von § 3 kommt das darauf hinaus, daS 
man die dortige Funktion Y (xz) durch die allgemeinere 


0 fir z< 0 
¥,(z) = aree fir 2 > 0 


ersetzt. Wie man beim Studium der Beweise von § 3 sieht, werden 
dort von ¥ nur folgende Eigenschaften benutzt: 

H. W(x) ist eine reelle Funktion, die mitsamt D(z) = V(x) + P(— 2) 
zu L? gehért. wily) = &|Y) ist beschrinkt und fast iiberall + 0, 
v (y) = F{M} gehort eu L'. 

Man kann also die dortigen Aussagen und Beweise unverindert 
auf ¥,(z) und auch auf beliebige Y(z), die der Bedingung H geniigen, 
iibertragen, nur ist (3) durch 


6 (z)+O(—2z) = Y(z)+ ¥(—2) 
und die Lésung in E durch 


+a 
0(z) = Lim. t+. | dy) |y(y)ldy 


zu ersetzen. 

Die Funktionen von der Gestalt ,(z) haben den Vorzug, daB sich 
aus Y,(z)*G@(z) die Funktion @(z) sofort fast iiberall durch Differen- 
tiation berechnen 1aBt: 


W, (2) *G(x) = fen4+9=-0 Greyag ax e S+he fddens G(é) dé. 


—o —o 


Zieht man alligemeinere Y, die der Bedingung H geniigen, in 
Betracht, so hat es nur dann Sinn, von ,,der durch die Transformation 


(1) P (x) +*@(z) = O(z)+F(— 2) 
definierten Funktion G(x)“ zu reden, wenn man aus P(z)+G(z) die 
Funktion @(z) berechnen kann, was natiirlich auf die Umkehrung der 


11) Le.*), 8.194. 
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Transformation /+G hinausliuft. Wie und unter welchen Bedingungen 
sich dies bewerkstelligen lat, habe ich an anderer Stelle ausgefiihrt ”). 

Offenbar kann man mit unserer Methode auch das von Kaczmarz") 
geléste Problem erledigen, das nach den Bedingungen fragt, unter denen 
zu g(x) ein Paar von Funktionen y,(z), y,(z) existiert, so daB 

f vldé=Jfxleyolyddy, J ode =f nley) vily)dy: 

0 i) 0 0 


z co 


fvgdt=fuleyowdy, fod =f nleyvalydy 


o 


und 
fo@ae = f veceyae - { vuerae 
ist. ) ; 
12) 1.c.5), 8. 296. 


18) §. Kaczmarz, Note on general transforms. Studia Math. 4 (1933), 
S. 146—151. 


(Eingegangen am 10. 3. 1936.) 
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Hypergeometrische Funktionen 
zweier Verinderlichen. 
Fortsetzung der Arbeit in Bd. 111"). 


Von 


J. Horn in Darmstadt. 





In dem friiher erschienenen ersten Teil der Arbeit (H.*) sind hyper- 
geometrische Reihen mit zwei Verinderlichen betrachtet worden, welche 
Systemen linearer partieller Differentialgleichungen mit drei linear un- 
abhingigen Integralen geniigen; es wurde besonders das Verhalten der 
Integrale bei der Anniherung der Veranderlichen an singulire Stellen der 
Unbestimmtheit untersucht. Zu diesem Zweck war es nétig, die Un- 
bestimmtheitsstellen von Systemen linearer Differentialgleichungen mit 
einer unabhingigen Verianderlichen auch in Ausnahmefallen zu behandeln. 

In der vorliegenden Fortsetzung wird eine hypergeometrische Funktion, 
deren Differentialgleichungssystem vier linear unabhiangige Integrale besitzt, 
eingehender behandelt, und zwar die Funktion H,(a«,y,6,z,y)*). Unter 
weiterer Ausbildung der friiher (H.*) benutzten Methoden untersuchen 
wir das Verhalten der Integrale des Differentialgleichungssystems dieser 
Funktion fiir den Fall, daB sich der Punkt x,y auf gewissen einfachen 
Wegen den verschiedenen Unbestimmtheitsstellen nihert, und zwar wird 
dieses Verhalten durch asymptotische Reihen mit den beiden Verdnderlichen z, y 
dargestellt (§§ 8 bis 10). Die entsprechende Untersuchung fiir die Funktion 
von P. Humbert 5,(«,8,y,2z,y)*) wird nur bei einzelnen singuliren 
Stellen und weniger vollsténdig durchgefiihrt. 

Aus den asymptotischen Reihen, welche die Differentialgleichungen 
formal befriedigen, lassen sich nach bekannter Methode Laplacesche Integrale 
bilden, welche Lésungen der Differentialgleichungen sind und durch die 
zunachst aufgestellten divergenten Reihen asymptotisch dargestellt werden. 


1) Vgl. die Arbeiten des Verfassers Math. Annalen 34 (1889), S. 544 f., zitiert 
mit H.'; Math. Annalen 105 (1931), S. 381 f., zitiert mit H.?; Math. Annalen 111 
(1935), S. 638 f., zitiert mit H.*; ferner die Darmstidter Dissertation von 
L. Borngasser, Uber hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen (1933), 
zitiert mit B. SchlieBlich wird hingewiesen auf Appell und Kampé de Fériet, 
Fonctions hypergéométriques (Paris 1926), zitiert mit A.-K. 
*) H.?, 8. 384. ' 
5) A.-K., 8. 128. 
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Mit Hilfe der jetzt angewandten Methoden lassen sich die Ergeb- 
nisse von H.*, 8. 660—673 vervollstindigen; wir zeigen das fiir die 
dort bereits betrachteten Funktionen J',(8, 6’, z, y) und ®,(f, f’, y, z, y) 
(§ 12). 

Zu entsprechenden Untersuchungen fiir alle in H.* eingefiihrten 
hypergeometrischen Funktionen bedarf es noch weiterer Betrachtungen 
iiber die Unbestimmtheitsstellen von Systemen linearer Differential- 
gleichungen mit einer unabhangigen Verinderlichen. Die in der vor- 
liegenden Arbeit benutzten Satze sind in §7 dargestellt. 

Bei den behandelten speziellen Reihen sind ganzzahlige Werte der 
Konstanten a, 8,..., sowie gewisse Relationen zwischen diesen Konstanten 
mit ganzzahligen Koeffizienten ausgeschlossen, ohne da$ dies jedesmal 
besonders erwahnt wird. 


§ 7. 

Die Satze, die in §3 und § 4 iiber die Unbestimmtheitsstellen von 
Systemen von drei linearen Differentialgleichungen mit einer unabhangigen 
Verinderlichen ausgesprochen wurden, iibertragen wir jetzt auf Systeme 
von vier Differentialgleichungen, aber nur so weit, wie sie in §§ 8 bis 11 
fir die Untersuchung der hypergeometrischen Funktionen H, und &, 
gebraucht werden. 

Wie das System (A’) in §4 behandelt man ein System von vier 
linearen Differentialgleichungen 


a 


T+ 3 (y+ Be. ..) yp = 0 “ae, 


unter der Voraussetzung, daB die Determinante 


A (x) = |as o — *dap| (2,8 = 1,..., 4) 
entweder die zweifache Nullstelle x = 0 mit den linearen Elementarteilern x, x 
oder die dreifache Nullstelle x = 0 mit den linearen Elementarteilern x,x,x, 
im iibrigen aber von 0 verschiedene Nullstellen besitzt. 
Die Determinante 4(x) habe jetzt die dreifache Nullstelle x = 0, 
welcher die Elementarteiler x*, x entsprechen, und eine von 0 verschiedene 
Nullstelle. Das Differentialgleichungssystem 


a 


a 2 4 AG 18 +...) yp =0, 


ol ¥e = 0, 
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dz 
=1 
dy § (a) 
ze +ey.+ (Ts +...) yp = 0, 


worin a + 0 ist, kann dhnlich behandelt werden wie das System (A”) 
in § 4. 
Durch die Substitution 
z=; y= Y,,y=1Y,,y=Y¥3¥%= ¥,, 
Y,=e'Z, fa an 1, «<4 
gehen unsere Differentialgleichungen iiber in 
dZ j 2 (1) , 
a +- (1 + =Su a ...)Z,+(2aQ +...) Z, 


/ 




















+ Set + ...)Z,4+ (284 4...)Z, =0, 
fs 4 (24 ety ...)z,4 (v4 2th 4s...) z, 
+ (2484+ ...)z,4 (244 ...)Z, =0, 
47, 5 (200 + ..)Z,+ (209+. )Z, 
+(e +2ts..) +(e )ane 
y-1 ee + ...)Z,+ (FS +...)z, 
+ (2 + ...)2,4 (20+ 5 42S +...) Z, 0. 








Damit dieses System durch Reihen 





formal befriedigt wird, mu8 
x’, 2a%, 0 
2, x, O}] =x (x'* —4a%) =0 
0, 2a), x’ 
sein. Es ist entweder 
x<=+2 a), 
Ay = 9, Ayo: Ago? Asy = Of}: F Vat}: a%3, 


—o 











ee 




















Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 
wo a\)} + 0 vorausgesetzt wird, oder 
# = 0, Ay, = Ago = Ayo = 0. 





Durch Einfiihrung der neuen Veranderlichen 


3, = Z, — VaQZ,, 
3s _ Z, + Va%}Z,, 
3; = af} Z, — af}Z,, 
3 = Z, 


gehen die zu x = 2 Va%) gehérigen Differentialgleichungen fiir die Z, 
tiber in 

a3 

a+ 2 ( 


“Pt + 4 VaR 3, + y(H+ 2+...) a =o, 
(A,) inte 


‘es avans.+ S (H+ 1.) 3¢ = 0, 


a’? 


-1 434 4 243, + d+. -) 3p = 0. 


Man erhilt eine zweite Gruppe (A,) von Differentialgleichungen, wenn 


a 


P+, .) 3¢ = 0, 


man durchweg Va) durch — Va“) ersetzt. Die zu x’ = 0 gehdrigen 
Differentialgleichungen, d. h. die Differentialgleichungen fiir die Y,, er 
halten durch die obige Substitution die Form 


“ _ 2 Va} 3,+... = 0, 


£3, +2Va% 3,+...=0, 


‘3, 
az 


—+243,+...=0. 


(A;) 


*) Der Realteil von r kann positiv vorausgesetzt werden (§ 2). 
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Wenn wir zunichst das System (A,) durch Laplacesche Integrale 
Ba = | wa (them that (a = 1,..., 4) 
0 


zu lésen suchen, erhalten wir unter Einfiihrung der ganzen Funktionen 


Gar) = Dog 
die Integralgleichungen 


a 
tw, (0) = 2 | Gip(t— 2) ws(t) dr, 


4 t 
(t — 4 Va) w, (t) = 2 [Grol — 1) w(t) dt, 
(B,) yey? 
(t — 2 Vat) wo, (t) = 2 § Gs 5 (¢ — t) w(x) dz, 


3 ft t 
2a, (t) + 2 fGnt- t) wa (t)dt + ([—r+ G,,(¢— 1] o,(r)dt = 0. 


Die Integralgleichungen (B,) gehen aus (B,) hervor, indem man Ya‘) 


durch —- Vat!) ersetzt. Die aus (A,) folgenden Integralgleichungen haben 
die Form 


(t+ 2 Yaw) w, (t) =... 
(B.) (t — 2 Vat?) w, (t) = ..., 
tw,(t) = ..., 
2au,(t)+... = 0. 
Die jetzigen Integralgleichungen werden ebenso behandelt, wie die Inte- 
gralgleichungen (B) in §4. Der Integrationsweg ist argt=w; aus- 
geschlossen ist bei (B,) w = arg Va%), bei (B,) wo = arg(— Va%), bei 
(B,) diese beiden Werte von w; wie friiher muB sein: 


3iw 


R— <0. 
Fir |t| << 2|Vat| ist 
= gta 
w, (t) = Ps Wen Tp a) (a __ eee 4). 
n=0 


Wenn wir aus den formalen Reihen, welche den Differential- 
gleichungen (A,;) geniigen, die Reihen fiir die y, herleiten, haben diese 
die Form 
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Aus den urspriinglichen Differentialgleichungen berechnet man 
A,, = 44, = 9, Ayy: As, = af}: — af}, 

af} a3 

a 

Nun habe die Determinante A(x) die zweifache Nullstelle x = 0, 

welcher der Elementarteiler x* entspricht, und z. B. die zweifache Null- 
stelle x = a + 0, welcher die linearen Elementarteiler x —a, x —a ent- 
sprechen mégen. Das Differentialgleichungssystem 


= gi) — 
f = @33 — 


‘a 


w+ a+. Jy =, 


a) 


oe ty, + d+. .) yp = 0, 


a 


os + aye + d+. Jy =0 Se3 


worin a + 0 ist, geht durch die Substitution 





z= 7’; y= Yi» y, =2Y,, y¥,= Y;, ¥= ¥,, 








» = e'tZ, (a = 1, cee 4) 
iiber in 
$F 4 (v 428i b+ ...)Z,4+(20Q+...)Z, 
+E mae dane 
$i + (3 +5 .+)B, +(w 42+! ...)z, 


a =: )Z, = 0, 
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Damit dieses System durch Reihen 


@~ 


A 
Z. = Phe (a= 1,..., 4) 
formal befriedigt wird, mu8 
x = +2 Yar, 


wobei a) + 0 angenommen wird, und 
A,,:44, =*:-—2, A, =A, =0 
sein. Durch Einfiihrung der neuen Verinderlichen 
3, = 2Z,—*#Z,, 3,=22,+#2Z,, 3,=2Z,, 3,=Z, 
ergeben sich die Differentialgleichungen 


(1) 


4 DX +...) 39 = 0, 


(1) 


e+ 3,+ 3 (B+...)3,=0. 


a’? 


- + SH. ) 3 = 0 (a = 3, 4), 


die wie die Sitneiiilitiaitaaains (A) in §4 behandelt werden. Wir 
lésen sie durch Laplacesche Integrale 





Be = J wa(t) edt (a2 = 1,..., 4), 
i? 
wo die w,(t) den Integralgleichungen 


‘4 t 
tw,(ij= J { Giplt — t) w(t) dt, 


B=15 


(t— 2x) w,(t) = P J Gs p(t — t) wg (t)d x, 


t 


2aw, OF, 2 {spt —s)mg(rdr + {([—1+6,, (t—1)]w,(r)dt =0, 


§=1,2 0 


2aw, (t) + zo sor — t) w(t) de + fl—++6,.¢—mwindr = @ 
s=1, 
geniigen, die wie (B) in in §4 zu behandeln sind. Der Integrationsweg 
ist die Gerade argt = w, welche nicht durch t =x’ geht und die Be- 
dingung 
ete 
R— <0 
erfiillt. 


















PS 
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In § 11 stoBen wir auf Systeme von vier linearen Differential- 
gleichungen mit einer Unbestimmtheitsstelle, deren charakteristische 
Gleichung vier gleiche Wurzeln besitzt. Wir erweitern die Methode 
von § 3. 

Das Differentialgleichungssystem, dessen charakteristische Determi- 
nante die Elementarteiler x*, x besitzt, namlich 


pity + s@ Jy = 0, 
4 
— oO 


geht durch die Substitution 
tz=P: y = Y,, y=tY, w=wry,, y= Y, 


tiber in 
dhs, (Soh .)¥, 404 “a Y, 
+ (S04...) ¥,+(*4...) ¥, = 0, 
27a 4 (34 2G y...)¥,4 (Pats ...)y, 


+ (at ...) Y¥o-+ (293 +. mi = 0, 
































z 
19704 C+...) ¥, +(34+ 29 + -0)P 
+@mit?, oe +e +...)¥, = 0, 
tate Jr atten 





( 
+ (309+...) ¥,+CM+...)%=0. 


Die zur Unbestimmtheitsstelle x = o vom Rang 2 gehérige charak- 
teristische Gleichung 


—x, 0, 3a%, 0| 
3,— x, 0, O 


0, 3, —x, o| =*(— 2aiq) =0 
0, 0, 3e%,—x 


hat im Falle a) +0 vier verschiedene Wurzeln. 
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Die zu x = 0 gehdrige Lésung ergibt sich aus den urspriinglichen 
Differentialgleichungen in der Form 


n=0 
es ist 
a) 
a‘ 
= ai, @ 
= a “a ? 
aft 
A,,=A,,=90, A, = — a‘) Ay, 
usw. 


Im Falle a) = 0 gehen die urspriinglichen Differentialgleichungen 
durch die Substitution 
: %#=Y, w=, y=etY;,, y= Y, 
iiber in 
Y (1) 
ids) n+ Ge.) n 
(1) 
+ (fb 4 at + (“4 m+...) Y, =0, 


4%, y say, ti an +.) 7+(8 +...) ¥, 





‘dz 

? (B+...) x4 (ah4 -) y,=0, 
Zz Zz 

ide needs 


+ (Bt eS ey: sige 
o™+ + oY, + (# +...) y,+(@ +...) Y, 


ai?) ‘ai? 
+( +...) ¥,+( +...) ¥, = 
Man hat die Elementarteiler x*, x*, wenn a{)+0, die Elementarteiler 


x, x, *, wenn at!) = 0 ist. 
Das Differentialgl eich ungssystem, dessen charakteristische Determinante 


die Elementarteiler x*, x, x hat, 
ns Shs 


d 1) \ 
SM + y, + Dd E+.)y =o 


3 Pe 


ay 


bans) Ys = 0, 


a), 


th +...) yp = 0 (a = 3, 4), 
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geht durch die Substitution 
z="; 4 =, w=2t¥, y= Y¥, y =, 




















iiber in 
‘4 CH 4.) naan ea.) 
2a 2a) 
+(“ +...) + Ct+..) KH =0 @=1,3,4), 
$70 4.(a4 Hy...) y+ Pt +...) y, 


a) 
+(° 33 mm Y.:+ ar ue Y,=0. 
Die zur Unbestimmtheitsstelle x = oo gehérige Determinante 
—x, 20%, 0, 0 
2—x, 90, 
0, 2a%,-—x, 0 
0, 20%, 0,—x 
hat, wenn a) +0 ist, die Elementarteiler x, x, x — 2 Va%), x+2 Va‘). 
Das Differentialgleichungssystem mit der Verinderlichen x wird dhnlich 
behandelt wie das System (A’) in § 4. 


Die beiden zu x = 0 gehérigen Lésungen ergeben sich aus den ur- 
spriinglichen Differentialgleichungen im allgemeinen in der Form 


. 4. 
w= 2 ots (a=1,..., 4). 








= # (x! — 40%) 





Unter der Voraussetzung a‘) + 0 kénnen wir af) = 0, a9) = 0 annehmen. 
Es ist A,, = 0, 
af} A,, + af} A,, + a A,, = 0, 
(a$} — 1) Aso + O22 4,, = 9, 
af} Ayo+ (af) — 1) A,, = 0, 


also 
1 1 
a?) a ‘, aq) = 0 
. . 
a%} ’ af? = 


Wenn diese Determinante zwei lineare Elementarteiler r—1,, r — 17, be- 
sitzt und wenn r,—~r, keine von Null verschiedene ganze Zahl ist, 
lassen sich fiir y, zwei Reihensysteme von der angegebenen Form be- 
rechnen. 
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Im Falle der Elementarteiler »*,x* haben wir die Differential- 
gleichungen 


x Fs} x 
. aft 
d ys (“2 ) ps 
ds TS = = icin. 
d ‘ a 
fw iy t D (f+...) = 9 
p=1 


die durch die Substitution 
z=; ¥ =Y,, y¥, = 2Y;, y3=Y,; %= rY, 


dY, 2a)? .) 
ma = +.. 


+Qh +) 


z 


in 
+ (2aQ+...)¥, 


200+...) ¥,=0, 











Bo 
+ (298 +.. )¥, + (248 “e mY 











adY, 2 Y 2a,3+1 
oT) 4.(24 os +.. _ +(2mt? +...) y, 
= 0, 
d 2 
nails.) been 
+( +. wh + (20%+4...) ¥, =0, 
(a) a) 
TOs.) aPC s..)y 
2a\} 2a+1 , a 
+0424...) 4 (htt s.r, =0 
iibergehen. Die Pee Oe Gleichung 
—x, 2a, 0, 2a} 


13? 
2,—x, OO, O 
0, 2a, —x, 2af? 
‘ a2 i = | 
= x* — 4(a% + a) x* + 16 (aS a) — af af) = 0 
hat lauter verschiedene Wurzeln, wenn das von x freie Glied und die 
Diskriminante der quadratischen Gleichung fiir x* von Null verschieden 
sind. 








en oe 




















— 


We ee ee ae a ee 
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In §4 war das Differentialgleichungssystem (A’) 


dy ‘ al, 
i SEs Juno wane 
=1 


. hit 


d y ' @3 8 F. 
ae tant OF +.) =o 
mit a +0 unter der Voraussetzung behandelt, daB die Determinante 


(1) (1) 
ai 7 Aig 
| 

(1) = 
a, » a—r| 





zwei lineare Elementarteiler r—r,, r—r, besitzt und daB r, —r, keine 
von Null verschiedene ganze Zahl ist. Mit Riicksicht auf eine spitere 
Anwendung behandeln wir jetzt den Ausnahmefall, dap r, —1r, = 1 ist 
und daB trotzdem das Differentialgleichungssystem (A’) durch logarithmen- 
freie Reihen formal bejriedigt wird. 

Durch eine lineare Transformation von y,, y, erreicht man, daB 


a) — >) os © an fD aoe 
a=", a3 = "2, a5 =a 0 


wird. Fiir etwaige Reihen 


eo 


4... ¢ 
a Se. 1.2.9) 


n=0 





welche den Differentialgleichungen geniigen, gelten die Rekursionsformeln 
8 3 
(ra —1 — n) Agn + 403 Agn + = cp Ap, n—1 + p epg n—-s+...=0 
p=1 @=1 
(e = 1, 2), 


8 8 
aA,,—(r+n— 1) Asn + 2 a3) Ap n—1 +2 a3, Ap.n—s +... = 0. 
=1 =1 


Hiernach ist A,, = 0. 
Fir r=r,=7,+1 ist A,, unbestimmt, A,,=0. Durch die 
Gleichungen 
—nA,,+a9A,,+...=0, 
— (n+ 1)Agn + aQQAsn t+... = 9, 
@43,+...=0 
sind A,,, Asn, As, (nm = 1,2,...) bestimmt. 
Fir r =r, = 7, —1 ist A,, unbestimmt, 4,,=0. Fir = 1 hat 
man die Gleichungen 
ay} Ay, + a} A,, = 0, 
— A,, + af} A,, + af} A,, = 0, 
aA,,+ al) A,, = 0, 
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die nur vertraglich sind, wenn 
a® aw 
a@) — 213% 
12 e 
(Bedingung fiir das Nichtauftreten von Logarithmen) ist; man erhiilt 
A,,, 4y,, wahrend A,, unbestimmt bleibt. Durch die Formeln 


(1 — n) A,, + a%A;,+ see = 0, 
— As, +0)4,,+... = 0, 
@As,+ ooo BO 


sind A,,, Asn, As, (m = 2,3,...) bestimmt. Wenn man A,, = 0 an- 
nimmt, erhalt man die Lésung, die sich bereits fiir r= r, = r, +1 er- 
geben hat. Es geniigt, neben dieser Lésung diejenige Lésung zu betrachten, 
die sich fiir r = r, ergibt, wenn man A,, +0, A,, = 0 annimmt. 

Die iiber die Integralgleichungen (B’) in § 4 ausgesprochenen Sitze 
bleiben hier bestehen. Die im Jahresber. d. D. Math.-Ver. 24, S. 318—324 
gegebenen Beweise beruhen auf dem Hilfssatz a.a.O., 8. 315—318, der 
hier fir « = 2 anzuwenden ist; er gilt auch, wenn 0, — 0, = 1 ist und 
die Integrale der Differentialgleichungen (D®) a. a. O., 8. 316 logarithmen- 
frei sind. 

In § 9 treten Systeme von vier Differentialgleichungen auf, die abhnlich 
beschaffen sind wie das hier betrachtete System von drei Differential- 
gleichungen und die nach derselben Methode behandelt werden kénnen. 





§ 8. 
Die bestandig konvergente Reihe 


Aa, A— nu) (> h) 


H, (a, y, 6, 2, y) = (6, 4) (1, 4) (1, a) 


x* y* ' 
gentigt den Differentialgleichungen 
zr—(z—d)p+yq—az=0, 
zs—yt—(y—a+l1)q—yz=0, 
aus welchen das vollsténdig integrierbare System hervorgeht: 
dz=pdz+qdy, 


dp= este sigs sdy, 





dq = sdz+ wee a dy, 








ds = Vit Md— Ot gy , pte OWI ay: 
z = 0 und y = 0 sind singulare Linien der Bestimmtheit, = o und 
y = o singulare Linien der Unbestimmtheit. 
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Die bestaindig konvergenten Reihen®) 
H, (a, y,9, z, y), 
o—9H, (a ome 6+ 1, Y; 2 — dé, z, y), 


(a + y, #) tine: 
re. G—a HL AU+e”) ns | x) ( y)", 


1—d ga—8+1 (2+y—6+1, 4) — 
— 2, eM e aH aV(— 9) 
bilden ein Fundamentalsystem von Integralen unseres Differentialgleichungs- 


systems. 
Wir gehen zum Schnittpunkt z = ow, y = o der beiden singuliren 
Linien der Unbestimmtheit sz = @ und y = o. 
An Stelle der unabhingigen Verinderlichen z,y fiihren wir neue 
Verinderliche ¢, p (Polarkoordinaten) ein, indem wir setzen: 
z= at, = bt, 
a=cosg, b=sin 9g, 








{ so daB a* + b* = 1 und 





Sk Miwae 

dg — 
also 

Oz Oz 

Yeti gene 

Oy dy _ 

37 = 5: 5, 7 * 


ist. Unser vollstindig integrierbares System kann also ersetzt werden 
durch die Differentialgleichungen 


a Se ee eee 





5: = op + by, 
$B = E24 (0—t)p—ba tbo 
5f = t— Fp+2bqg+(—b+ 25") 
und " 
.” — btp + atg, 
xe = — + [az + (at — d)p — beg) + ats, 
pi = — bis+ 5 [—v2—(bt— a+ 1)q + ats, 
= —~ [yz + btq— 53) 


+F[y2—yp + btq + («— 5 —bt)s]. 


5) Vgl. H.*, §2; B., § 4. 
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Um zu untersuchen, wie sich z, p,q, s verhalten, wenn ¢ bei kon- 
stantem g ins Unendliche geht, betrachten wir die Differentialgleichungen 
fiir die Funktionen z, p,q,s von ¢. Zur Unbestimmtheitsstelle t = o 
gehért die charakteristische Gleichung 


— %, a, b, 0 
0, a— x, — b, b 
0, =e si" 
0, 0, 2b, —b—x 


deren Wurzeln 
x= 0,a, —b+2Vab, —b—2YVab 


voneinander verschieden sind, wenn a + 0, b+ 0, a+b, 4a+b ist. 
Zur Wurzel x = 0 gehéren formale Reihen 


z= ) - 7% - <. ee 
etn’ = yt’ 4 
a=0 0 


mit den Rekursionsformeln 
—(r+n—1)2%_, = ap,+ bq, 
—(r+n—1)p,—-1 = ap, — bg, + 58, + 02,~1 — Opn, 
— (r+ —1) ga—1 = —bgy + 208, — yey + (@—1) Gus . 
— (r+ n— 1) 8,_, = 26g, —bs, +2y2,_ 1 —YPa—1 + (2-26) 8,_. 
Indem man diese Gleichungen mit —1, 1, 0, 1 multipliziert und addiert 
und schlieBlich » —1 durch n ersetzt, erhilt man die weitere Gleichung 
— (r+ 2) (— 2 + Pu + 8) = (@ + 2y) 2, — (y + 9) Pa + (a — 2 4) 8. 
Fiir »n = 0 ergeben diese Gleichungen p, = 0, q, = 0, s, = 0, wihrend 
z, unbestimmt bleibt, und r= a+2y. Es ist 








; +y)(a+y—64+1) 
s, = 0, a= —%, p, = — Etre, = —& 7) (« 2 20. 
allgemein ist 
Zn = % hn (a, b), 


wo f, eine rationale homogene Funktion (— n)-ten Grades von a, 6 ist, also 
fn (Aa, Ab) - A-* fe (a, b). 
Um z, als Funktion von gy zu bestimmen, vergleichen wir in der 
Gleichung fiir i die Koeffizienten von 5: 
d ' 
ot = — bp, + aq, =[(a+y) tgp —y cot ¢] z, 


T 
also 


z, = (cos g)—*~—? (sin g)~? = a~*~7b-7 
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unter Weglassung eines konstanten Faktors. Demnach ist 


7 f(a, b) 
= a-*—yb—-7t-«¢—-27 pi nt 
z=a b j 2 r- 
Entsprechend x = a fiihren wir die Differentialgleichungen mit der 
Veranderlichen ¢ durch die Substitution 


z= ets, p=ettp, gq=ettq, s= e's 
fiber in 








33 = —a3+ap+ba, 
op a é 
$9 _. — (a +b)q + 208— 2342—" 
—— q rm t q; 
of = 2bq—(a+b)s+ 7 3—2p+2— 7% 





und die zweite Differentialgleichung mit der Verinderlichen ¢ in 


ap b 
ine" q («3— Op — btq) + ats. 


Wir setzen 





ee 


oo 3p 
= 2 7 eee 
Wenn wir die Rekursionsformeln 
—(r+n—1)3n-1 = — 43, + ap, + bq,, 
—(r+n—1)pa-, = — 69,4565, +%3,_,—Sp,-1, 
— (r+n—1)q,-1 = — (@+6)q, + 205, — ¥3n-1 + (a — I) On: 


— (r+ n—1)5,_1 = 26q, — (@+6)5_-+27 30-1 — YPn—1 t+ (4— 26) Sn 1 


mit 0, a—b, —b, —b6b multiplizieren und addieren und schlieBlich n — 1 
durch n ersetzen, erhalten wir die weitere Gleichung 


— (r+) (a — 6) p, — bq, — bs,] 

= [a(a—-b) — yb}3,, + [— d(a — b) + yb] p, — (a — 1)bq, — (a — 26) ds,. 
Fiir n = 0 ergeben diese Gleichungen q, = 0, 5s, = 0, p, = 3 und 
r=6—a. Wir erhalten 3,, pa, Ga, 5, als rationale homogene Funktionen 
(— n)-ten Grades von a, 6, multipliziert mit 3,: 

in = 30 fn (2, b), 

fn (Aa, Ab) = A-* fa (a, b) 

usw. Insbesondere ist . 

q, = 5, = -2.. 

1 1 


a—b 
Mathematische Annalen. 113. 
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Wenn man in der Gleichung fiir o die Glieder mit = vergleicht, hat 
man wegen P, = 3, 
d b 63 
7 = (8—a) — & + Gg utes == [(6—a)tge + 
oder 





? 
cos ¢ (cos » — sin abe 
3o = (1 — tg y)—” (cos y)*—? = a*+1—# (a — )-7 
unter Weglassung eines konstanten Faktors. Es ist demnach 


f, (a,b) 
"ad 





z= ett qe+7—9 (ag —b)-7 2-8 > 
n=0 


Entsprechend x = —b+ 2 Vad setzen wir 
e=e-d+eane, 
Wir haben die Differentialgleichungen 





<3 — (b—2Yab)3+ap+baq, 

op « é 

a7 = (@+5)p—bqg+bs+73— FP, 

79 = — 2Vabq+2as—2%3+4%—*q, 
as 26 


2 -_ 
ag = 2bq—2Vabs+3-4p+4+“——“s 


und vier Gleichungen mit der Veranderlichen g, von denen wir eine an- 
schreiben: 








94, BP 5g 5 PKS + (e— Ne g—res 
a9 Vab b ' 


Fiir die Koeffizienten der Reihen 


a 


ok, 


ergeben sich die Rekursionsformeln 

— (r+ —1)3n—1 = (6 — 2 Yad) an + oP, + ba, 

— (r+ m—1)pr—1 = (@ +b — Yad) py — bay + 55, + @3n—1 — OPn—i, 
—(r+m—1)q,-1 = —2Vaba, + 245, — yan—1 + (a — I) Gn—1, 

— (r +n —1)5,~1 = 2bq,—2 Vabs,+273,—1—YPa—1 + (a — 26) 5,1. 


Wenn man die beiden letzten Gleichungen mit Yb, Ya multipliziert und 
addiert und n —1 durch nm ersetzt, erhilt man noch die Gleichung 


— (r +) (Ybq, + Vas,) 
= Vo (—v3n+ (a—1)an)+ Va (27 3n — ¥ Pa + (a — 24) 5,). 
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Aus dieser folgt fir n = 0 
r= t) —_ Y + +, 
nachdem man aus den ersten Gleichungen fiir n = 0 berechnet hat: 


a = a A 


Die GréBen gn, Pa Gn» Sn ergeben o als rationale Funktionen von Ya 
Vb, welche in a, 6 homogen vom Grad —n sind: 


3n = 80 Gn (a, 5), 
Gn (Aa, 2b) = A-* g, (a, 5). 


Durch Vergleichung der Koeffizienten von in der Gleichung fiir 
29 finden wir 
a9 
d 2 — p? b 
w=" 5 (s,— J o,)+ £0¢-q-ya. 
Aus der dritten der obigen Rekursionsformeln fiir n = 1 berechnet man 


b _ ¥to+(y—8+49)% 
7. y= 2a ; 








Es ist also 


dq 1 a b a 
Ze = (7-8+3)(H— za) H+ —NFW— Fein 
oder, wenn man 3, durch q, ausdriickt, 
dlog —6é 1 y— 1 
aot = (+a) ote —- (+z) te 


1 
+6 — Note — gts ei 
Unter Weglassung eines konstanten Faktors ist 


ae a— U 
ate 





q =a * 
also 


fae Bin Baw 
%o =a ? * Te a «(Va — yb)’—*. 


Wir haben demnach die Reihe 


LL oF ET ye — 
gtr a> yma 


Eine vierte Lésung erhalten wir, wenn wir in der dritten Vb durch 
— Yb ersetzen. 


17* 
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Wenn wir in den gefundenen Reihen at wieder durch z und bt 
durch y ersetzen, kénnen wir den folgenden Satz aussprechen: 

Das Differentialgleichungssystem der Funktion H, wird durch Reihen 
von folgender Form formal befriedigt: 


1. 2=a-*-1y-7 Sf, (2, y), 
wo {,(z, y) rational und homogen (— n)-ten Grades in x, y ist; 
2. z= et ttr—9(e—y)-7 z fa (2, y), 


wo f, (x, y) rational und homogen (—n)-ten Grades in =, y ist; 
3. zwei Reihen 


a Se telsk sok ak = 
z=e v+sley "Ty ’ «(Va —Vy)"~* 2 ga (2, 9), 


wo Q,(z,y) rational in Vz, Vy und homogen (—n)-ten Grades in 
Zz, y ist. 

Zur Berechnung von 2, Pa; Yn» Sq DZW- 3n» Pas In» Sn Gienen die oben 
aufgestellten linearen Gleichungen, aus welchen sich endliche Werte er- 
geben, wenn keine der GréBen a, b,a—b, 4a—b6 verschwindet. Nur 
wenn eine dieser GréBen verschwindet, d.h. wenn zwei Wurzeln 0, a, 
—b6+2Yab, —b-—2YVab der charakteristischen Gleichung zusammen- 
fallen, kénnen die Funktionen /, (a, 5), f, (a, 5), g, (a, 6) unendlich werden. 
Die Funktionen /, (z, y), {,(z,y), die rational in z, y sind, und die 
Funktion g, (z, y), die rational in yz, Vy ist, kénnen also nur die folgenden 7 
singuléren Linien haben: «= 0, y=0, c=y, 4a2=y. Die Linien 
z =0, y=0 kénnen singulire Linien der Funktionen z, p, q, s sein, 
wahrend sich diese Funktionen lings der Linien t= y und 42 = y 
regular verhalten (vielleicht abgesehen von einzelnen Punkten). Weil 
aber diese Linien singulére Linien der Glieder der formalen Reihen sind, 
mu8 der Fall, daS man lings einer dieser Linien ins Unendliche geht, 
besonders behandelt werden. 


Die charakteristische Gleichung hat im Falle a = b = ii die Wurzeln 


= 1 u ~ 7 = pore. 3 m= i 
x= 0, FG 3 im Falle 4a b, d.h.a n° ay Wome 


oe 


1 8 : _ 
x = 0, 0, iv’ ~ ya Da aber der Doppelwurzel jedesmal zwei lineare 


Elementarteiler entsprechen, bietet die Aufstellung der formalen Reiben 
keine Schwierigkeiten. 











~~ Ee 


unis 
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Wir setzen kiinftig voraus, daB alle in § 8 eingefiihrten Exponenten r 
einen positiven Realteil haben. Ist dies nicht von vornherein der Fall, 
so werden durch die Substitution 

aa a = 
Z = e’ P —_— e’ Q a 
alle Exponenten r um g@ vermehrt. 

Mit den bisher aufgestellten formalen Reihen sind Laplacesche Inte- 
grale gegeben, welche den Differentialgleichungen der Funktion H, gentigen 
und durch die Reihen asymptotisch dargestellt werden, wenn man lings 
einer Geraden x = at, y = bt (a + 0, b + 0, a + 6, 4a + 5) ins Unend- 
liche geht. 

Wir zeigen dies in Ankniipfung an § 2, besonders H.*, 8S. 646—647. 
Wir verstehen unter a,(i=1,..., 4) eine der GroBen 0, —a, b—2Yab, 
b+2 Vab und unter 3,, Pn» In» Sn (n = 0, 1, 2,...) die von m abhangigen 
Koeffizienten der oben bestimmten Reihen (fiir i = 1, a, = 0 ist 3, = %, 
Pn = Pn, ---)» Die Reihen 


= -_ r+n—l1 
» = yet a,) 


8 
’ eas 


2) 














Tirt+e) 
¥o- yee, 
w" () = P eo. 
we) = > ae 


konvergieren in einem Kreis vom Mittelpunkt a,, dessen Peripherie durch 
die nachste der von a, verschiedenen Stellen a,,...,a, geht. Wir denken 


uns diese Reihen von a, nach oo auf geradlinigen Wegen fortgesetzt, 
welche keine von a, verschiedene Stelle a,,...,a, enthalten. Die La- 


placeschen Integrale 
z= fw (C)e~*' dé, 
% 
9 = fw (C)e-*8 de, 
a, 
qg= | w” Cede, 


w'" Cye“ de 


a——~ es Pay 
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sind Funktionen von ¢ und g (oder von z und y), welche den Differen- 
tialgleichungen der Funktion H, geniigen und durch die diesen formal 
geniigenden Reihen 














asymptotisch dargestellt werden, wenn ¢ bei festem gy ins Unendliche 


geht. 
Fiir die Funktionen w(¢),... kann man Integralgleichungen auf- 
stellen, durch deren Differentiation Differentialgleichungen entstehen. Aus 


s= [ we-ttae 
folgt 2 


Se = — f fw(te-dz, 


sem f fw(tyag-e-ae 


% % 
usw. So ergeben sich aus den Gleichungen fiir a4 ..» die Integral- 
gleichungen 
¢ w(t) + aw’ (f) + bw” (0) = 0, 


(¢ +a) w’ (0) — bw” (0) + bw” (2) +a f wae —6é f w' (C)dt = 0, 


% i 
 — byw" (¢) + 2aw” (0) —y [ w(tdt + (a—1) fw" ae =0, 
a; a; 


> 


2bw" (0) +(¢—brw""(Q) + 2y fwlthdt—yfw'eyae 
a; 


a; 


+ (a — 26) fw (eae a 
a, 





ee ee 


ee 
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und daraus die Differentialgleichungen 
Cotes +b Se =0, 

C+a)Se oo +05 + aw +(1— dw =0, 






(6-0) Se + 205F —yw+ aw” =0, 
2b + (oS + 2yw — yw’ + (a—26+1)w” =0, 


woraus man die Ableitungen der w als lineare homogene Funktionen der 
w mit dem Nenner , 


(+a) —b+2Vab)(¢ —b — 2 ab) 


erhalt. Wenn man in den Integralgieichungen fiir die w(t) die Reihen 
—aytn-} 
setzt und die Koeffienten von te vergleicht, erhilt man die 


Rekursionsformeln fiir %,, Pa, Gn, Sn, die friiher aus den Differential- 
: gleichungen der Funktionen z,... von ¢ hergeleitet waren. 





Um aus den Gleichungen fiir = , ++» Gleichungen fiir w herzuleiten, 
beachtet man, daB 
—— | Seetsag, 
a; 
: a, 
usw. ist, vorausgesetzt, daB der Realteil von r—1 positiv ist. Man er- 
halt so die Gleichungen 


33 me or +o, 
cid Saaemetihend ie 
Ts sd —2[yw—dw" +65] 


, ”“ a te) Me 
+$[yw—yw + (a — 4) w’ be — 65 i 
Hier ist ot ... unter der Voraussetzung zu bilden, da8 nicht nur die 
3n»---, SOndern auch a, von  abhiangen, es ist also 


43, r+n— 
aw I i— %—% = da, he a, (¢—a)" *"—? 
sa 


Tir +) — op me Tir+n—1) 
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usw. Wenn man in den zuletzt angeschriebenen Gleichungen fiir =, see 


_- r+n-—1 
a,) 


die Reihen fiir w,... einsetzt und die Koeffizienten von € 


vergleicht, erhalt man fiir 3,, Pa, Gn, S, dieselben Rekursionsformeln wie 
° a OS 
aus den Gleichungen fiir ag?" 

Es handle sich nun darum, ein bestimmt definiertes Integral, z. B. 
die Reihe H, («, y, 4, z, y) asymptotisch darzustellen fiir den Fall, da8 
man auf einer Geraden z = at, y = bt ins Unendliche geht. Man stellt 
das vorgelegte Integral als lineare homogene Funktion mit konstanten 
Koeffizienten von vier partikuliren Integralen dar, die als Laplacesche 


Integrale gegeben sind und deren asymptotische Darstellung man kennt. 


H= Sefw eae, 
i=1 g, 


aH | lei 
oe — 2%) (ce "de, 
aH ih FA asia 
ae = Safe wevae 


~ 


FM, fF wep et 
iaoy ~ 205 (Cer *de. 





Wenn man fiir z, y bzw. ¢t, g spezielle Werte einsetzt, hat man vier 
lineare Gleichungen zur Berechnung der vier Konstanten c,(i = 1, ..., 4). 


§ 9. 
Wir gehen zum Schnittpunkt s = 0, y = o@ der singularen Linien 
z= 0 und y = om der Funktion H,. 
Wir setzen xz = =, fihren in der € y-Ebene Polarkoordinaten ein, 
indem wir 
&= at, y= bt, 
a=cosg, b=sing 
setzen, und lassen ¢ gegen oo gehen. Oder wir setzen 


1 
c= y = bt, 


a=cosg, 5b = sin g; 


Iir+n) 


eo SO TP 
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es ist 
Ox 1 dz 6 
dt”—<“‘<i—iéi «OCC 
dy _ dy _ 
77 = 5 Te 7% 
Wir haben die Differentialgleichungen 
ak 1 
Op _ a 6 1 
ae bgt bs— fet (p—sa)P 
: a —1 
’ p= —bg— 2245 q; 
t] 
a= os Fet te 
und 
é b 
| rare tone 
C7] b 1 
| 55 = a [X2 -(8— Gj) P— Ot] Hats, 
C7] 1 
ae = aoe — Fle t+ Ot—a +19), 
a b 
Fp = g (ve + btg— 8] + Flyz—yp + beg + (@— 6 — bis}. 


Die Differentialgleichungen mit der unabhangigen Veranderlichen ¢ 
haben die Unbestimmtheitsstelle t = oo, deren charakteristische Deter- 


minante 
—x, 0, b, 0 
0, — x, b, b 
. éutan o | = + bY 
0, 9, 0, —b—x 


die Elementarteiler x, x, x + 6, x + 6 besitzt. 
Wir haben zunachst formale Reihen 


a z, 
z= Di “* 
n=0 
mit den Rekursionsformeln 
‘ie (r+n— 1) 24-1 = bd, — — Pa—ss 


— (r+ — 1) pa-1 = 569, +58, — H2,_1 +O pa—i — = Pas» 


— (r+ —1) Qn-1 = — OG, — y2n—-1 + (@ — 1) Qn-1, 
—(r+n—1)%-, = — 58, —y Pa—1 + %8_—1.- 
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Indem wir zunichst die erste und dritte Gleichung, sodann die zweite, 
dritte und vierte Gleichung addieren und »—1 durch n ersetzen, er- 
halten wir die Formeln 


— (7 +2) (q+ Gn) = — 7% + (@—1) Ge —> Pass 
— (r+) (Pa + Gn + 82) = — (a+ v) 2 +(6—Y) pp 
+ (@—1) ge +08, — + pps. 


Zunichst ist g,= 0, s,=0. Aus der fiinften und sechsten Gleichung 
fir n = 0 folgt entweder 





lr=y, 2+0, pe = 2+" 2, 
oder 
2r=y—d, p+, = 0. 
Im Falle 1. ist 
h=—$% 


Zn,-++-»%, sind rational und homogen (—n)-ten Grades in a,b; ins- 
besondere ist 
2 = Zo tn (a, b), 
hn (Aa, Ab) =Ai-* fn (a, b). 
Wenn man in der Gleichung fiir S die Koeffizienten von = vergleicht, 
hat man 


d a 
Te = 4h = —VF %» 


Demnach ist 


Im Falle 2. ist 


q, = 9, = — UP, = qe! 


Zn, +--+ haben dieselbe Form wie im Falle 1.: 
2, = Po Gn (a, 5), 
Ju (Aa, Ab) = A-* g, (a,b). 


Aus der Gleichung fiir 3 folgt 


d b b? b 
= —8—pM—THntes, = —(y¢+5—) pm, 
Pp = a b-?. 
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Demnach ist 


_. 79, (@ b) 
z=a’b y FT" 
dae ® 


Setzt man 
zme*ts, p=e-*ty,..., 


so hat man die Differentialgleichungen 


: 4 1 
. st =b3+baq——ap, 
; op a é 1 
57 = Op +bqg+bs— +3+(+-za)» 
aq Y a—l 
_— =— oor -<, 
d Os Y 3 
a = ee" 
und 
0 b 
5 = ata + ay tata, 
7] b 1 
| 5 =atp + = [a3— (6-5) p— beta] +ats 
usw. 
Fiir die Koeffizienten der Reihen 
a * 3n 
‘ 3= ——,... 
A vt 


erhalt man die Rekursionsformeln 
—(r+n—1) dn-1 = b3n tba, — + Pas, 
—(r-+n— 1) pr-1 = Op, + bq, + 05, 
— 23-1 +8Pa-1— = Pas 
— (f+) Gn = — Yin t+ (%— 1) on, 


— (r+ 2) S = —yPn t+ XS. 
Fiir n = 0 hat man 


— 


3o + % = 9, 
Po + % + S = 9, 
%3% = (Fr +a—1)q, 
YP = (r + 2) 5. 
Es ist also entweder 
1. %=—%+0, r=l—a-y, 


Po =(1—V)d. % = do 
oder 


2. G% = 3% = 9, 5 =—p,+0, r=—a-y. 
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Im Falle 1. ist 
a+¢= ety—de, 
dn» +» Sind rational und homogen (— m)-ten Grades in a, b: 
dn = do f(a, 5), 
¢. ~ Ab) = A~* f, (a, 5). 


Aus der Gleichung far 3 3 folgt 


d 
ze cient selle 
g = &tr-!, 


Es ist also 
z = e— ot fe t+y-1 } a 


gi-e—rte 
n=0 


Im Falle 2. liefern die Rekursionsformeln fiir n = 1 nur drei unabhingige 
Gleichungen 
"_,=- b> 
yp, = (l — 7) 4, 
p,+4+5,= etre Oy, 


Wir nehmen etwa s, = 0 und damit p, = 0 an, was erlaubt ist, weil 
sich die Form der Lésung 2. nicht andert, wenn man dazu die Lésung 1. 
addiert. Nunmehr erhalt man 3,,... (m = 2, 3, ...): 
3n = Po Gn (2, b), 
we oe = 4-* 4g, (a, b). 


Aus der Gleichung far $? ® folgt 


d . b b 
Ze = — eh FS =— +N SM 
Pp, = attr. 


Demnach ist 


ans ell ag 2 ae G,, (4, 6) 


~~-e—y+a 
an=1 t 


Wenn wir wieder at = § = <, bt = y setzen, haben wir den Satz: 


Das Differentialgleichungssystem der Funktion H, wird formal befriedigt 
durch Reihen 


1. e=y Ete (> 9) 


2. z= a*y-1 Eo (+, y), 





Se PCS 


a eee 
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3. emenvystr-1 SF, (=. y), 
4. e=eve-*-1 Sg, (+, y), 


wo fa(E,y), gn(E,y), n(€y), Galé,y) rational und homogen (—n)-ten 
Grades in & = + und y sind. 

Mit den formalen Reihen sind Laplacesche Integrale gegeben, welche 
den Differentialgleichungen gentigen und durch die Reihen asymptotisch dar- 
gestellt werden, wenn 2, y lings der Hyperbel x = -, y = bt nach der 
singuldren Stelle x = 0, y = o geht. 

Um zu dem Schnitipunkt z= wo, y=0 der singuliren Linien 
z= c und y = 0 zu gelangen, setzen wir 

z=at, y= 5 
a = COs g, b = sin P 
und lassen ¢ gegen o gehen. Wir haben die Differentialgleichungen 


5 =ap— 5% 
ot = OP +5 *— FP pal bah 
a tey (ty Se, 
$= tp+(-F +55)" 

und 
= —btp — ah 
oP — > [a2+(at— 0) p— dal— sez 
= Fuse Sheed 
= — 2 [y2+ 59-85] 


5 ere thas (e- 0-H} 
Die Gleichungen mit der unabhangigen Veranderlichen ¢ haben die 
Unbestimmtheitsstelle ¢ = oo mit der charakteristischen Gleichung 
— x, a, 0, 9 
0a—x, 0, O 
0, Q—x, 6 = x*(x — a) = 0; 
0, 0, O,—*x 
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der dreifachen Wurzel x =0 entsprechen die linearen Elementar- 
teiler x, x, x. 
Fiir die Koeffizienten der Reihen 


oo z, 
z= a yt’ e+e 
ergeben sich die Rekursionsformeln 
1 
—(r+n— 1) 2-1 = 4P, — B In-2 
— (r+ —1) Pas = Py + @2p—1 — OPn—1 — F In—-2 — F fn» 
1 
— (r+ — 1) Qn—a = Y2mr-1 — (4 — VY Qr-1 + § In-2 
1 
—(r+n— 1) &~1 = YPa—1 — ©8,-1 + G 8n—2- 
Durch Subtraktion der beiden ersten erhalten wir die fiinfte Gleichung 
—(r+n— 1) (z,-1 — Pn—1) = —&2,_,+ 5 Pn —1 + F f—2- 
Zunichst ist p, = 0. Die drei letzten Gleichungen fiir n = 1 sind 
yz,+(r—a+l1)q,=9, 


(r — a) s, = 0, 
(r —a) 2, = 0. 
1. Wenn z, und s, nicht beide Null sind, ist r = « und g, = — y2,. 


2. Ist z, = 0, s, = 0, so muB g, +0, also r = a — 1 sein. 
Im Falle 1. ist 


on fst —5+1) z, 
p, = — <2, ¢, = S22, go — 2& a+ 20 q, = eee, 


Zn = 859n (a, b) + 2% k, (a, b), 
g, (Aa, Ab) = A-" g, (a,b), &,(Aa,ib) = A-* k, (a, b). 


Aus den Gleichungen fir A und Fe folgt 


é D 
ir — b>», =as% 
2, = Aa-*; 
dm __b/_y4 - - 
dg oe iat & + 9¥%) — 7 ((e- ) & +7 %) 
A —a 





ao ES Fe 


ee 





bit aaa’ 





ae 


ee 
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wo A, B willkirliche Konstante sind. Demnach ist 


i Sige f,, (a,b) + Ba~*b?—*g, (a,b) 
ote 





wenn gesetzt wird: 
fn (a, 6) = ~*~ g, (a, 6) + ky (a,b). 


é—a 





Im Falle 2. st r=a—1l, 2=0, p,=0, 8, = 0, g, unbestimmt. 
Zwischen z,, p,,9,, 8, bestehen nur die Gleichungen 


1 
Pp, = 9, 1 +7% + 5% = 9%. 


Wir diirfen zwei dieser Gré8en willkiirlich annehmen, weil die Lésung 2. 
ihre Form nicht andert, wenn man dazu die von zwei willkiirlichen Kon- 
stanten z,, s, abhangige Lésung 1. addiert. Wir setzen demgemaS 


,=—-%, p=9, 9 =90, 6 =0 
Nunmehr sind z,,... (n = 2) bestimmt; es ist 


Zn = 1 h,, (a, b), 
h, (Aa, Ab) = a" h, (a, b). 


Aus der Gleichung fir x folgt 


d 
ie =(1—«) > Go» 
% = B-*. 
Demnach ist 
ge Sha la b) 
sabe Dae 


n=1 
Wenn wir der Wurzel x = a entsprechend 


3n 


ere 


2 = of! 3, 3= 


usw. setzen und 4hnlich wie frither rechnen, erhalten wir die weitere 
Reihe 


. b 
2 = ett ge—? a 
an=0 


Wenn wir jetzt wieder at = z, bt = — setzen, haben wir den 
Satz: 
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Das Difjerentialgleichungssystem der Funktion H, wird formal befriedigt 
durch Rethen 


1. z= x* S ha(z, =), 

2 a= ay! So, (2, 5); 
3 =e E h(e 7); 

4. := ea? 5 fa(2, =), 


wo fn (2, )> Gu (2 1) hn (2%), fn (2, 9) rational und homogen (— n)-ten 
Grades in x und » = : sind. 

Mit den formalen Reihen sind Lésungen der Differentialgleichungen 
in Form von Laplaceschen Integralen gegeben, welche durch die Reihen 
asymptotisch dargestellt werden, wenn man auf der Hyperbel x = at, 


y= 5 nach der singuliren Stelle z= ow, y = 0 geht. 


§ 10. 


Wir gehen langs einer Parallelen zur z-Achse y = Const. nach der 
Unbestimmtheitslinie x = o der Funktion H,. Es gelten die Differential- 
gleichungen 


=— = 7, 


z 
Op _ az+(z—d)p—yg 
7) — , 








z z 

oq 

dz * 

Os _ yz-+-yq—d58 

z x 

und 

Oz 

dy —% 

op 

dy * 

oq_ —yz—(y—a+l)q+28 
— > 


y 


a 
ds __ y2—yp+yq+(e—d—y)s 
oy " ; 




















Die Differentialgleichungen mit der unabhangigen Veranderlichen z haben 


die Unbestimmtheitsstelle z = a; die 


— %, 1, 0, 
0, 1—x, 0, 
0, 0, —x, 
0, 0, 0, 


hat die Elementarteiler x, x*, x — 1. 
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charakteristische Determinante 


0 
0 


1 |= 4-1) 


= 


Wir erhalten die dem Elementarteiler x — 1 entsprechenden Lésungen, 
indem wir die Differentialgleichungen mit der Verinderlichen z durch die 


Substitution 
2= e*3,... 
iberfiihren in 
03 
az — —3t+P, 
op _ «13 —dp—yq 
ox x . 
oq 
dz —_ —q+5, 
Os _ v3+yq—ds 
== ste. 
Die Koeffizienten der Reihen 
7 3 
r= DS... 
n=0 
geniigen den Rekursionsformeln 
—(r+n— 1) 3n—1 = —3a t+ Pn» 
— (r+ m— 1) par = ©3n-1 — OPn—1 — YMn-1, 
rece (r+n— 1)q,-1 ad — Ga + Sa; 
—(r+n— 1)S.-1 = — Sy — OSp-1 + YGn—1 + V3n-1 
Man hat 
$= 0, =, P=; 1 =b—«a. 
Aus der Gleichung 
a3 
] aes 
fo 
gt rie 
dy = Mo = wp 
also ist 
=P =A 
konstant. Nunmehr ergeben sich 3,, ... (n = 1, 2,...) als Funktionen 


von ¥; 3, erscheint als ganze Funktion n-ten Grades von y. 
Mathematische Annalen. 113. 
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Dem linearen Elementarteiler x entsprechen Reihen 





z= 


Ms 
x ” 


ven? °°" 
n 


Es gelten die Rekursionsformeln 
—(r+n—1)%-1 = Pa, 
— (r + — 1) Pa—1 = Pn + %2n—-1 — 9 Pn—1 — YIn—1, 
— (r+ — 1)qn—-1 = 4, 
— (r+ m— 1) 8-1 = Y%m—1 + Y In—1 — 9 Bn; 
durch Subtraktion der beiden ersten Gleichungen erhalt man 
(r + — 1) (@n—1 — Pn—1) = &2n—1 — OPn—1 — YGn—1- 
Es ist 
Pp =90, 3 =0, yQ+%=—0: r=a+y. 
Aus der Gleichung 


ay! 
fol 
gt er 
dy % 


und bei Hinzunahme von yq, + yz, = 0 die Differentialgleichung 


d 
9gs +7% =0; 
es ist also 
z= Ay? 


mit der willkiirlichen Konstanten A. Aus den Rekursionsformeln ergibt 
sich = als ganze Funktion n-ten Grades von ~. 

0 

Zur Bestimmung der Lésungen, welche dem Elementarteiler x* ent- 


sprechen, fiihren wir die Differentialgleichungen mit der unabhingigen 
Verainderlichen z durch die Substitution 


zu, ¢=2Q 








fiber in 
o* = 2yQ+4 _ shot Syts— pt oe, 
5t= 2s— +9, 
eu?) =2yQ +E Pit ie s)e 


ce) 2 2a(z—p)+ 2(a—d 
rk = —2dp— 29+ = (s P 





eS = 
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In diesen Differentialgleichungen mit der Unbestimmtheitsstelle x = o 
vom Rang 2 setzen wir 
s=e"ts, Q=e"tQ,.... 
Wir erhalten die Gleichungen 
as — #54 3yo4—*t sro tre 











Ox 
aQ Q 
33 = —*¥2Q24+28-F, 
GP) — # (3—p) + 2yQ + SGP ESO) 
ap _ x" ' 2¥ 65 , 2a(3—p)+2(a—d)p 
w-155 = — (26+ Z)9—FOo+ i 


Sollen diese Gleichungen durch Reihen 


s. ~ Q, 
$= owt Q= >» yrarcee 
n=0 n=0 
befriedigt werden, so miissen die Rekursionsformeln 
—(r+n— 1)s,-, 
= — x's, +2yOD, —2465,—, + 29 (3n—2 — Pa—1) + YPan—1> 
—(r+n— 1) Q,-1 = —x#D,+ 25, + 2,-1, 
— (r+ — 1)(3.—1 — Pn—1) 
— — #' (3n — Pa) + 2yQ, + 2a%(3n—1 — Pn—1) + 2(6 — a) Pa—i, 
—(r+n— 2)p,—s 
= — 2dp, — # pa_-1 —2yQ,-, + 2 a(3n—1 — Pn—1) + 2(6 — 4) Pr—i 
erfiillt sein. Wenn man die erste und die mit Vy multiplizierte zweite 
Gleichung addiert und n — 1 durch n ersetzt, erhilt man die Gleichung 
(r — 25 + n)5a+ (r+n+ 1) VyQ, + 273, —y Pn = 0. 
Zunichst hat man 
#$,=2yQ,, 25 =D, (3 —P)=2yQ,, 24p, = 0, 
ferner 





#$,—2yQ, = (r — 24)5,+ 27%, 
—25,+% 2, = (r—1)Q, 
usw. Man findet 
= 2Vy, 


wo beide Werte von Vy genommen werden kénnen, 


1 
Pr =% &=s=VyQ; r=d—y+z, 
1 


5, — Wy, = (25° +4)a 
18* 
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usw. Die Gleichung fir sf geht tiber in 


y 
a2 - _ 22 ss+-)S—Fs 
oy Vy y : 





daraus folgt 





42, 2 «4 tzt..% 
q% _ _ 9 _ 4 4,2! ne ee] 


o+1—! 
Q, = Ae-vy 2 
mit der willkiirlichen Konstanten A. 


3 
4 


Aus den Rekursionsformeln schlieBt man, daB 4 die Summe einer 


ganzen Funktion n-ten Grades von Vy und einer ganzen Funktion n-ten 


Grades von 7 ist. 
Das Differentialgleichungssystem der Funktion H, wird formal be- 
friedigt durch Reihen 














1. z= eat? ae 
a=o0 * 
2. gm 5-8-1 9-7 al 
a=o * 
y-@? 1 y-?8 1 & 
— ——+— @ a G,, (y) 
a 2—=e~vt2leyyg 3 ie 2 4 = 
(zwei Reihen). 


Dabei ist f,(y) eine ganze Funktion n-ten Grades von y, f,(y) eine 
ganze Funktion n-ten Grades von =, Gn(y) die Summe einer ganzen Funk- 
tion n-ten Grades von Vy und einer ganzen Funktion n-ten Grades von ie 

y 

Mit den formalen Reihen sind Laplacesche Integrale gegeben, welche 
den Differentialgleichungen geniigen und durch die Reihen asymptotisch 
dargestellt werden, wenn x bei jestem y gegen c geht. 

Den linearen Elementarteilern x und x —1 ordnen wir wie in § 8 
Laplacesche Integrale 


z =fw(tyeteae, 7 


zu, wo a, eine der Zahlen 0, — 1 ist und w({), ... bekannte Reihen sind, 
welche fiir |¢ — a,|< 1 konvergieren und mit Hilfe von Integral- oder 





a 
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Differentialgleichungen fortgesetzt werden kénnen. Dem Elementar- 
teiler x* entsprechen Laplacesche Integrale 





s= f w(Cyettdt, Q= | w,(tpe-ttde, ..., 
—2Vy —2Vy 
wo Vy mit beiden Vorzeichen genommen werden kann. Der Integrations- 
weg arg(¢+2Vy) = mu8 mit Riicksicht auf die vierte Differential- 
gleichung 


x92 4 26p4 ... =0 


tw 
die Bedingung no < 0 erfiillen. Die w,(¢) sind konvergente Reihen 


wo 


t 2 r+n—1 
w,(¢) = = . Vy) peers 


P(r +n) 





n=0 
fiir welche man Integral- und Differentialgleichungen aufstellen kann. 
Wir gehen schlieBlich lings einer Parallelen x = Const. zur y = Achse 
nach der Unbestimmtheitslinie y = o von H,. Die Differentialgleichungen 
Oz 








ay 
st = (PET aaa 
= —r a 


haben die zu y = o gehdrige charakteristische Determinante 


— %, 0, i. 0 
0, —*x, 0, “Sa e 
ee oe go) =e e+) 
0, 90, i sdj code 


mit den Elementarteilern x, x, (x + 1)’. 
Den Elementarteilern x, x entsprechen Reihen 


eo 
se Sh 
-_- Pen? **e 
n=0 


mit den Rekursionsformeln 

—(r+n—1l)%-1 =, 

—(r+n— 1l)pr-1 = 5, 

— (r+ —1)qn—1 = — Gn + B8n—1 + (@ — 1) Qu—1 — Y%n—-15 
— (r+ —1)8,-1 = Gn — Sq + (a — 8) 8n—1 — VY Pn—1 + Y 2n—1- 
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Wenn man zunichst die erste und dritte Gleichung, sodann die mit 
— 1 multiplizierte erste, die zweite und die vierte Gleichung addiert und 


jedesmal m —1 durch n ersetzt, erhilt man die Gleichungen 
— (F + ®) (n+ Gn) = ZB_ + (& —1) Gn — ¥ Zn, 


(r+ n) (Zn — Pn — 8,) = (a — 4) 8, —VPn + V2. 
Man findet 








%=90, 5 =0, r=y¥, 4 = —Y% usw. 
Aus den Differentialgleichungen 
oz Op __ «z+ (z—d)p—ye 
or Fi z 
folgt 
dz _ GP _ x2 +(z—4) Po—G _ (a+ 7) % +(z— 4) 
dz Po Gz = x Pm x 
und hieraus 


dad? 2 


dz 
oF + (6— 2)5~ — («+ y)z, = 0. 
Diese Differentialgleichung hat die partikuléren Lésungen 


%=G(a+y, 6,2), z= 2'-9G(iat+y—d6+1, 2—4, z). 


Sie wird formal befriedigt durch die asymptotischen Reihen 


a-e—7 (1 Etre ty—ern + code 


eaety—$ (14 Etr—Nety—9 " me 








Aus den Rekursionsformeln ergibt sich 2 als ganze Funktion n-ten 


Grades von z. 


Um die dem Elementarteiler (x + 1)* entsprechenden Lésungen zu 


finden, setzen wir 








gu‘e-9Z, .... 
Die Differentialgleichungen 
aZ 
ay = 242, 
éP 
7 P +S, 
aQ _ —7Z+(a—1)Q428 
dy y P 
aS _ yZ—y P+ (a— 9) 
fiihren wir durch die Substitution 
y= 9°, 


Qg= Y,, S=yY,,2+Q= | P+Q+S=/Y,; 
Z= Y,—Y,, P= Y,—Y,-—vY, 





———————<«—_—S—“‘(O(!:;~;: ~ 
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iiber in die Differentialgleichungen 








ot) = 22 Y¥, + “Str—%) Y,—2y Ys 
oi) = 2Y, iy, ee ae 
OY; y—O%,—37%) 





2 
yt = 2 y, 4% = ¥,+ et yp 
y-? at = 2Y, + 2Gsray, ee ne 
mit der Unbestimmtheitastelle » = o vom Rang 2. Durch die Substitution 
= eZ, (a = },..., 4) 








gehen diese iiber in 








we ai —xZ,+22Z,4+ 2 Spa 2r 8s, 
aZ ’ 2 2y—26—1 2yZ,—2yZ 
bea ae Z, + 22Ba— 27% 





yn St = 2Z, + + Setr— a , 


2 = 27,4 Metaty— OZ —w hy , Maty—W L272, 


22Z,—x'Z, 
by] 








1 





bY) y* 
Fiir die pes der Reihen 
7 Z 
t= DS (« = 1,..., 4) 
n=0 


ergeben sich die Rekursionsformeln 
—(r+n—1)Z,n-1 
= —#* Zant 2tZnt+2laty a 1)Zi,n-1 = 2yZs.n—15 
—(r+n—1)Z,,-1 
= 22, n—# Lyn + (2a + 2y — 26 —1)Zn—-1 + 2YZs,n—-1 — 2YZ,n—s, 
—(r+n— 2)Z5 n—s 
= 2Z50—* Zs,n—1 +22Zs n-1 on 2yZsn—1 +2(a+y—- 1)Z,,n-2; 
—(r+n—2)Z, n-s 
= 22.4 —# Zpnrt2s+aty —b—l1)Z,4-, 
+2(e+y-— 1)Zi,n.—3 — 2¥Zin—2- 
Wenn man die erste und die mit Vz multiplizierte zweite Gleichung addiert 
und »m—1 durch nm ersetzt, erhilt man 
—(r+n)Z._—(r+n) V2 Zqq 
= 2(a+y—1)Z,_— 27 Zyn + (20+ 2y —28—1) Vz Zyq + 27 VEZ s,n—1 
— et 


Es ist 


x = 2Yz, “7 
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mit beiden Werten der Quadratwurzel, 


Z,,=VzZ,,, 2,.=9, Z,.=0; r—=d—2a—2y+3 
usw. 
Die beiden ersten Differentialgleichungen mit der unabhangigen Ver- 
anderlichen z sind 




















Gs ~ 9% 
l 
ay, (9-5) eM t+ om 
Ve” z 
oder 
0Z, 
i: = — Ee +9Z,, 
—)Z,—62,+—Z 
0S, as = oe K+ | ) te ta 
Oz Ye * z 
Durch Vergleichung der Koeffizienten von = findet man 
Ly) 
dZ 1 
= - ye 211 + 4a» 
dZ 1 1 é 
Th = alt r. ye 211 = = Za0 
und hieraus 
La + Va 220 4 +22, = 
oder 
Ge, , 88t+3e 
a tee ee mh 
_204+1 
Z,.=Az * 


mit der willkiirlichen Konstanten A. 
Aus den Rekursionsformeln schlieBt man, da8 


Z nZ nZ nZ 


n 
zig? aft 5 28 5 5% 
z » @ 5 ' 2 
2,6 2,4 Z.4 Zz 


ganze Funktionen n‘* Grades von 2 sind. 
Die formale Reihe fiir z erhilt man durch Verbindung der Formeln 


z=e-9Z, Z= Y,—Y, =e !#9(Z, —Z,), 


~ Z,.—2Z,, .7 Z,,9, (2) 


n=0 a=0 





wo z* g,(z) eine ganze Funktion n= Grades von z ist 


not ETD 
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Das Differentialgleichungssystem der Funktion H, wird formal be- 
jriedigt durch 
1. zwei Reihen 





y 
2 =G(at+y,6,z) oder z = 2'-'G(a+y—64+1,2—4,2), 
2. zwei Reihen 
1—2d 


Jd 3 i) 
a+y- Gg (x) 
— a y 2 4 i” 
z=ae-vtilzyg, + y yr) 


n=0 2 


y 


Dabei sind j,(z) und x* g,(x) ganze Funktionen n= Grades von 2. 

Mit diesen Reihen sind Laplacesche Integrale gegeben, welche den 
Differentialgleichungen geniigen und durch die Reihen asymptotisch dar- 
gestellt werden, wenn y bei festem x gegen co geht. 

Den beiden linearen Elementarteilern x, x entsprechen Laplacesche 
Integrale 


t= ny? ae 
n=0 





z= f w(tye-svag, eee 


von der friiher behandelten Form. Dem Eliementarteiler x* ordnen wir 
Laplacesche Integrale 


Y, =| Wu(ejetde (a =1,..., 4) 

—2 Vz 
mit beiden Werten von Vz zu, deren Integrationsweg arg (¢ + 2Vz) =o 
die Bedingung §t(e**”) > 0 erfiillt, so daB — + <o <F oder oh <o 


52 


<7 ist. Zur Fortsetzung der konvergenten Reihen 


Z,(¢+2Vx2)"**—? 
W.(2) "2 Ferm (a =1,...,4) 


hat man Integral- und Differentialgleichungen. 





§ 11. 
Die P. Humbertsche Reihe 


4 mn (a, A) (B, A) ! 
1 (4 By, 2,9) = 2 TS Ta” Ys 


welche fiir |z| < 1 konvergiert, geniigt den Differentialgleichungen *) 
a(l—az)r+ys+[y—(a+f8+1)2]p—afhz =0, 
zs+yt+yq-—-2z2=0 
6) A.-K., 8. 128. 
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und dem daraus folgenden System 
dz = pdz+qdy, 











dp = wis (oe Mar, sdy, 
dq = sdz+ i= ay, 
ie on po sPe— et ie as + Pps a Grea es gy 


mit den singularen Linien der Bestimmtheit z= 1, z= wo, y= 0 und 
den singuldren Linien der Unbestimmtheit x = 0, y = oe. 
Unter Verzicht auf eine vollstindige Untersuchung sollen nur einige 
Fragen beantwortet werden. 
Geht man Langs einer Parallelen zur y-Achse nach der singuléren 
Linie y = ow, 8o gelten die Differentialgleichungen 
Oz 
ig” ® 
Op _ 
ay * 
aq _ 2—yq—z8 
oy , 
ds _ (x—1) p+ afg+(a+f—y)ze 
oy zy 
mit der Unbestimmtheitsstelle y= oo. Durch die Substitution 
y=; 2=9Z, p= oP 


erhalt man die Differentialgleichungen 





oc = 2q—2Z, 
oe = 28 ap 


die zur Unbestimmtheitastelle » = o gehdrige charakteristische Gleichung 

hat vier verschiedene Wurzeln 

z—1 
z 





x=+2, x=+2 


wenn z von 0, 1, o verschieden ist. Die Differentialgleichungen werden 
formal befriedigt durch Reihen fiir Z, P, g,s, welche von vier willktir- 














lichen Funktionen von z abhangen. Zu deren Bestimmung dienen die 
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Differentialgleichungen 
6Z 
da — Ps 
OP _afZ+([(a+f+1)2—y] P—ne 
as a(l—z2) 
OP os 
is * 
de _ 9 P—afg—(2+f+1) 26 
is 2 
Entsprechend x = — 2 fiihren wir die erste Gruppe von Differential- 
gleichungen durch die Substitution 
Z = e~ *93,... 
iiber in 
a3 _ 1 
ap 1 
3p = (2-5) B+25, 
aq _ _27)q_ 22 
a9 =23+(2 7) '™ 
@s  _-2(x—1) 2p 2(21+fB—y) 
_— . B+ zp at (2+ D )s. 
Wir setzen 
co 3, 
3 = AF 
n=0 
und finden 
$y, = 0, s, = 0, G% = — 3; r=y+H; 


3n: Ba» In, Sq Ariicken sich durch 3, aus. Aus der ersten Gleichung der 
zweiten Gruppe 


93 
7, =%8 
folgt 
4 30 
qz =P =9%, 
8 = A, 


wo A konstant ist. 
Entsprechend x = — 2 yz>- setzen wir 


Z=e-%% =—2. cha 


x 
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Die oe 
a a3 _ 2— 1 
ae = (2 PS — 5) 8 +24. 


oy — (2 [5 B+ 3 


3 z—l 2y 22 
sf =28+(2 J —t)a->4 
as = 28—") of z—l 2(a+ B—y) 
i= 8 +——aq+ (2 (2 ¥=>— = )3 
haben die formale tine 











Zuniachst ist 
8=9% @%=90, = > ®,. 
Aus den Gleichungen 


2 








+B, + 28, +(r—1)B, = 0, 


B, +2 P2—*s, + (20+ 28-27 +78, = 0 
folgt r= y—a—fB+4 und 


z—l 














est... 2 
8, $, 2 4 a 
7 at eee ee 


Aus der zweiten Differentialgleichung der zweiten Gruppe 

















oP _ b) g 4283+ le+8+ 2-71 B — ys 
Oz z\z(2—1) z(1—2) 
folgt 
<% («+f+l)z—-yqm __1_ —/® $1 
1d z(z—1) ® = ma (~ + Taabep) 
a2thty ik 
8 (a+B+1)2  * : 
we z(z—1) BR, = 0, 
_, Seesy_ % y—-e-6 8 
%,=—Az s *(z-—1) 3 ‘ 


wo A eine willkirliche Konstante ist. 
Geht man léngs einer Parallelen zur + = Achse y = Const. nach der 
singuliren Linie x = 0, so gelten die Differentialgleichungen 





oz 

dz 

Op _ ofet iby it De—me—re 
Oz a(l— 2) 

aq 


= & 
Oz ° 


08 an 2—Shg—lo+ P+ tse . 
az a? 





——_- ls oe 

















Hypergeometrische Funktionen zweier Veranderlichen. 285 


z = 0 ist Unbestimmtheitestelle nach dem Satz Math. Annalen 40, 8. 533. 
Die Substitution 


=> 
fihrt auf die Differentialgleichungen 
Oz ae 0 
et BP =% 


ston fp ABER 


0-7) 





ap 
ae + 2 
de. 1 

ae + P= 

oi tp —abg—“tht*, =0 


mit der Unbestimmtheitsstelle § = o. Die zugehérige charakteristische 
Determinante 
— %, 0, 0, 0 


0, —x, » 
0, 0,—x O 
0, —1, «af, —x 
hat die Elementarteiler x, x, x*. Durch die Substitution 
E=mp’, 2=78 
erhalt man die Differentialgleichungen 


Oz 2 
dat P= 


ap 2aps+(—27 472+ Pt™),_syr8 Za 
aa 1 =, 
*(1—5) 


oe, Sa... 
as tw 5 = 9, 





oS +2p—2apq—stPhth gs = 0 
mit der Unbestimmtheitsstelle x = o. Die charakteristische Gleichung 
— x, 0, 0, 0 
0, —x, 0, 2y 
0, 0, —*x, 0 
0, —2, 2af8, —x 


hat die Wurzeln x = 0, 0, 2 V— y, —3y— y. Wenn y + 0 ist, gehdren 
zur Doppelwurzel x = 0 die linearen Elementarteiler x, x. 


= x*(x°+4y) = 0 
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Die Abhangigkeit von z, p, g, s von y ergibt sich aus den Differen- 
tialgleichungen 








os _ 
dy & 
ap 
ay” 
O6q_ z>yq—=8 
oy y : 
de _(x—1)p+afhq+(a+fh—y)es 
oy zy 
oder nach Einfiihrung von x, S an Stelle von z, s 
ae _ 
ay 
Op _ 
ay = #4, 
aq \ e820 
y y : 
1 
as (Fy) P+ abg+(a+6—r)8 
— 7 ° 


In den Differentialgleichungen mit der unabhangigen Verinderlichen 
setzen wir entsprechend der Wurzel x = 0 der charakteristischen Gleichung 


z= Dy vist =2 art 








Es ergibt sich r = 0 und 


Po = *BQ, % = TAG 2 
Aus der ersten und dritten Differentialgleichung mit der unabhiangigen 
Veranderlichen y erhailt man fiir z = 0 oder § = 


dz, 


dy 
44 nas 
dy y 
oder 
dz d 
Yap +7 ay —% =O 


Unter Einfiihrung der bestindig konvergenten Reihe 


JIyy =14+ {+5 + 
: Ley ' 1-2-y(y+1) ° °°" 
hat man 
2 =AdJ(y, y) + By -7J(2—/y, y), 





en tei 











ea. 
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wo A, B willkiirliche Konstante sind, und 


d @ 
= spay PTR 


Nunmehr sind z,, ..., 8, (» = 1, 2,...) bestimmt. In der so gefundenen 
Lésung ist fir A = 1, B = 0 die fiir |¢| > 1 konvergente Reihe 


1 
z= &, («B.% =, y) 
enthalten. 

Entsprechend der Wurzel x = 2— y, wo beide Werte von Y— y 
genommen werden kénnen, fiihren wir unsere Differentialgleichungen durch 
die Substitution 

2e=metlvy p=aetlvp, g=etligqg, S=etl-vG 
tiber in 

0 2 

=f + 2V—y-3+ pe = 9 


2a8 2y , 2(a+6+1) 
<2Py.(-2) SET p—2yS 
oP 4 2V—y-p+ z z : = ) mt 
~ 





4 4 2V¥—-y-q+55=0, 
oF + 2p —2apqt (2¥—y— tit’) Ss 0 











und 
93 3 
op _ z 
os ee tS 
s—vq——S 
eS 
By yt y ’ 
———— (—x+2)P+abrat(a+p—nG 
dead vis y 
Durch Einsetzen der Reihen 
@ 3, @ S,, 
a= Dx S= Ye 


in die Differentialgleichungen mit der unabhangigen Verinderlichen « 
findet man zuniachst ; 


% = 90, q% = 0, = — V—y-S, 
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weiter 
3 =9, q, =9, 
2V¥—y-p, —2yS, = (r+2y7)p,, 
2p,+2V—y-S, = (r+2a+28+41)6,; 


aus den beiden letzten Gleichungen ergibt sich unter Beriicksichtigung 
des Zusammenhanges zwischen p, und GS, 


r= —a—p—y—}, 
2p,+ 2V¥—y-S, = (@+f-—y7+)H)6, 


usw. Vergleicht man in der zweiten und vierten Differentialgleichung 
mit der Verinderlichen y nach Einsetzung der Reihen fiir 3,... die 


Koeffizienten von Z so erhilt man die Gleichungen 


Tt = PE+S, 





dy aa 

dSy _ Pa 

== St ek + (a+ B— ”) 
und hieraus 

db _ ya, 4 

dy 7 Je 5 +6+P— na 
oder, wenn man p, = — V-y y° 4 setzt, 

dS 1 
2y TS = (a +b-7— =) Se 


Hieraus ergibt sich 
ote1.2 
S =A(—y) * 
mit der willkiirlichen Konstanten A. 

Fiir das Differentialgleichungssystem mit der unabhaingigen Verander- 
lichen und den abhiingigen Veranderlichen z, p, qg, S kénnen die La- 
placeschen Integrale, welche durch die formalen Reihen asymptotisch dar- 
gestellt werden, wie in §8 gebildet werden. 


§ 12. 

Die in §5 gefiihrten Untersuchungen tiber die Funktionen J’, und 
®, kénnen vervollstindigt werden, indem man diese Funktionen genau 
so behandelt, wie in §8 die Funktion H, behandelt wurde. Man fiihrt 
an Stelle der rechtwinkligen Koordinaten z. y Polarkoordinaten t, p ein, 
indem man z = at, y = bt; a= cos¢, b = sin p setzt; aus den Differential- 
gleichungen der Funktionen I’, und ®, von ¢ und 9 leitet man formale 
Reihen her und fihrt in diese wieder die Verinderlichen z, y ein. 
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Das Differentialgleichungssystem der Funktion I, (B, B’, x, y)") wird 
formal befriedigt durch Reihen von folgender Form: 


1. 2 = e-*-¥ (x — y tP'+1 S F(a, y), 
n=0 
wo f,(z,y) rational in Yz, Vy und homogen (— n)-ten Grades in 2, y ist; 


way = —sf—, @ 
2. OT ad ty 2 (Vz + Vy)" F X Gn (2; y); 


wo g, dieselbe Form hat wie f,; 

3. eine Reihe, welche aus 2. hervorgeht, indem man Vy durch —Vy 
ersetzt. 

Das Differentialgleichungssystem der Funktion ©, (8, B’ y, x, y)*) wird 
formal befriedigt durch 





1. z=ePy® Df, (2, y), 
n=0 
wo f, (x, y) eine ganze homogene Funktion n-ten Grades von =, ~ ist; 
2. z= er gith-7(x—y)-” ZF, (2, y), 
n=0 
wo f, (z, y) eine ganze homogene Funktion n-ten Grades von 4 : — - ist; 


3. eine Reihe, welche aus 2. hervorgeht, indem man z mit y und 
B mit ~’ vertauscht. 

Jeder dieser Reihen wird ein Laplacesches Integral zugeordnet, welches 
dem jeweiligen Differentialgleichungssystem geniigt und durch die Reihe 
asymptotisch dargestellt wird, wenn z= tcosg, y=tsing gesetzt 
wird und ¢ bei festem p gegen oo geht. 

Statt genau wie in §8 zu verfahren, kann man diese Reihen auch 
herleiten, indem man, wie in § 5, an Stelle von z, p,q bei Behandlung 
von J’, die neuen Verinderlichen 
Vap+Vog 


2 = 2+-—>—— 


Va + Vo 


J as ee eens 
und bei Behandlung von ®, die neuen Veranderlichen 

yer s AMP. as 
einfiihrt. Jetzt ist aber 

a=cosg, b=sing 

zu setzen und es sind auch die Differentialgleichungen der Funktionen 
Z,, 2%, 23 von gm zu benutzen. Wir fiihren dies der Einfachheit halber 
nur fiir ®, aus. 


2 = 
. a—b’ 





7) H.8, 8. 369. 
8) H.8, §. 641. 


Mathematische Annalen. 113. 
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Die Funktion ®, geniigt den Differentialgleichungen 








a = —bip+atgq, 

Op ., . Fost Sei—y)p , Fep—Be 
Oy a a(a—b)’ 
0q _Baz+a(bt—y)q_ p'p—fq 

CT) 6 b(a— b) 


n=0 

war r= 8+ und z,, = z,, = 0. 
. . “Zs l 

durch Vergleichung der Koeffizienten von 7 
dz 

a» 

z 


= (p tg y — B’ cot Y) 29> 


a—? 6-* 


10 


unter Weglassung eines konstanten Faktors. Es ist 


Zin = 26 lin (a, b), 





*) Math. Annalen 111, S. 665—666. 


oder 
ri) b , b : 
oo = (BGP )at+ +8 -n(F4-F4), 
é b , b j b 
+r _ — pm +[v—A)= + eo — bt} —ptt}e 23, 
Oz a+b , a B 
ride te —>- ee es +[(6 -he eam + 2t] 
Beim Ansatz °) 
- J. (§=1, 2 3) 


Aus der Gleichung fiir 


wo /,, (a, 6) eine ganze homogene Funktion n-ten Grades von =, $ ist. 
Also ist 
, Sy hin (@ b) 
2, = a-Pb-P z Pirie 
n=0 
= a-Py-* DS ten (x. y). 
n=0 
Setzt man 
a = e** 3, (¢ = 1, 2, 3), 


so geht die Gleichung fiir a liber in 
0 30 7 7 —_— pet b 
gy pbs ale + afla-P at 3s 
Beim Ansatz 
7 3in 
Y= 7 ts 
n=0 t 





Oz 
ae folgt 
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war r= y—f und 3,, = 3;, = 0. Aus der Gleichung fiir 5 folgt 








dionq _ B 

dq = [(—8) 60+ Seal de0> 
\8’ 

320 = a’~1( —*_) 


unter Weglassung eines konstanten Faktors. Es ist 
din = 330 fin (a, b), 











. : 1 l 
wo f,;, (a, 6) eine ganze homogene Funktion n-ten Grades von —, 
ist. Demnach ist 

a tta~ a \ fin (@ 6) 
2 = a (5) = w—-P+n 
ae g— x p y ‘ 
=ez (==) 2 fin (2, y). 
Wenn man 
2, = et 3, (i = 1, 2, 3) 


setzt, erhilt man eine entsprechende Lésung. 





(Eingegangen am 25. 4. 1936.) 














Uber die Entwickelbarkeit der Integrale 
von Differentialgleichungen 
nach Potenzen eines Parameters und der Anfangswerte. 


Von 
Oskar Perron in Miinchen. 


§ 1. 
Die Majorante von Poincaré. 

Poincaré hat bewiesen'), daB das fiir t= 0 verschwindende 
Integral der Differentialgleichung 
(1) Ge = Z hal 2a" rte al 
sich nach Potenzen des Parameters 4 entwickeln lit: 

(2) z= J 9,(t)4", wobei ¢,(0) = 0; 

y=1 
und analog auch fiir Systeme von Differentialgleichungen. Der fiir die 
Anwendung auf die Himmelsmechanik wesentliche Punkt ist dabei, dab 
die Entwicklung nicht nur fiir hinreichend kleine Werte von ¢ gilt, sondern 
fiir ein beliebig langes Intervall 0< ¢ < a. Die Funktionen /,, (¢), sowie 
z und A brauchen nicht reell zu sein. 

Die Koeffizienten ¢, (t), , (t),... ergeben sich der Reihe nach durch 
Einsetzen von (2) in (1) und Ordnen nach Potenzen von 4. Der Konvergenz- 
beweis wird durch die Majorantenmethode gefiihrt; wenn man niamlich 
die rechte Seite von (1) durch eine Majorante ersetzt, so liefert das Ver- 
fahren auch bei (2) eine Majorante, so da man nur von der letzteren 
den Konvergenzradius zu berechnen braucht. 

Wenn wir annehmen, daB die Reihe (1) etwa fiir |A| <7, |z| Ss 
absolut konvergiert und da8 ihre Glieder unter einer auch von ¢ un- 
abhangigen Schranke M bleiben, so ist*) 


| fru (2) | < > 


r" 3" 


4 





1) H. Poincaré, Les méthodes nouvelles de la mécanique céleste, tome 1, 
Paris 1892; chap. II. 

2) In der folgenden Ungleichung darf auch ,,=“‘ statt ,,<“‘ stehen. Jedoch 
muBte in der Literatur bisher die Gleichheit ausgeschlossen werden; man vergleiche 
dazu die unten dem Beweis von Hilfssatz 2 vorausgeschickten Bemerkungen zu 
Beginn des § 5. 


4 
* 
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und die rechte Seite von (1) hat die Majorante 


eMC) G)=™ agra’) 


Statt (1) hat man also die Differentialgleichung 


ay ee 
. ” (@—4)0—2) ') 


zu betrachten, oder, wenn man die MaSstabanderung 








A-ri, z2> sz, t+ it 


vornimmt, die einfachere Gleichung 
dz l 
(A) ai ~ (1—4) i —2z) i. 

Diese der Natur der Sache am meisten entsprechende Differential- 
gleichung erscheint aber Poincaré zur Berechnung des Konvergenzradius 
nicht giinstig, so da8 er einen Kunstgriff anwendet. Er geht nimlich 
durch eine erste Vergréberung der Majorante iiber zu der Differential- 
gleichung 

dz _ 1 _ 2+A 
(B) eo g5s2~* “eo 
und, da auch diese noch nicht giinstig scheint, durch eine abermalige 
Vergréberung der Majorante zu der Differentialgleichung 





dz (x+A)(1+2+A) 
(C) at I—z—i 
Erst diese wird weiter behandelt. Durch Trennung der Variablen folgt 
1 
=~ I+ 3) de = dt 


und durch Integration, weil 2(0) = 0 sein soll: 
(z+ A) (1+ AP _ 
log “TT f2p ipa = 
Durch Auflésung nach z ergibt sich 





a= —1—44*t*e1(144- Vl +a— fe). 


Das ist nun in der Tat nach Potenzen von A entwickelbar und der 
Konvergenzradius ist gleich der kleinsten Nullstelle des Radikanden, also 
gleich 


Pree: = (2 »)! 
a¢—1-3¢Vl—<'= oe 


v=1 
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Da die Entwicklung im Intervall 0<t< a gelten soll, ergibt sich so- 
nach als Konvergenzradius der Wert 


(2 y)! 
(C, 1) 2e—1—2eVl—e-* oS Stes ra. 
Bei der Differentialgleichung (B) und erst recht bei (A) ist der Kon- 
vergenzradius natiirlich gréBer. 


§ 2. 
Giinstigere Majoranten. 

Der Poincarésche Satz ist trotz seiner Wichtigkeit nur in wenige 
Lehrbiicher aufgenommen. Ich fand ihn bei Horn*), Charlier‘) und Goursat°), 
welche simtlich die Poincarésche Beweismethode mit der zweimaligen Ver- 
groberung der Majorante beibehalten. Picard") verwendet gar keine Ma- 
jorante und begniigt sich mit dem auf umstindlichere Art gewonnenen 
Nachweis, daB iiberhaupt ein von Null verschiedener Konvergenzradius 
vorhanden ist, ohne ihn naher zu bestimmen. Eine Verbesserung des 
Poincaréschen Konvergenzradius (C,1) scheint nicht bekannt zu sein. 
Trotzdem kann man, wie jetzt gezeigt werden soll, auch bei der nur 
einmal vergréberten Gleichung (B) ganz leicht den wahren Konvergenzradius 
bestimmen und sogar bei der urspriinglichen Gleichung (A) ist die Be- 
stimmung fast ebenso einfach. Dabei benétigen wir den 

Hilfssatz 1. Wenn die Variable u wachsend das Intervall O<u <= 1 
durchliuft, so durchliuft die Funktion v = ue—“ wachsend das Intervall 
0=<v<e~' und ihre eindeutige Umkehrfunktion ist gegeben durch die 
Formel 





= 


~ 


Den Beweis des Hilfssatzes werden wir in § 4 erbringen. 
Wir behandeln jetzt die Differentialgleichung (B). Integriert man sie 
durch den Ansatz 


(B, 1) z= D'g,(t)2", wobei 9, (0) = 0, 


vai 


8) J. Horn, Gewdéhnliche Differentialgleichungen beliebiger Ordnung, Leipzig 
1905; § 67. 

*) C. L. Charlier, Die Mechanik des Himmels, Bd. 2, Leipzig 1907; 9. Ab- 
schnitt, § 6. 

5) E. Goursat, Cours d’analyse mathématique, 4. édition, tome III, Paris 1927, 
Seite 20—24. 

®) E. Picard, Traité d’analyse, tome III, Paris 1896; chap. VIII. 
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so ist fiir ¢ => 0 dauernd auch ¢,(t) > 0, wie das im Wesen der Majo- 
rantenmethode liegt. Andererseits ergibt sich aus (B) direkt durch Trennung 
der Variablen 


(=>, —1)dx=dt, 


und hieraus durch Integration, da z (0) = 0 sein soll, 


log <4 _ 





z=, 


oder also 
(z+ Aje—@#+ = hee. 


Daraus folgt nach Hilfssatz 1 fiir 0 << Ae~*e' Se! 





(B, 2) z= —A+ re (Ae—* et)’. 


r=1 


Wenn man hier die rechte Seite nach Potenzen von A umrechnet, mu 
die Formel (B, 1) entstehen. Die g,(t) sind also Polynome von e‘, die 
durchaus nicht lauter positive Koeffizienten haben; aber, wie bereits er- 
wahnt, weii man doch, daB fiir t > 0 dauernd ,(t) > 0 ist. Bezeichnet 
man daher den Konvergenzradius der Reihe (B, 1) mit 0, so ist a als 
Funktion von A fiir |A| <0 reguliir, an der Stelle 4 =o aber nach 
einem bekannten Satz von Pringsheim’) singulir. Daher ist 9 der kleinste 
positive Wert von A, fiir den die Funktion (B, 1) oder, was dasselbe sagt, 
die Funktion (B, 2) singular wird. 


Die Funktion (B, 2) ist aber als Funktion von A jedenfalls fiir 
0 < he-? <e-t+ 1) 
d.h. nach Hilfssatz 1 fiir 
otc St ewes 
v=] 


regular; fiir Ae—* = e~*+”, d.h. nach Hilfssatz 1 fiir 


a 


v(t+1) 


(B, 3) 





7) Math. Annalen 44 (1894), 8.42. Vgl. auch E. Landau, Darstellung und 
Begriindung einiger neuerer Ergebnisse der Funktionentheorie, 2. Aufl., Berlin 
1929; § 17. 
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dagegen singulir*). Der fragliche kleinste positive Wert ist daher durch 
die Reihe (B,3) gegeben. Das ist also der Konvergenzradius 0 der 
Reihe (B,1). Da die Entwicklung im Intervall 0< t< a gelten soll, 
ist der Konvergenzradius schlieBlich gleich 


= gi 
(B, 4) Ps —— e~ "a+, 


v=1 





Fiir nicht zu kleine Werte von a ist in den Reihen (C, 1) und (B, 4) 
der ganze Rest gegeniiber dem ersten Glied sehr klein. Daraus folgt, 


da8 der Konvergenzradius (B, 4) ungefahr das (+)-fache des Poincaré- 
schen Radius (C, 1) ist. 

Wir wenden uns jetzt zur urspriinglichen Differentialgleichung (A). 
Auch hier ist, wenn man sie durch den Ansatz 


(A, 1) z= >’ 9,(t)2", wobei y, (0) = 0, 


v=] 


integriert, dauernd g,(t)>0. Durch Trennung der Variablen folgt aber 
aus (A) 


1—A 
[saspra- 4 -Alée = (1—A)dt 


8) Die behauptete Regularitdt folgt aus dem WeierstraBschen Satz iiber die 
Regularitét einer in einem Gebiet gleichm&Big konvergenten Reihe analytischer 
Funktionen. DaB aber, wenn ¢ > 0 ist, der in (B, 3) angegebene Wert wirklich 
eine singuldre Stelle fir die Funktion (B, 2) ist [fir ¢ = 0 gilt das nicht, die 
Funktion (B, 2) ist dann identisch 0], ergibt sich so: Ware sie regular, so hatte 
man folgenden Sachverhalt: 


«o a 
LF(j= S — (ae* el? ist regular an der Stelle 1 = 4, wo 
v,=1 
- oY yr? —vit+1) 
—a_ 


v=1 





= ” iti 
Il. G(z) = > z” ist regulér und gleich 4, an der Stelle z= e~‘~? 
y 
v=1 
(wegen ¢ > 0; der Konvergenzradius ist e~*). 
Daraus wiirde folgen, daB auch F(G@(z)) regular an der Stelle z= e~'~* 
ware. Da aber aus II nach Hilfssatz 1 folgt, daB z = G(z)e~ % ist, so ist 


F (G4 (2)) = >" vr (G2) 9 ey’ — B ai eee ey’, 


v v! 
v=1 v==1 








und das ist an der Stelle z = e~‘~* nach dem auch oben benutzten Pringsheimschen 
Satz nicht regular. 





= 


oa ee | 









j 
y 
b 
’ 
| 
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und durch Integration, weil z(0) = 0 sein soll, 
a(l—aAj+aA 
A 
oder durch leichte Umformung 
[a¢l — A) + Ale O-—H4+4 — Jet 1—dDt K— e-1, 


Hieraus ergibt sich nach Hilfssatz 1 fiir 0 << Ae~* e@-** < e-! 


log 


—(1—A x =(1—Apt, 


z(I—A) a= SX fret a —oyy, 


=i] 


oder also * 
i aa oe a 
v=1 
Wenn man hier die rechte Seite nach Potenzen von A umrechnet, mu8 
die Formel (A, 1) entstehen, und wir wissen bereits, daB fiir ¢ > 0 
dauernd g,(t)>0 ist. Daraus folgt wie vorhin, da8 der Konvergenz- 
radius der Reihe (A, 1) gleich dem kleinsten positiven Wert A ist, fiir 
den die Funktion (A, 1) oder, was dasselbe sagt, die Funktion (A, 2) sin- 
gulaér wird. 
Nun ist die Funktion (A, 2) gewi8 regular fiir 
0 <= Ae-? ei—At < en} 
oder, etwas anders geschrieben, fiir 
0 s A(t+ lj e—4@+H =< (t +. lje—¢+» “et, 
d.h. nach Hilfssatz 1 fiir 


0S4(t+1) <2 [(t-++ 1) e-¢+»p; 


v=1 
dagegen ist sie singular fiir °) 
(A, 3) A(t + 1)e—24+ = (t+ Le-¢+2, 
d.h. nach Hilfssatz 1 fiir *°) 


A(tt+1) = Py At [(t+ 1) e-¢+ yp, 
also schlieBlich fiir 
(A, 4) A= Det terre, 


v=1 





v=1 


%) Die SchluBweise ist genau wie in FuBnote *). 

10) Die Gleichung (A, 3) hat allerdings, wie unmittelbar zu sehen, auch die 
Auflésung 4 = 1. Diese stellt aber nicht den hier gebrauchten Endpunkt des vor- 
her angegebenen Regularitdtsintervalles dar. Dieser Endpunkt wird vielmehr nach 
Hilfssatz 1 nur durch die dort angegebene Auflésungsformel geliefert, dio daher 
hier anzuwenden ist. 
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Der fragliche kleinste positive Wert ist daher durch die Reihe (A, 4) ge- 
geben. Das ist also der Konvergenzradius .der Reihe (A,1). Da die 
Entwicklung im Intervall 0<t< a gelten soll und da die Funktion 
(t+ 1yr—2 ert 
fiir t¢ > 0 eine negative Ableitung hat, also abnimmt, ist der Konvergenz- 
radius schlieBlich gleich 
ee 
(A, 5) » 4 : (a+ 1)’ e~"@t+», 


v! 





v=l 

Der Radius (A, 5) mu8 natiirlich wieder gréBer sein als der Radius 
(B, 4). In der Tat ist auch in der Reihe (A, 5) jedes Glied gréBer als 
das entsprechende Glied in der Reihe (B, 4), abgesehen von den beiden 
Anfangsgliedern, die einander gleich sind. Da aber fiir groBe Werte von 
a auch bei (A, 5) der ganze Reihenrest gegeniiber dem Anfangsglied sehr 
klein ist, so ist der Vorteil von (A, 5) gegeniiber (B, 4) wesentlich kleiner 
als der Vorteil von (B, 4) gegeniiber (C, 1). 


§ 3. 
Verallgemeinerung. 
Hilfssatz 2. In den beiden linearen Systemen 


dz, 4 

_—. D feu (t) te + 9 (0) (y= 1,2,...,m), 
asl 

aX, y 

a7 = D, Foul Xi +40) (» = 1,2,...,m) 


ul 
seien die Funktionen f,., 9., Fru, G, fir OS t< ai stetig und es sei 
feO|/SPiuY, \wOl|SG (»%, 4 =1,2,...,n), 


|x, (0)| = Xx, (0) (¥ = Rs 2, died | n). 
Dann ist fiir 0<t< a dauernd 
|x, ()| < X, (vy = 1,2,..., n). 


Den Beweis dieses Hilfssatzes werden wir in § 5 liefern. 

Wir betrachten jetzt das Differentialgleichungssystem 

dz - + ~ ey 
(3) = = hfe Ga ccc l thao)... a™ (%+% tee + Oe = ) 

dt 2h 0*1 n 1 n (k = 1, 2,..., ”), 
wo die fervor, ...v, (0) fir 0 = t Sa stetig sind, und wollen dasjenige Inte- 
gral, welches fiir t= 0 die Werte z,(0) = c, annimmt, nach Potenzen 
von A, ¢,,...,C, entwickeln: 


% % .? , ' imi 1) 
(4) a= 2. oe Se oe (%+%+ +”,,= 
’ 2 Pun ee ee ee 
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Dabei ist dann 
Pk rv, ...%, (0) = 0 fir », > 1, 
PROV... 2% (0)=0 fir »,+ 
Peov,...», (0) =O fir »4+...+%—=—1, %=0, 
Prov,...v, (0) = 1 fir »4+4+...+¢%=1, %=1. 


Wenn man (4) in (3) einsetzt und die Glieder nach wachsender Expo- 
nentensumme ordnet, ergibt sich 


Pkrvy...% 


= feoto...0 Piro... % +f 


feo01...0 P2r...% ees + feooo...1 Pnvy...% + ®, 


wobei in ® bloB solche Pruy..-u, Vorkommen, fiir die 


oe ee a a oe 
ist. Daraus erkennt man auf Grund von Hilfssatz 2, da8, wenn man 
die rechte Seite von (3) durch eine Majorante ersetzt, dann auch in (4) 
eine Majorante kommt. 
Wir nehmen etwa an, es sei 
+ w+..-+,)! Mr, 


! ! » | ’ ’ 
Vy Vitees VS r.°r ee » a 
6 ‘1 n 





(% 
(5) Iferg »,...¥» (8| —— 


so daB statt (3) das Differentialgleichungssystem 


© tea Fee aay eye 


n 
%o-- 





1 ’ 
a ae Pe See al (k = 1, 2, ..., m) 


ro r eee r= 





zu betrachten ist. In der Reihe (4) ist dann Pkr,...r,(t) = 9, und um 
die absolute Konvergenz zu priifen, wird man 42 und c, durch |A| und 
\c,| ersetzen. Die Gleichung (6) mit |A| an Stelle von A ist also mit 
der Anfangsbedingung 2z,(0) = |c,| zu integrieren. Setzt man zu dem 
Zweck 2 = |c,| + 7, yz, 80 ist y,(0) = 0, und man erhilt 





dy l 
@) T= nr -1) (E = 1,3, ..., ); 
1 n 
wobei 
c 
(8) Amy lal |, 4 Ll, 


Das System (7) hat, weil y,(0) = 0 sein soll, die Lésung 
4, = Ys Yo = Yr ++ Yn = Y, 
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wobei y das fiir ¢ = 0 verschwindende Integral der Differentialgleichung 
dy _ 1 
dt M (5-7-3; 7 1) 

ist; oder wenn man ny = Y, nMt=T setzt: 


aY 1 , 
a7 1-A—Y ™ 
Das fir T = 0 verschwindende Integral dieser Gleichung ist nach § 2 


das folgende (vgl. Fl. (B, 2)): 


¥=-A+ D)"(Aesery. 


¥ 





v=1 


Entwickelt man nach Potenzen von A, so hat die entstehende Reihe, wie 
wir in § 2 sahen, den Konvergenzradius 


oo 
) vy’! 
e— *(T+)) 
v! , 


vy=1 





Da T=nMt<s nMai ist, ergibt sich hieraus der 
Satz. Wenn in dem System von Differentialgleichungen 


dz bet ; %H+*y4+...¢%21 

— > Poreiey-cn, 04 Ph Me gh se .) = }) 
%o- + 4 oa 

die Koeffizienten fx», »,...,,(t) im Intervall 0 = t S a stetig sind und den 

Ungleichungen 


(y+, +---+»,)! Mr, 


' ! ! 
%! Viteee ¥,° 





| feng v4...» (| s 


rrort ... rin 
gentigen, so laBt sich das Integral, welches fiir t = 0 die Anjangswerte 
a, (0} = ¢ (k =I, ae n) 
annimmt, nach Potenzen von A, ¢,, 0, ..-, Cy, entwickeln: 
a: 1) 
a = on AO .. a MmtAt-.- + & 
. -%%, mm ie) “) ; ™ (E = 1, 2, ..., #), 


%- 


und diese Reithen sind im Bereich 


ley ~ Pe 
+= Fee tie < aro (nMa +1) 


v7=1 
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§ 4. 
Beweis von Hilfssatz 1 in § 2. 

Zunichst ist klar, dab v = ue“ fir 0 <= u <1 eine wachsende 
Funktion ist; denn ihre Ableitung e~“(1—u) ist im Innern des Inter- 
valles positiv. Die auch fiir komplexe » vorhandene Umkehrfunktion u 
1a8t sich bekanntlich fiir kleine Werte von |v| in eine Potenzreihe 

u= J dw’ 


v=1 
entwickeln, deren Koeffizienten sich aus der Reihenumkehrformel von 
Lagrange ergeben. Wenn man diese nicht im Kopfe hat, wird man sie 
schneller beweisen als irgendwo nachschlagen. Bei der hier interessie- 
renden Funktion gestaltet sich die Rechnung folgendermaBen, wobei die 
Integrationswege Umlaufe um den Nullpunkt der v- bzw. u-Ebene sind: 


l u —1 ee = 
b = ah; | de = eh [ude =snle du 


1 1 ye 1 wo? yt 
sa; | wesw = (s 


Leie””6——CU PhS CU 
Damit ist zunachst gezeigt, daB die Umkehrfunktion fiir hinreichend 
kleine Werte von |v| durch die Formel 


9) w= Soe 


v=1 











gegeben ist. DaS das im ganzen Intervall 0 << v < e~' zutrifft, wie 
Hilfssatz 1 behauptet, mu8 noch gezeigt werden. Jedenfalls ist die 
Reihe (9) im ganzen Interval] konvergent (auch am Endpunkt) und ist 
eine wachsende Funktion von v. Sodann ist sie fiir |v| < e—' ana- 
lytisch; also ist auch die Funktion 


20 y—1 
by ¥ 


« 
yr) - 
p(v) = PB ae gat 


v=1 


v 








fiir |v| << e~' analytisch. Fiir hinreichend kleine |v| ist aber g(v) nach 
dem Bewiesenen gleich v. Also gilt die Identitét g(v) =v im ganzen 
Gebiet |v| << e~' und aus Stetigkeitsgriinden sogar im abgeschlossenen 
Bereich |v| < e—'. 

Hiernach stellt die Reihe (9) fir 0 << v < e~' jedenfalls eine ge- 
wisse Auflésung der Gleichung we-“ = v dar. Speziell fiir v = e~* hat 
diese Gleichung aber nur eine positive Auflésung, namlich die Auflésung 
u = 1, weil die Funktion we-“ an der Stelle wu = 1 ihr Maximum hat. 
Also ist 
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Somit durchliuft die Reihe (9), wahrend v von 0 bis e~' wiichst, wach- 
send das Intervall von 0 bis 1. Sie stellt also nicht nur eine gewisse 
Auflésung der Gleichung ue~“ =v dar, sondern gerade die in Hilfs- 
satz 1 eindeutig charakterisierte Auflésung. 


§ 5. 
Beweis von Hilfssatz 2 in § 3. 


Der Hilfssatz 2 scheint in der Literatur nirgends formuliert zu sein. 
Doch ist er bei Poincaré, Horn und Charlier a.a.O. implizit bewiesen mit 
der Einschrinkung, daB in den Voraussetzungen die Zeichen ..<“‘ wenig- 
sters teilweise durch das schiarfere ,,<“‘ ersetzt sind. Daher kommt es, 
daB Poincaré, Horn und Charlier bei Anwendung auf unser Problem von 
den benutzten Majoranten stets verlangen miissen, da8 ihre Koeffizienten 
gréBer sind als die absoluten Koeffizienten der Originalreihe mit Aus- 
schluB der Gleichheit (vgl. oben die FuBnote *)). Auch Goursat definiert 
a. a. O. Seite 3 seine Dominanten (d. h. Majoranten) als supérieur, also 
ohne Gleichheit; jedoch bleibt sein mit sukzessiven Naherungen arbeitender 
Beweis, worauf mich Herr Max Miiller aufmerksam gemacht hat, auch 
im Fall der Gleichheit giiltig. Goursat hat also den Hilfssatz; er soll 
aber jetzt auf neue Art bewiesen werden. 

Offenbar geniigt es, fiir eine- geeignete positive Zahl K und fiir jedes 
positive ¢ die Ungleichungen 


| ty (t)| << X, (t) + eeX! (uw = 1, 2,..., m) 


nachzuweisen. Nun sind diese fiir ¢ = 0 und folglich auch fiir hinreichend 
kleine Werte von ¢ sicher richtig. Wiirden sie nicht dauernd gelten und 
wiire t die untere Grenze derjenigen Werte ¢, fiir die sie nicht gelten, 
so wire 


|x, (t)| << Xu(t) + eek (u = 1,2,..., n) 
und fiir wenigstens einen Index » 
|z,(t)| = X,(t) + ee%*, 
| a(t —h)| < X,(t —h) + eek —, fir 0<A<rt. 


Daraus wiirde aber folgen: 


= a» § | am —h)! 
|x, (z)| = lim a9) —— > lim es a _ 
ah—-od 


~ h—>o 





: X(t) + eeX*— X (r—h) — ee e®—™ 
ey h 





= X(t) +eKe*', 













Differentialgleichungen mit Parameter. 






und man hitte die Ungleichungskette 
X, (t) + eK eX* = |a,(z)| = | Dy fru (t) @u (tT) + gr (7)| 
ons 
SE Vou ()| iz (2) +196 C00] SE Fou) (Ky (2) + €08) + G2) 


= Xi(r) + ceX* z Py, (T), 
a=1 


oder also 


K< SF,,(2). 


ul 
Das ist aber falsch, wenn wir etwa 
K> Mx 35 SF, 


6oStSa v=1 u=1 


gewahlt haben. 


(Eingegangen am 5. 3. 1936.) 











Allgemeine Koordinaten und Bedingungsgleichungen 
in der Wellenmechanik. 


Von 


H. Welker in Miinchen *). 





Einleitung. 


E. Schrédinger hat in seiner Abhandlung ,,Uber das Verhiltnis der 
Heisenberg-Born-Jordanschen Quantenmechanik zu der meinen‘') die 
Wellengleichung fiir ein System von Partikeln in beliebigen Koordinaten 
angegeben. Diese Gleichung wurde fiir die Zwecke der Rotationsspektren 
auf das Modell des starren Molekiils angewendet. In Analogie zur klassischen 
Mechanik lieB man einfach die arretierten Freiheitsgrade in der Wellen- 
gleichung fort; genauer gesagt: man iibertrug die Vorschrift zur Aufstellung 
der Wellengleichung fiir freie Partikeln*) auf den Fall gegenseitig gebundener 
Partikeln. Dabei ignoriert man eine Vorschrift, welche Schrodinger selbst 
gegeben hat: In der Wellenmechanik sind die Probleme mit der vollen 
Anzahl der Freiheitsgrade anzusetzen. 


Wir haben uns daher der Aufgabe unterzogen, den Ubergang von 
der vollen Anzahl der Freiheitsgrade zu starren Verbindungen durch- 
zufiihren und dabei die Problemstellung in folgender Weise verallgemeinert: 
Wie reduziert sich die Schrédingergleichung bei Einfiihrung von Flachen, 
innerhalb derer sich die Bewegung des Systems abspielen soll? Den Ein- 
fluB dieser Bedingungsflachen denken wir uns ganz im Sinne der klassischen 
Mechanik: Die Partikeln sollen weder die Flachen verlassen kénnen — eine 
Festlegung von Ortskoordinaten —, noch Geschwindigkeitskomponenten 
senkrecht zu denselben besitzen — eine bestimmte Aussage iiber Impulse. 


Fiir die Durchfiihrung des Programms ist es zweckmiBig, die Ein- 
fiihrung von krummlinigen Koordinaten in die Wellengleichung freier 
Partikeln hier nochmals mit geeigneten Bezeichnungen wiederzugeben (Teil I). 
Beim Ubergang zur Wellenmechanik mit Bedingungsgleichungen (Teil II) 
treten véllig neuartige, in der gewdhnlichen Mechanik nicht vorhandene 


*) Diese Arbeit ist Teil einer von der Philosophischen Fakultét 11. Sektion 
der Universitat Miinchen angenommenen Dissertation. 

1) Schrédinger, Annalen der Physik 79 (1926), S. 748, Gleichung (31). 

2) Vgl. (27) und (26a) und die Bemerkung auf 8.310 iiber die Fundamentalform. 
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Schwierigkeiten auf. Diese hingen damit zusammen, daB in das Hamilton- 
sche Prinzip der Wellenmechanik nicht die Geschwindigkeiten, sondern 
die Impulse eingehen. Ferner erfolgt die Integration der Lagrangeschen 
Funktion nicht nach dem Zeitelement dt, sondern nach dem riaumlichen 
Volumenelement dr. Aus diesem Grund tritt die Funktionaldeterminante 
in unseren Gleichungen auf und bringt eine Unbestimmtheit herein, welche 
nur durch ein besonderes Axiom von der inneren Bestimmtheit*) aus- 
geschaltet werden kann. Mit dessen Hilfe erhalten wir die von Schrodinger 
aufgestellte und allgemein benutzte Wellengleichung. Die im III. Teil 
durchgefiihrten Beispiele sollen die Notwendigkeit unserer Uberlegungen 
und Einschrinkungen darlegen. Zum SchluB folgt eine Kritik an dem 
benutzten Modell der Bedingungsfliche im Sinne der Heisenbergschen 
Ungenauigkeitsrelation. 


I, Einfiihrung krummliniger Koordinaten, 

Wir behandeln zuniichst die Wellenmechanik freier Massenpunkte in 
einer Art und Weise, welche die Einfiihrung von Bedingungsgleichungen 
erméglicht. Zu diesem Zweck gehen wir von der Schrédingergleichung 
konservativer Systeme fiir mehrere Massenpunkte aus: 

7 R22 

(1) | 2 im, tpt S— Ny =O. 

Hierin sind die kartesischen Koordinaten x, und die dazugehérigen Massen m, 
durchnumeriert von 1 bis n (n ist durch 3 teilbar; z,, z,, 2, bedeuten 
die Koordinaten des ersten Massenpunktes, m, = m, = m, ist seine Masse. 
V potentielle Energie, EZ Gesamtenergie des Systems, 22h Plancksches 
Wirkungsquantum). (1) léBt sich bekanntlich auch aus einem Variations- 
problem mit einer Lagrangeschen Funktion Z gewinnen: 


as n h/day 

i=1 
Das Variationsproblem schreibt sich damit in der Form: 
(3) d[Ldr=0, dr=[J dm. 

(=1 

Als Nebenbedingung haben wir noch die Normierungsbedingung, welche 
die Erhaltung der Teilchenzahl sichert, hinzuzufiigen: 
(3a) fydr = 1. 
Das Variationsprinzip ist fiir die Einfiihrung krummliniger Koordinaten 
sehr geeignet, da es unabhingig von der speziellen Wahl der Koordinaten 


8) §. Seite 311. 
Mathematische Annalen. 113. 20 
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ist. Zuvor modifizieren wir unsere kartesischen Koordinaten, indem wir 
setzen: Te 

(4) &, = Vm, 2. 

Wir rechnen also jede Koordinate 2,, entsprechend ihrem Beitrag zur 
Trigheit des Systems, mit dem Gewichte ¥m;. Dies hat den Vorteil, daB 
die kinetische Energie des Systems, ausgedriickt durch die &, im wesent- 
lichen iibereinstimmt mit dem euklidischen Linienelement im ¢-Raum; 
denn es gilt jetzt: 


Also 
l sds 


(5) = Fla 


Ferner wird sich im folgenden zeigen, .daS fiir uns gerade die geo- 
metrischen Verhiiltnisse, wie Orthogonalitaét oder Aquidistanz im é-Raum, 
maBgebend sind. 

Von den &, gehen wir zu neuen, krummlinigen Koordinaten gq, iiber, 
indem wir setzen: 


J’, wobei ds* = Edé?. 


(6) i = fi (Qi -++ Gn) = fe (Qe)-" 
Die Umkehrung dieser Gleichungen mége lauten: 
(6a) Te = % (&%)- 


Wir rechnen nun JZ in diese neuen Koordinaten um; zu diesem Zweck 
bilden wir: 


(7) — in qe i Vm, 
mit der Abkiirzung: 
(8) he = OE 


Gx ist somit die t-te Komponente des n-dimensionalen Vektors grad q,, 
des Normalenvektors zu den Flachen g, = Const., 


(8a) Yes = grad, g, 
wobei die Gradientenbildung im euklidischen -Raum zu erfolgen hat. 
Tragen wir (7) in (2) ein, so entsteht: 


1 yt_ 1 yay ay 

(9) » tm, GE 2 o* oq, 99,’ 

wobei: 

(10) t= 2 dee Ns = (grad q,, grad q,). 
oq, 949, 


= LZ BE, Fe, 









os 
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Die Analogie von LZ mit der Lagrangeschen Funktion der Punktmechanik 
veranlaSt uns, die g*' mit den Koeffizienten der gewéhnlichen kinetischen 
Energie zu vergleichen. Dabei haben wir wie immer zu unterscheiden 
zwischen der Energie 7; und T7,, erstere als Funktion der Geschwindig- 
keiten q, letztere als Funktion der kanonisch zugeordneten Impulse p 
geschrieben. Wir wollen beide einander gegeniiberstellen, indem wir zu- 
erst T; berechnen. Wegen 


: O€, . 
(11) & = ; oq, 
gilt nach (5): 
(12) Ti =t Loin 
mit 
O& @€& 
(13) Ini = 4 oa, “' 


9x ; ist der metrische Fundamentaltensor in den krummlinigen Koordinaten q, . 
Wir benutzen 7; ferner zur Definition der zu g, kanonisch zu- 
geordneten Impulse p, nach der wohlbekannten Gleichung: 


4 pA oT; 
Demnach erhalten wir mittels (12): 
(15) Pe= 2 ei d- 


Setzen wir also fest, wie allgemein iiblich, daB die g, die kontravarianten 
Komponenten des Vektors 7 sind, so sind die p, nach den allgemeinen 
Regeln des Tensorkalkiils die kovarianten Komponenten desselben Vektors. 
Um T, zu berechnen, haben wir (15) nach g, aufzulésen. Ist J',, die 
durch die Determinante |g,,| dividierte Unterdeterminante von g,;, 80 
erhalten wir nach bekannten Determinantensitzen, wenn wir Gleichung (15) 
mit J’,,; multiplizieren‘), 


(15a) CecPx = Tei Qeih = bh = U- 
In Gleichung (12) eingetragen, ergibt das: 
(16) Ty = 439e: I mz Pm ni Pn = $520 Ime Pm Pr 


T, = tI ma Pm Pn- 
Die J’,,, lassen sich direkt berechnen, wenn wir von der kinetischen 
Energie in kartesischen Koordinaten als Funktion der Impulse ausgehen: 
Pi, 


an t= 4 Smt D(a): 


4) Im folgenden ist immer iiber 2 gleichlautende Indizes zu summieren! 
20* 
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Wir berechnen 
aT; aT; aq 


(18) = *¥m,. 








Oz, 0 , Os; 
. _. Oe P P . ° oq, 
Das Glied mit aq, haben wir hier bereits weggelassen, da ja r+ tine 0 
e i 
ist. Wir berechnen aus (6a) und (8): 
(19) Ie = Wiki 
und schlieBen daraus auf: 
a4, 
(20) aé, = Wei 
Damit wird aus (18), wenn wir noch (14) benutzen: q 
oT — \ 
(21) = = Presi Ym, . 
Durch Eintragen in (17) erhalten wir: 
(22) Ty =} Peder PM: 
woraus mittels (10) folgt: 
(23) T, = 39'' PePr- 
Durch Vergleich von (23) mit (16) erhalten wir 
(24) ft oz gt, 


Die g*' erweisen sich damit als die kontravarianten Komponenten des 
kovarianten Fundamentaltensors g, ,°). 

Wir sehen, daB (9) und (23) von derselben Bauart sind. Die rechte 
Seite des letzteren Ausdrucks kénnen wir daher schreiben 


4 
T, (159) 
und der Ausdruck (2) fiir Z wird: 
ti) 
(25) L="T,(9,5%)+ Vy". 


Wir gehen jetzt zum Variationsprinzip, Gleichung (3), tiber. Statt 
der z benutzen wir die ¢, was bis auf einen unwesentlichen Faktor auf 
dasselbe hinausliuft: Bei Einfiihrung der krummlinigen Koordinaten q 
haben wir zu ersetzen 


dt durch Ddg; dt=[fd&, dq=[1dq. 
k=1 k=1 


5) Gleichung (24) kénnen wir auch direkt verifizieren, wenn wir (15a) heran- 
ziehen und beachten, daB es zu g,, nur eine inverse Matrix gibt: 


- _ 0&, OF, 9% 99,  95,, 99g, 95m a Oq, 9€,, 
= ~ Ba Be ta be. 





Ix1 


w. z. b. w. 
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D ist die Funktionaldeterminante der Transformation: 


ag 06, 
oa, °° 3a; 
(26) a Apa 
oe, ot 
0q,, 04q,, 





Der Faktor D tritt sowohl im Variationsprinzip 6 [Ld t = 0, wie in der 
Normierungsbedingung fy'dr = 1 auf. 

Ist Z der zu letzterer gehérende Multiplikator, so ergibt sich mit 
Hilfe der Eulerschen Differentialgleichungen der Variationsrechnung: 


(27) m S52 (D- 32”) + 2D Vr) y=0, 
wobei in dem Pr ere 

ie = y*' p, 
p, zu ersetzen ist durch a 


Von der Determinante D la8t sich noch zeigen, daB sie sich auf die 
Koeffizienten g*' der kinetischen Energie zuriickfiihren la8t. Dazu gehen 
wir von der inversen Funktionaldeterminante D, aus: 

















04, On 
0§,°°° O€. 
(28) pe) 
0 Gn 94, 
be *" dE, | 





Ihr Quadrat enthalt offenbar lauter Glieder von der Form (man multi- 
pliziere zwei Horizontalreihen miteinander) (grad g,, grad g,). Nach (10) 
erhalten wir also 

(29) D} = |g""|. 

Somit ist D? die Diskriminante der quadratischen Form fiir die kinetische 
Energie (23). Andererseits gilt fiir die inverse Determinante D nach dem- 
selben Satz: 


10: 0 
(30) D-D, =| 00 8) =1, 
00:1 
woraus unter Benutzung von (29) folgt 
(26a) D : 


= 7a 
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Fiir die Aufstellung von (27) ist also nur die Kenntnis der quadratischen 
Form 7, = }9*' p, p, oder, was auf dasselbe hinausliuft, der Fundamental- 


fom T, = +(%) = F ger dnds notwendig. Diese Tatsache wird eine 
Richtschnur fiir die Aufstellung der Wellengleichung fiir unfreie Massen- 
punkte geben. 

Als besonders wichtiges Beispiel betrachten wir den Fall orthogonaler 
Koordinaten, d. h. solcher, fiir welche: 


y*' = (grad q,-grad q,) = 0 fiir & + I. 
Da man in diesem Fall ebenso einfach mit den g,, des Linienelements 
rechnen kann, wollen wir diese einfiihren. 

Nach (24) gilt dann: 

9x, = 0 fiir k + l, he =F 
Somit 
|g**| = (JT g,,)-? also D = (IT g,,)''. 

Im Fall von drei Freiheitegraden ohne Bedingungsgleichungen lautet dann 
die ee ee 


ae be ym OF 4. oy futs Zy 
Og 915 a iw 929 Oa, 04s 9s3 ags 


+5 V¥9119929s3 (EF — V)y = 0. 


Ii. Einfiihrung von Bedingungsgleichungen,. 


1, Elimination tiberzaihliger Freiheitsgrade aus der 
Lagrangeschen Funktion. 

Wir gehen dazu iiber, die Zahl der Freiheitsgrade unseres Systems 
einzuschrinken. Ist » die reduzierte Anzahl, so bestehen jetzt n — v Be- 
dingungsgieichungen zwischen den n Partikelkoordinaten £,. In der Mechanik 
eliminiert man die Bedingungsgleichungen dadurch, da8 man n neue, 
voneinander unabhiangige Koordinaten q, ... q, einfiihrt, derart, daB die 
Bedingungsflichen in der Schaar 

= Const. (x = »+1,..., n) 
enthalten sind. g,,...,q, beschreibent dann die Bewegung auf der Flache. 
Das Vorhandensein einschrankender Bedingungen liefert zwei physikalische 
Aussagen: 
(31) qx = C, (C, Konstanten) 
— eine Festlegung von Ortskoordinaten — und durch Differentiation nach 
der Zeit: 


(32) q = 0, 
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d. h. es sind keine Geschwindigkeitskomponenten senkrecht zur Bedingungs- 
flaiche vorhanden. Da fiir die Lagrangesche Funktion der Mechanik die 
kinetische Energie T als Funktion von g und q¢ maSgebend ist, fallen in 
dem Ausdruck fiir 7 (q, q) die iiberzihligen Koordinaten heraus. Es bleiben 
nur die mit g,, multiplizierten Glieder tibrig. (Von jetzt an sollen alle 
lateinischen Indizes von 1 bis » laufen, die griechischen von » + 1 bis n.) 
Von derselben Form ist, Gleichung (5). auch das Linienelement. Die 
Mechanik wird auf diese Weise nur von den inneren Eigenschaften der 
Bedingungsflache M, abhingig. 

In der Wellenmechanik kann man das nicht von vornherein behaupten. 
Denn hier ist die kinetische Energie als Funktion der Impulse maBgebend, 
welche sich nicht in dieser einfachen Weise reduzieren lat. Ferner tritt 
die Funktionaldeterminante auf, welche ebenfalls wesentlich von der Ein- 
bettung der Bedingungsflichen in eine Flachenschar abhingt. 

Trotzdem stellen wir die axiomatische Forderung auf: 

Die Wellenmechanik soll ebenso wie die klassische Mechanik nur von 
den inneren Eigenschaften der Bedingungs{lichen abhdngen. 

Denn nur dann sind durch die aus (27) hervorgehende, auf » Freiheitsgrade 
reduzierte Differentialgleiohung die physikalischen Eigenschaften des betrach- 
teten Systems eindeutig bestimmt und unabhingig von der speziellen Wahl 
der Einbettung in die n-dimensionale Mannigfaltigkeit M,,. 

Um die Unterschiede klar herauszustellen, bringen wir kurz das 
Wichtigste aus der »-dimensionalen Mechanik. An die Spitze stellen wir 
die allgemeine n-dimensionale quadratische Form fiir die kinetische 
Energie (12), welche wir jetzt aber mit T* bezeichnen: 


(12a) T* = 3G Ue + Ger ea + 390i Ue L- 
Begeben wir uns auf die Bedingungsfliche, so erhalten wir wegen (32): 
(12b) T = 3919 %- 


Nach der allgemeinen Impu!sdefinition (14) ergibt sich, wenn wir wieder 
(32) beriicksichtigen: 

(33) Pe=Yerh Mit Jer = Yer 

Dabei ist es gleichgiiltig, ob wir (12a) oder (12b) benutzen. Die 
Bezeichnung y,; haben wir eingefiihrt, um damit ausdriicklich den 
y-dimensionalen metrischen Fundamentaltensor zu kennzeichnen. Fiir die 
Definition von p,. hingegen haben wir (12a) zu verwenden. Aus (12a) folgt: 


(34) Px = Qxz de + 0. 

Sowohl (12a) wie (12b) geben uns die Méglichkeit, T(q,q) in T (q, p) 
umzurechnen. Im ersten Fall haben wir die Umrechnung vor der Fest- 
legung auf die Flachen g, = C, auszufiihren. Es gelten formal dieselben 
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Verhaltnisse wie in Gleichung (23): 


(23a) T* = $9 De Pi + oY Pe Pa t+ 49" Pe Pi- 
Im zweiten Fall iésen wir zuniichst (33) nach den q auf. Sind y*! die 
durch |y,,| dividierten Unterdeterminanten von y,,, so gilt: 


(35) Pevt™ = Yer *™ i = Im: 
In (12b) einsetzend, erhalten wir durch analoge Rechnungen wie in (16): 
(36) T = by"** Da Pa- 


Auf der Bedingungsfliche miissen J* und T einander gleich sein. Ersetzen 
wir daher die p, in (23a) nach (34) und (35) durch eine Linearkombination 
aus den p,: 
(37) Px = Jiny"* Pe, 
so besteht die Méglichkeit, durch Koeffizientenvergleich zwischen den y*! 
und den g*' die folgende Relation festzustellen: 
(38)  o- g* + gt Jim ym! + gt" Gon ymt Jin y" t 
Es gilt daher im allgemeinen: 

g* So yr! 


MaBgebend fiir die imneren Eigenschafien der Bedingungsfliche ist y*'. 

Bei der Ubertragung auf die Wellenmechanik miissen wir, wie bereits 
bemerkt wurde, von Gleichung (23a) ausgehen. Da in dieser die p, noch 
vorkommen, wiirden wir durch Ausfiihrung der Variation eine Wellen- 
gleichung erhalten, welche ve enthalt, auch dann noch, wenn wir uns auf 


die M, begeben. Dies liegt jedoch durchaus nicht im Sinne unseres 
Axioms. Wir kénnen letzteres erfiillen, wenn es uns gelingt, die g,, auf 
unserer M, zum Verschwinden zu bringen. Denn dann wird erstens 
nach (34)*): 
Px = 0. 

Zweitens wird in Gleichung (38): 
(38 a) Gia, 
d.h. die in unserm Variationsprinzip noch vorkommenden GréBen g*' 
enthalten nur mehr innere Eigenschaften der M,. 

Um die Forderung g,; = 0 zu erfiillen, kénnen wir eine gewisse 
Freiheit in der Wahl von g, benutzen. Indem wir (31) etwas abandern 
und die Bedingungsgleichungen in der Form: 


(31a) fe(E, «++ &n) = Ge — Cy = 0 
*) Wir beoutzen die Bedingung g, = 0 nur insofern, als wir einen von Be- 


wegungen senkrecht zur M, herrihrenden Beitrag zur kinetischen Energie des 
Systems gleich Null setzen. 
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schreiben, kénnen wir, ohne etwas an dem Verlauf der g, innerhalb der 
M, zu andern, die q, ersetzen durch: 
n 

(39) &R=ut LF AWPf;. 

A=v+i1 
Wegen (31a) ist auf der M, tatsichlich 4, = g, bei willkiirlicher Wahl 
der v(m — v) GréBen A. Bilden wir jedoch den Gradienten von (39), 
so erhalten wir auf der M,: 


(40) grad q, = grad q, + SAW grad f,. 

Der Unterschied zwischen den beiden Gradienten hingt von den willkiir- 
lichen GréBen A ab. Wir benutzen diese Abhiangigkeit dazu, um die 
mit g, gebildeten GroéBen g** zum Verschwinden zu bringen: 


(41) g* = (grad q, grad q.) = 0. 

Um die Erfiillbarkeit dieser Gleichungen zu zeigen, multiplizieren wir (40) 
skalar mit grad g, und erhalten: 

(42) DAP gt = — gt. 

Diese »(m — v) Gleichungen lassen sich stets nach den A auflésen, wenn 
nur die Determinante der Koeffizienten g** von Null verschieden ist. Das 
ist aber sicher der Fall, wenn wir die Funktionen /,,,,...,/, als von- 
einander linear unabhangig voraussetzen. 

Fiir die Erfiillung unseres Axioms ist aber das Verschwinden nicht 
der g**, sondern der kovarianten g,,; notwendig. Wir berechnen sie aus 
den 7*' mittels der Relationen (vgl. 8. 308 FuBnote) 

(43) Jer G** = 83;, k=Il,...,n. 
Sind G,,; die Unterdeterminanten der n-reihigen Determinante |9*'|, so 
geniigt diesen Gleichungen der Ansatz: 

= Gi 

n= Te" 
Wir schreiben eine Unterdeterminante ausfiihrlich an und zeigen, daf 
sie bei Giiltigkeit von (41) verschwindet. 

















A 
0 
g* rT. 
Gu = 0 
0000 aud 
g 
0000 





Die Unterdeterminante entsteht, wie das vorstehende Schema andeuten 
soll, aus der n-reihigen Determinante der kontravarianten g dadurch, 
daB man die k-te Zeile und die A-te Kolonne streicht. Wir entwickeln 
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sie auf Grund des Laplaceschen Satzes nach den Unterdeterminanten, 
welche man aus den » — » letzten Zeilen bilden kann. Da diese offen- 
bar alle verschwinden, gilt wirklich G,, = 0 und damit 9, = 0. 

Dieses Ergebnis kénnen wir auch anschaulich einsehen. Aus der Ortho- 
gonalitét der Gradienten von g, und g, folgt nimlich die Giiltigkeit des 
Pythagoras; dann miissen aber im Linienelement die Produktglieder mit 
d4,-dq, verschwinden. Das ist der Fall, wenn %, = 0. 


2. Reduktion der Funktionaldeterminante auf die inneren 
Eigenschaften der M,. 

Von der Transformation auf krummlinige Koordinaten her, geht in 
die Wellengleichung die Funktionaldeterminante D ein. Sie enthalt, dem 
n-dimensionalen Ausgangspunkt entsprechend, noch die Einbettungseigen- 
schaften unserer M, in die M,, auch wenn wir g, = C, setzen. Wir 
wollen uns iiberlegen, welche Operationen an D vorgenommen werden 
miissen, damit sie unser fundamentales Axiom erfiillt. Dazu gehen wir 
am besten von dem Ausdruck (29) fiir D? aus, welcher mit D durch (30) 
zusammenhangt : 

I A 
(29a) D? = 2 oe . 
Unser Ziel ist, D? auf die nur von den inneren Eigenschaften der M, 
abhingige Form zu bringen: 
DP =|y*"| kt =—1,...,». 
Wir haben es erreicht, wenn 





“4, g** = 0, und also auch g*! = 0, 
2. |g**| = Const. 

Bedingung 1. haben wir bereits durch Einfiihrung der 4, erfiillt. Wir 
bemerken ausdriicklich, daS dadurch an dem Wert von D} gar nichts ge- 
andert wird. Um das einzusehen, brauchen wir nur die Determinante D, 
zu betrachten, in welcher jede Zeile aus den Komponenten von grad q, 
(k = 1,..., ) besteht: 
(28 a) p, = |8r84 

grad qs 
Multiplizieren wir namlich die x-te Zeile von D, mit der durch (42) be- 
stimmten GréBe A® und addieren sie fiir simtliche Werte von x zur 
k-ten Zeile, so steht in der letzteren nach (40) grad g,. Am Wert von D, 
hat sich dabei nichts gedndert. Bei der Bildung des Quadrats sind jetzt 
aber die kA Glieder gleich Null (Gleichung (41)) und die k! Glieder 
gleich y*' (Gleichung (38 a)). 
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Um die Bedingung 2 zu erfiillen, ersetzen wir sie durch die scharfere 
Gleichung: 


(44) g* = b,:. 


Diese Gleichung ist der Ausdruck dafiir, daB die n — » Vektoren grad q, 
orthogonalisiert und normiert sind’). Dies la8t sich immer erreichen; in 
unserem Fall dadurch, daB wir die Bedingungsgleichungen /, = 0 ersetzen 
durch die in ihrer Gesamtheit aquivalenten Linearkombinationen: 


(45) f= LAvt. =, |Az| + 0. 
“ 


Bezeichnen wir die Orthogonalvektoren grad /, der urspriinglichen Flachen 
(bei entsprechender Umnumerierung der Bedingungsgleichungen /,,, = 0, 
oocyte = 0) mit: 


(46) Gis Gas +-+> Gn—vs 
die der neu eingefiihrten Flachen mit 
(47) Gi, G3, +--+» Ga—v> 
so lautet (44) in den g* geschrieben: 
(44a) (a, a2) = dea. 


Bildet man den Gradienten von (45), so erhilt man auf der M, wegen 
fy = 0: 


(48) gx = 2 An Gu: 


Diese Gleichung gestattet uns, die Ai, nach dem bekannten Orthogonali- 
sierungs- und Normierungsverfabren zu berechnen*). Gleichung (44) und 
zugleich unserer Bedingung 2. ist damit Geniige geleistet. 

Anschaulich bedeutet dieses Verfahren, daB man in der Reihenfolge 
G,> +++» Gn—» jeden Vektor g, apf die vorhergehenden projiziert, die Pro- 
jektionen von g, vektoriell abzieht und nur den zu allen vorhergehenden 
Vektoren orthogonalen Restvektor beibehilt. Indem wir diesen noch 
auf 1 normieren, erhalten wir » —» zueinander senkrechte Vektoren q*. 

Zum SchluB der allgemeinen Betrachtungen bemerken wir ausdriicklich, 
daB die allgemein gebriuchliche Art der Aufstellung der Wellengleichung aus 
den Koeffizienten der mechanischen kinetischen Energie als Funktion der 
Impulse sich nur unter ausdriicklicher Zugrundelegung des Axioms der 
inneren Bestimmtheit rechtfertigen laBt. 


7) Es wird sich zeigen, daB der der Gleichung (44) zugrunde gelegte Orthogonali- 
sierungsprozeB auf den Wert von \g*"| ebenso wenig Einflu8 hat wie der vorherige 
auf den Wert von D}. Infolge der Normierung auf 1 andert sich der Wert von \g**|; 
dabei werden die zugehérigen Orthogonalflachen dquidistant. 

8) Courant-Hilbert, Methoden der mathematischen Physik, I, 2. Aufl., 8. 4. 
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Ill. Beispiele. 


Die angefiihrten Beispiele sollen klar machen, da8 wir, vom n-dimen- 
sionalen Standpunkt ausgehend, zu verschiedenen Wellengleichungen ge- 
langen, wenn wir unser grundlegendes Axiom nicht beriicksichtigea, ins- 
besondere was die Normierungsbedingung anlangt. 


1. Zweidimensionales Keplerproblem in 
Zylinderkoordinaten. 


Wir setzen: 
Z=res9, 2%4=rsng, 2 =—2 
und benutzen als Bedingungsgleichung: 
f = z— Const = 0. 


Fiir die kinetische Energie erhalten wir: 


1; = si (e+ +2), To =i (st+ 2). 


Beide Ausdriicke stimmen wegen p, = mz = 0 iiberein. Die Diskrimi- 
nante der quadratischen Form 7* lautet: 


1 0/0 
D3 =|0 + oj. 
00:1 


Die Orthogonalitats- und Normierungsbedingungen g,, = 0 und g** =4,; 
sind bereits erfiillt. Wir erhalten daher die richtige Wellengleichung des 
2-dimensionalen Keplerproblems °): 

Rh? ;9/;.dy\, @ 
(49) falas? $2) +30(> 52] +7e— V) = 0. 


2. Zweidimensionales Keplerproblem in raumlichen 
Polarkoordinaten. 


Wir setzen: 
z,=rsindcosg, z,=rsin?sing, z, = 7 cos? 
und verwenden als Bedingungsgleichung: 
f=9=0. 


*) Siehe A. Sommerfeld, Well hanischer Erginzungsband Kap.I, § 7 B, 





8. 80. 








alee 














Allgemeine Koordinaten und Bedingungsg] -ichurgen in der Wellenmechanik. 3]7 


Dies entspricht einer Bewegung in der durch 9 = 0 und @= 2 be- 
grenzten Halbebene. Fiir die kinetische Energie - jetzt: 
4 P} p3 
a? = a (PP Prt et r? Taint B a T,= ra (pt + a). 
Py = mr sin® - @ icmagitia auf M,, d.h. auf sd Halbebene y = 0. 
Fiir die Diskriminante erhalten wir 


ee 0 
1 
D? es 0 a 0 
r 
0 r* sin? 0 


Kiimmern wir uns nicht um unser Axiom, so erhalten wir nach (27) die 
der Gleichung (49) widersprechende Wellengleichung: 


. a a , 
(50) Lae r sin 0 ov 4 5 sin 0 oY! + 1 sin #(E—V) yp = 0. 


# miBt dabei in der Halbebene g = 0 ebensogut den Polarwinkel, wie 
im Fall der Zylinderkoordinaten der Winkel g in der Ebene z = 0. DaB 
wir zu verschiedenen Wellengleichungen gelangen, kommt davon her, daB 
im Fall der Polarkoordinaten die Bedingungsfliche g = 0 keilférmig in 
die Flichenschar g = Const eingebettet ist. 
Von (50) gelangen wir zur richtigen Wellengleichung, wenn wir das 
Normierungsverfahren anwenden. Wir setzen nach (45) 
f* = Af, 
wihlen wegen (44) 
A = 1/Vg* = rsin @, 

also 

*—rsnd-@ 
und fiihren g* statt ein mittels: 

g* =rsind- 9. 
Der Zusammenhang zwischen den normierten Koordinaten 1, #, y* und 
den z, lautet dann: 


* 
z, =rsindsin-—2—, 2, = rcosd. 


z, = 7 sin ? cos 
1 r sin 0’ 


= 
r sin @’ 
Daraus ergibt sich das Linienelement fiir g* = 0: 


ds’ = dr+rd#®+dg* 
und von hier aus 


1 1 
Ts = gm (Pi + a Pd + Pe). 
Wir befinden uns jetzt wieder in Ubereinstimmung mit der Form fir 
T} in den Zylinderkoordinaten, wenn # mit gy, y* mit z verglichen wird. 
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Da sich D{ aus den Koeffizienten von 7} berechnet, folgt als Wellen- 
gleichung genau Gleichung (49) mit @ statt 9. 


3. Das Modell des starren Kérpers. 


Die wichfigsten Anwendungen der obigen Uberlegungen haben wir 
bei der wellenmechanischen Behandlung des starren Kérpers, sei es als 
Rotator oder als Kreiselmolekiil. Um zu den allgemein verwendeten 
Schrédingergleichungen fiir diese Probleme’) zu gelangen, hat man die 
Bedingungsflachen so in Flaichenscharen einzubetten, daB (44) erfiillt ist. 
Beim Rotator geschieht dies dadurch, daB man r = Const. als einhiillende 
Flachenschar verwendet, beim Kreiselmolekiil, indem man die Bedingungs- 
gleichungen in der Form schreibt: 


Tpq = (tp — Za)’ + (yp — Yo)” + (zp — 2a)” = Const. 
Da8 diese Einbettung physikalisch sinnvoll ist, hingt damit zusammen, 
daB das Kratzersche Potential beim Rotator (welches die Partikel an die 
Flache r = a bindet) ebenfalls die parallelen Flachen r = Const. als Aqui- 
potentialflachen besitzt; beim Kreiselmolekiil sind die Bindungskrafte von 
der Lage des Molekiils im Raum (d. h. von den Eulerschen Winkeln) un- 


abhangig, und damit ihre Aquipotentialflachen parallel zu den Bedingungs- 
flachen. 


Kritische Schlu8bemerkungen. 


Bei Einfiihrung der Bedingungsgleichungen im II. Teil hatten wir in Ana- 
logie zur klassischen Mechanik die beiden Aussagen iiber die iiberzahligen 
Koordinaten benutzt: 


(31) qx = C, 
und 
(32) dx = 0. 


Wegen der Ungenauigkeitsrelation ist, strenge genommen, nur eine der 
beiden Forderungen erfiillbar. Legen wir uns beispielsweise auf (31) fest, 
so kénnen wir iiber die zu g, kanonisch konjugierten Impulse p, keine 
bestimmte Aussage mehr machen. Dasselbe gilt von den g,. Der Er- 
wartungswert von p, verschwindet, nach den Prinzipien der Quanten- 
mechanik, derjenige von p} riickt gegen Unendlich"'). Die iiberzahligen 


10) Vgl. A. Sommerfeld, Wellenmechanischer Erganzungsband: S. 20, Gleichung (9) 
fir den Rotator, 8.153, Gleichung (17) fir das Kreiselmolekil. 

11) Denn ware er noch endlich, so hatten wir eine Wahrscheinlichkeitsaussage, 
welche noch einen gewissen Grad von Bestimmtheit enthalt, was nicht sein kann. 
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Koordinaten liefern demnach sogar einen unendlich groBen Beitrag zur 
Gesamtenergie des Systems. Physikalisch kénnen solche Zustande durch 
Einfiihrung von Sperrpotentialen mit unendlich hohen Wanden realisiert 
werden”). Aber auch bei Zugrundelegung dieses Modells wird das Axiom 
von der inneren Bestimmtheit zur Erreichung der Eindeutigkeit der 
Wellengleichung in den q notwendig sein, da die apriori-Aufenthalts- 
wahrscheinlichkeit der Partikeln auf den Bedingungsflichen von der spe- 
ziellen Art der Sperrpotentiale abhangt, z.B. davon, ob die Aquipoten- 
tiallinien derselben aquidistant zu den Bedingungsflichen sind oder nicht. 

Der Einflu8 der Ungenauigkeitsrelation wird vom Verfasser in einer 
in der Zeitschrift fiir Physik erscheinenden Arbeit (zur Zeit im Druck) 
beriicksichtigt. 

Herrn Prof. A.Sommerfeld danke ich herzlich fiir sein Interesse an 
der Arbeit und fiir viele wertvolle Ratschlige. 


Minchen, Institut fiir theoretische Physik. 


12) Endliche Wande wiirden immer noch ein Durchsickern der Partikeln zur 
Folge haben. 


(Eingegangen am 29. 2. 1936.) 
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Uber eine Mittelwertseigenschaft von Lésungen 
homogener linearer partieller Differentialgleichungen 
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten. 


Von 


Leifur Asgeirsson in Laugar (Island).*) 





In der vorliegenden Arbeit wird der folgende Satz bewiesen: 
Es sei eine Funktion u(z,,..., Dns Ys ++» Yn) 2weimal stetig differen- 
zierbar im abgeschlossenen Gebiet 
( 2 (a — 2qo)*)"!2 + (2 — yo)? Sr, 
WO (2,0, +++s Znos Yio +++> Yno) etm fester Punkt ist und r > 0, und ge- 
niige dort der partiellen Differentialgleichung 
Zu “— 2% », = 0. 
Dann ist der Mittelwert von u(z,, ..., Zn, Yior-++» Yno) auf der Kugel 
z (z, a Zio)" = 
i=1 
gleich dem Mittelwert von (2,9, ...,; Znos Yrs +++» Yn) Guf der Kugel 
Zu — Yo) =?. 


Hier, wie iiberall im folgenden, werden alle vorkommenden GréBen reell 
vorausgesetzt. ; 

Es wird gezeigt, wie dieser Satz mehr oder weniger direkt anwendbar 
ist auf jede zweimal stetig differenzierbare Funktion beliebig vieler Ver- 
anderlichen, die irgendeiner homogenen linearen partiellen Differential- 
gleicghung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten geniigt. Hiervon 
ausgehend werden gewisse Lésungsformeln der allgemeinen Wellengleichung 


n 
J Uz, 2; — Use = 0 auf neuem Wege gewonnen, und einige andere An- 
imal 
wendungen, u. a. auf Lésungen der allgemeinen Potentialgleichung 
n 
Uz, 2, = 0, gemacht. 
=1 
*) Diese Arbeit ist von der Mathematisch-Naturwissenschaftlichen Fakultat 


der Universitat Géttingen als Dissertation angenommen worden. 
Matbematische Annalen. 113. 21 
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Betreffs der Bezeichnungen ist folgendes zu beachten: 

Wegen der im folgenden hiufig auftretenden Forderung der zwei- 
maligen stetigen Differenzierbarkeit einer Funktion werden wir in Anlehnung 
an Hadamard ') Funktionen, die diese Bedingung in einem Gebiete erfiillen, 
schlechthin als daselbst ,,regulair“‘ bezeichnen, welche Bezeichnung also nicht 
mit ,,analytisch“‘ verwechselt werden darf. 

Bei einer Transformation der Koordinaten, von denen eine betrachtete 
Funktion abhangt, wird gelegentlich die Funktionsbezeichnung ungedndert 
beibehalten. 

Hangt eine Funktion / von » +n’ Argumenten ab, die unter Bezug- 
nahme auf gewisse Eigenschaften dieser Funktion in zwei Gruppen: 
Z,,+++)%_ und y,,..., Ya eingeteilt werden, so werden wir hiaufig vom 
Punkt (X, Y) statt vom Punkt (z,,...,2,,4,,-+--» Yn’) Sprechen; einen 
Punkt (2,,,---: Zno> Yros +++» Yn'o) bezeichnen wir mit (X,, Y,), wo wir 
statt X, bzw. Y, auch 0 schreiben, falls alle entsprechenden Koordinaten 
gleich 0 sind. Dementsprechend schreiben wir 


£(X, VY) = f (wy, ~~ +) Bas Yrs ++ +s Ya’)s 
1 (Xo, Yo) = fF (Zs «++» Zao» Yros «++ Yn'o)s 
£(X, Yq) = f(xy. «> Sas Pres ++ +2 Ya'ed> 
usw. Ist n’ = 1, so schreiben wir auch 
£(X, y) = f(a, -- +5 Za y) 
wo wir natiirlich auch statt y etwa ¢ oder r setzen kénnen). Ebenso 
#(X) = f(a, «5 ta); 


in diesen letzten Fallen sprechen wir auch vom Punkt (X,y) (Punkt 
(X,,y,)) bzw. vom Punkt (X) (Punkt (X,)). Ferner setzen wir 


|X — X,| as (E(x — Zio)*)' 2, 


|\¥—Y,|= (L(y sa Yio)*)'2. 


n n Ey, 
Ps fe, @; oder az? 
i=1 i=1 
schreiben wir einfacher 
4, f; 


Statt 


ebenso 
(4, sia 4,)f = 2 be, 2; — 2 by WP 4,,f = = bese 2? 


1) Hadamard, Le Probléme de Cauchy, 8. 13—14. 
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usw. Die Ableitung einer Funktion / nach der auBeren Normalen einer 
Flache wird mit f, oder 2! bezeichnet, wobei das gelegentliche Auftreten 
von yv als Dimensionszahl wohl keine Verwechslung verursachen kann. Es 
wird kurz als ,,Inneres“ einer geschlossenen Fliche bezeichnet, was kor- 
rekter ,,Inneres und Rand“ zu nennen wire, nimlich die abgeschlossene 
Menge aller nicht auBerhalb der Flache gelegenen Punkte. SchlieBlich ist 
zu erwaihnen, da8 nicht iiberall alle implizite gemachten Regularitits- 
voraussetzungen explizite aufgezihlt werden, so, wo es sich um Flachen 
bzw. deren Parameterdarstellung handelt (Voraussetzung der stiickweise 


stetigen Differenzierbarkeit) und bei Transformationen allgemeineren 
Charakters. 


§ 1. 
Wir erinnern daran, da8 die allgemeinste homogene lineare partielle 
Differentialgleichung 2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten: 


(1) L{u] = 2 uate +2 2 dite, tou = 0, 


wo u = u(z,,...,%,) zweimal stetig differenzierbar angenommen wird, 
sich auf eine Gleichung der Form 


u y 
(2) (4; - 4,) U = 2 ut, — 205, aoa 0 


zuriickfiihren la8t. (u = 0 bzw. » = 0 bedeutet natiirlich, daB in der 
betreffenden Summe iiberhaupt kein Glied auftritt. Abnliches ist im 
folgenden zu beachten.) 

Man kann dazu etwa so verfahren: 

Durch eine geeignete lineare Transformation 


x; = & tender t= l,...,", 
oder kiirzer 
z=Ty 
geht L[u) iiber in 
Zant 2; y) — E Hunt 2bju,)-+eu, OS pSgan 


(hyperbolischer und elliptischer Fall), oder in 
Pp 
a % + 2 b; Uy,) a by (uy, % + 2 b; uy.) + Uy, +1 + cu, 


9SPrPsqsr-l 
(parabolischer Fall). 
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Schreibt man 
q 
I(y,, ie) Yq) = 2 diy, 


so kénnen die };, die ja, ebenso wie unten c’, Konstante sind, weggeschafft 
werden durch Einfiihrung von 
v=eéu 
statt u: 
e L[u] = L vy, = x %, 9,00 
i=1 i=p+1 
bzw. 


p q 
e' L[u] = 2% pe x y+ v9 44 + ev. 
= i=p 


Man nehme eine neue Veranderliche z hinzu und fihre im ersten 
Falle ein: 
i a , 
U=f(2)v mit L=ief #0); 
es ist 


fe L[u} = £0. %- by U,, vj = U,. 


i==pt+i 
(wo fiir c’ = 0 auch U,, = 0). 
Im zweiten Falle setzt man 
U = f(yg41,2)," wo etwa f = eft OM +1; 
man setze noch 
y+z=s8, y—z=t. 
Es ist alsdann 


y q 
fe L[u] = 2 U,, ae 2 Uy, 9, + Use — Ver. 
i=1 s=p+1 


Bezeichnet man jetzt die Verianderlichen mit &,,..., &, ,,--+s My» 
so gilt mithin in beiden Fallen eine Gleichung der Form 
(3) feL{uj = 2 U;,:, ~ 2 on “° 
i=1 =1 


Kniipfen wir wieder an die Bezeichnungen von Gleichung (1) an, so 
werden wir darauf gefiihrt, den speziellen Fall mit 
| 0 fir i+k 
6. = l firi=kov, 6 =0 (7 =1,...,n), c= 0 
| —l firi=k>vy 
besonders zu betrachten. 


§ 2. 
Die Gleichung 


J 
2 uz, 2 
i=1 


n 
& “6,29 
i=v+1 |, 
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ist sowohl translationsinvariant, als auch invariant gegeniiber einer Gruppe 
homogener linearer Transformationen T,,,_, der Verinderlichen, 

i= y eX 
namlich der Gruppe der Transformationen, welche den charakteristischen 
Kegel 


Ea— ZT =0 


i=1 i=v+1 
in einen Kegel derselben Gestalt 
Sy¥-— JF yi =0 
i=1 i=v+1 
transformieren. Diese Gruppe werde als die der Gleichung 


z Uz, @; - Z Ue, 2, = 0 

‘=1 i=v+1 
zugehérige Gruppe bezeichnet. Es sei H, ,_, die Matrix der quadratischen 
Form Dy a} — z z}. Dann ist die zugehérige Gruppe die Gruppe aller 


i=1 i=v+1 
umkehrbaren Transformationen mit der Matrix 7, fiir die 


T’ H,,,-»T —_ cH,» 
es ist hierbei 7” die zu 7 transponierte Matrix, c ein Zahlfaktor. (Bei- 
spiele: Gruppe der Ahnlichkeitstransformationen bei der allgemeinen 
Potentialgleichung; Lorentz-Gruppe bei der gewdhnlichen Wellengleichung 
Use + Uyy + Uys — Hy, = 0.) 


§ 3. 


Der Mittelwert /(F) einer auf einer im n-dimensionalen Raume ge- 
legenen k-dimensionalen Fliche F mit dem Flachenelement do gegebenen 
stetigen Funktion /, tiber diese Fliche genommen, wird durch 

fdo 


i(F) = [io 





definiert. Die Integrale sind, wie angedeutet, iiber die ganze Flache F 
zu erstrecken; im Nenner steht somit der als endlich angenommene In- 
halt*) der Fliche. Der Mittelwert einer Konstanten ist hiernach gleich 
dieser Konstanten; der Mittelwert einer Summe von Funktionen ist gleich 
der Summe der Mittelwerte der einzelnen Funktionen. Da der Inhalt 


2) Zu dem Begriff des Inhalts-einer im n-dimensionalen Raume gelegenen 
k-dimensionalen Fiache siehe z. B. R. Courant, Vorlesungen iiber Differential- und 
Integralrechnung, II. Bd., 2. Aufl., S. 244--248. 
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einer Fliche unabhingig ist von der Dimensionszahl des Raumes, in den 

sie eingebettet wird, d.h. da eine im (z,,..., 2,)-Raume gelegene, durch 
Dy = Oi (a,,---.m%), t=—l,....9; kon, 


gegebene Flache und eine im (z,, ..., Z,, Zn +1; ---» Zn+»)-Raume gelegene, 
durch 
Z, = @,(a,,.--1a) t= 1,...,%, 
In +;¢ = konst., Gmbh ucw & 


gegebene Fliche, wo a,,...,a, in beiden Fallen dasselbe Gebiet durch- 
laufen, denselben Inhalt haben, so ist auch der Mittelwert einer Funktion 
auf der Flache von jener Dimensionszahl unabhangig. 

Es sei nun u(X) = u(z,,..., Z,) irgendeine in einem Gebiete @ re- 
gulare Funktion (siehe § 1), und es werde jetzt der Mittelwert von u auf 
einer in G gelegenen, durch 

|\X—X,|=r 
gegebenen (n — 1)-dimensionalen Kugel Ky,,, mit 
M (X,; 1) = M (2,9, .- +, Znos 7) 
bezeichnet. M existiert fiir jeden inneren Punkt (X,) von G@ und ge- 
niigend kleine positive Werte von r, und ist in diesem Gebiet der 
Z,o,-+++» Zno,7 eimschlieBlich der Begrenzungsebene y = 0 regulir; man 
definiert hierbei natiirlich 
M (X,; 0) = u(X,). 


Q, 1(X,; r) 


das iiber das in G gelegene Innere von Ky,, erstreckte Integral von 
A,u, also 


Es sei 


Q,1(X,; 7) = J A,udz, ...d%. 
(x—Xol=r” 


Q, soll hier den Flacheninhalt der Einheitskugel im n-dimensionalen Raume 


22? 


r(3) 
bzw. das ,,Raumwinkelelement“ von Ky, ,; also dQ =1-"-"do, wo 
do das entsprechende Flichenelement von Ky,, ist. Dann ist 


bedeuten, 2, = 





. @Q sei das Flichenelement der Einheitskugel K x, | ;, 


2,1 = { u,do = m-1 { udQ=Q,r°-' 2 M(X,; 9), 
Exy,r Ex,,r 
(1) I= r-'M,. 


Es ist aber auch 
(2) Q,1 = 42, u(X) dz, ...d2,; 
* 'x-X, 


i=r 
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es ist ja 
} u(X)dz,...dz, 
|\X—XolsSr 
= j Tt a oe See Ino t+ &,) dé, ...0&,, 


Rm is 
Zz i=" 
i=1 





und rechts hingt das Integrationsgebiet nur von r ab; man kann somit 
nach den 2. unter dem Integralzeichen differenzieren. Aber 


! ude, ...day =| er-tde j ud Q = Q, fer M(X,; ode, 
0 0 


|X—Xol Sr EX,,¢ 
und somit 
(3) As, J udz,...dz, = 2,(o"-'4,,M(X,; e)do. 
" |x-*XisSe 0 * 
Es folgt 
(4) m—1M,(X,;7r) = fe- A,, M(X,; @) de, 
0 
(5) m—* M,, + (n —1)r*—* M, = r*—' A,, M, 
(5’) 4,,M —M,,— "=" M, =0. 





Ihrer Herleitung nach sind diese Gleichungen Identitaéten, in dem 
Sinne, daB u beliebig genommen wurde. Wir bemerken hier, da8 offenbar 
M . 1 
cs 


- Q, 1" 





4, udz,...dz, fiirr + 0 einen Grenzwert besitzt, 
|\xX—XolsSr 
und zwar ist 


Fir n = 1 ist zu setzen 


M (x,, 7) = $ (u(a +7) + u(x, —1r)), 


und es folgt unmittelbar 
M,, 2, - M,, =0 


in Ubereinstimmung mit (5’). Fir » = 3 hat man 
rM,,+2rM,— PA,,M = r{[(rM),,— 4,, (r M)] = 0. 


D. h. ist w(z,,2,,2,) eine beliebige regulire Funktion, so geniigt 

v (,, Z, Z,t) = tM (z,, 2, z,; t) der gewdhnlichen Wellengleichung, eine 

Tatsache, welche in der Poissonschen Forme! ihren Ausdruck findet. 
Schreiben wir, um den funktionalen Zusammenhang anzudeuten, 


M (X,; r) = M (u) X,; 1), 
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oder, wenn wir der Kiirze halber die ,,Argumente‘* X,, 17 weglassen, 
M = M [ul], 
und allgemeiner, indem wir « noch von gewissen Parametern y,, ..., Yn’ 
abhingen lassen, wobei u als Funktion von 2,, ...,; Z,, Y;» --+» Yn’ Tegular sei, 
- J WCB ++ Sqr Yye e+e Hye) dO 
Font re = M! (uj X,; Y;r) = M® [ul, 
Kx,r 





80 ist 
OL M™ [u] = M®![u, .,), 


ebenso 
FT Mi) [u) = Miz) [us, mJ)» 


Tyo y, Me) = ME (uy, »]: 
was man wie oben Pe yy wenn man statt z,,...,z, als Argumente 
von & 2, + §,,.-+) Zno + & schreibt. 


§ 4. 
Wir wollen jetzt die partielle Differentialgleichung 
(A) (4, — 4,)u = 0 


betrachten. Ry y sei der (n+ +.’)-dimensionale Raum der Koordinaten 
Zyy +++ Das Yir-+-> Ys Rx, y, baw. Ry, y seien die n- bzw. n’-dimensionalen 
Teilraume oder ,,Flachen“ mit den laufenden Koordinaten z,,..., 2, bei 
festen ¥,,.--, Yn’! = Yio>---» Yn’'o bzw. mit den laufenden Koordinaten 
Vir +++» Yar Dei festen 2, ..., Sy = Bye, +++ Dnq- % (Ly, 025 Sas Yur -++s Ya’) 
= u(X,Y) sei in einem Gebiet G,,,° regulir. Indem wir zunichst 
Yio>--+»Yn'o als Parameter betrachten, bilden wir den Mittelwert von 
u(X,Y,) auf der in Ry, y, gelegenen Kugel 

— X,| =7, 
die nebst ihrem Inneren ganz in G,,, liegen soll. Wie im vorigen 
Paragraphen bezeichnen wir diesen Mittelwert 


ail m, (X,Y,) do 
do 
|\X~—Xy| =r 


M*! (v) X,; Y,; 1) 





mit 


oder kiirzer mit 
M® [u). 
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Ebenso bilden wir den Mittelwert von u(X,,Y) auf der in Ry, y 
gelegenen, nebst ihrem Inneren ganz in G,,,; enthaltenen Kugei 
|\¥—Y,j=r 
und schreiben 
u(X,,¥)do 


me , = MW(u) X,; Y,;r) = M™[u). 
o 





|\¥—Yol=r 


Wir wollen nunmehr hier und im folgenden, solange anderes nicht 
ausdricklich erwaihnt wird, annehmen 


n=; 
es sei also 
(B) (4, = A,)u =0 
Es gilt nun nach (5’), §3 
(1) A,, Mu] — 2; Mel[u] — *=* F Meful = 0. 
Ferner haben wir lia} da8 
4.,M[u] = Me[4,u}, 4, MY fu] = MU, w], 


Nach (B) ist nun 
Mi) (4,4) X,; Y,;7) = M@ (4,4) X,; Y,; 17), 
woraus folgt 


(2) A,, Me (u) — 7, M™ [uw] —*—* 2 Mea[u} = 0. 





Aus Symmetriegriinden ist es nun klar, daB auch die folgenden 
Gleichungen bestehen: 


(3) 4,, M%[u] — 2 Mw [u) — "=F mau) = 0, 





(4) 4,, M%(u] — = M™[u] = 2 4 Muu) = 0. 


Nur ist hier (4) Identitét im Simne von § 3, wihrend (3) aus (B) 
folgt. — Natiirlich braucht die Ausdehnung der Existenzgebiete von M'![u] 
und M''{u] in der r-Richtung nicht die gleiche zu sein. 

Wir bemerken, da8 wir hier keinen Gebrauch von den gemischten 
zweiten Ableitungen von « gemacht haben; die Voraussetzung ihrer Existenz 
und Stetigkeit wird erst dann nétig, wenn wir spiter die gemischten 

‘ a a a a 
Ableitungen 5-5 MU[u), 5-55-M™(u] (5-5, M™[u), 5-95-M™(u)) 


bendtigen. 











330 Leifur Asgeirsson. 

Es gilt nun offenbar (vgl. § 3) 
(5) M*! (uj X,; Y,;0) = M™ (u] X,; Y,; 0) = u(X,, Y,). 
(6) Mr" (u] X,; ¥,;0) = My” (u) X,; ¥9;0) = 0. 

Greifen wir das eine der Gleichungspaare (1), (3) oder (2), (4) heraus, 
so kénnen wir aus ihm und den Anfangsbedingungen (5), (6) schlieBen 
M (u) X,; Y,;r) = MW (u) X,; Y,; 17) 

fiir geniigend kleine r. 


§ 5. 

Diese Aussage kann und soll noch prazisiert werden. Zu diesem 
Zwecke bringen wir einen nach bekanntem Muster gefiihrten Eindeutig- 
keitsbeweis *). 

Es sei G ein abgeschlossenes Gebiet des (z,,..., 2, 7)-Raumes, das 
von einer stiickweise glatten geschlossenen Fliche berandet wird, von der 
ein mit R bezeichneter Teil aus einem Stiick der Ebene r = 0 bestehe; 
der Rest der Flache, wo r > 0 sei, werde mit F bezeichnet. In G sei 
eine regulire Funktion 

v(2,, ..+) Za, 7) = v(X,4r) 
gegeben, die dort der partiellen Differentialgleichung 





(l) 4,0 — %,— "=v, = 0 
und den Anfangsbedingungen 
(2) v(X,0)=0,  »,(X,0) =0 


geniigt. Es sei dg das Volumenelement des (z,,..., z,, 7)-Raumes, 
do das Flachenelement von R bzw. F. Dann ist also 


(3) [20,(4.2—2, aa "=" »,)dg 


G 
j {2 > worade —( Dd) ot, +0) — 72 oa dg 
G ‘ 


I 


i=1 =1 


n n 
Oz d v2 
é Tr) r 
{2 D> re; 5 - ( 44+ v2) 3} do—2(n—1){ ag 
— — @ 
= 0, 
8) Siehe K. Friedrichs und H. Lewy, Uber die Eindeutigkeit und das AbhAngig- 
keitagebiet der Lésungen beim Anfaugswertproblem linearer hyperbolischer Differen- 
tialgleichungen, Math. Annalen 98 (1928), S. 192 ff. 
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und hieraus, da die Ableitungen von v auf R verschwinden, indem wir 
tC) 
st = tn glee schreiben, 

v Ov 


3 
(4) { {2 D! %102j2i—( D) 08, +t) } do = 2(n—1) | Fay 
; = i=1 Z . 
Diese Gleichung 148t sich auch so schreiben: 
(’) [3 { Dire, — aig? + (mS) ait) of] do 
PF i=1 i=—1 
v? 
=2(n—1) | Fag. 
G 
Es sei nun F durch 


(r —+,)° = |X—X,P = 2 (a — zo’, OS7rS 


a 
gegeben und bestehe also aus einem Stiick des charakteristischen Kegels, 
dessen Spitze (X,,r,) ist. FR ist dann durch 
r=0, |X—-X| Ss", 
gegeben, und @ umfaBt alle Punkte (X,r) mit 
r+|X-X,|sS%,7r=>09. 
Es ist dann auf F r’>0, und (wie auf jeder beziiglich (1) charak- 
teristischen Flache) 
r= Sai. 


rl 
Es steht somit links in (4) eine nicht-positive, rechts eine nicht-negative 
GréBe, und daher auf beiden Seiten 0. 
Folglich ist in G (wir sehen hier von dem trivialen Falle n = 1 ab) 


(5) v, = 0, 
und hieraus, da v(X,,0) = 0, 

(6) v=0 

in G, also insbesondere 

(6’) 0 (X,,7%) = 0. 


Ist (X,,r,) ein Punkt von G, so liegt das von dem ,,unteren“ Mantel 
des charakteristischen Kegels |r — r,| = |X — X,| und von r = 0 begrenzte 
abgeschlossene Gebiet G, ganz inG, und um das Verschwinden von v(X, ,1,) 
zu beweisen, geniigt es, G, statt G zu betrachten. 
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§ 6. 
Wir wenden nun dieses Ergebnis an auf 
v(X,r) = Mi) (u) X; Y,;7r) — M™ (u) X; Y,; 1), 
wo also Y, fest ist, y,,...-, Yao somit als Parameter zu betrachten sind. 
Es ist demnach, falls M')(u] X;Y,;r) und M™(u) X;Y,;r) existieren fiir 
r+\|X—X,| smr29%, 

welches Gebiet wir jetzt mit G, bezeichnen, 
(1) M*(u) X,; ¥5 75) = M (u] X,; Yy57,)- 

Hierzu mu8 M™! (uj X; Y,;0) = u(X, Y,) fiir |X — X,| S 1, existieren. 
Dann existiert aber auch M')(u] X;Y,;r) in ganz G,; denn ist 

1+|/X,-Xisn 12], 
so ist fiir jedes X mit |X — X,| = 1, 
|X—X,|S|X-—X,|+|X,-X Sn, 

d. h. die Kugel |X—X,|=— 717, im (2,,...,2,)-Raume liegt ganz im 
Gebiete |X — X,| S 1,, und da dort u(X,Y,) definiert ist, so existiert 
M*) (u] X,; Y,;7,). 

Fiir die Existenz von MW (uj X;Y,;r) in @ ist es notwendig und 
hinreichend, daB u(X,Y) bei jedem X mit 


|\X—-X,|+rsryn,7r=]9, 
fiir alle Y mit 
|\Y¥—Y,|=r 
definiert ist. 

Es sollen nun V"! (u) X,;Y,;r,) und V™(u) X,; Y,;7,) die Volumen- 
mittel von u(X,Y,) tiber das Innere der Kugel |X — X,| = 1, bzw. von 
u(X,,¥) tiber das Innere der Kugel | ¥Y — Y,| = r, bedeuten, d. h. 

u (X, Y,)dz,... dz, 
Vil (u) X,; Y,;7,) = -—-wS2— 





dz,...dz, ° 
|X—NXol Sra 


u(X,,¥)dy,...dy, 





Viv! (u) X,; Y,;7,) = [y— Yol Se ro 


1¥—YolSro 


dy,... 


yor 


Da hier die Nenner gleich sind (und zwar = +a, r™) und 


u(X,Y,)dz,...da, = Q, | r—'M(u) X,:¥,:r) dr, 


1X—NXol sro 


u(X,, ¥)dy,...dy, = 2, | *— Mv) (u} X,; ¥,; 1) dr, 


[¥—Yol=ro 
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so folgt sofort aus M"!(u] X,;Y,;r) = Mw! (u]X,;Y,;r) fir OS rr, 

(2) Vil (u] XQ; Yq37) = VY (ul XQ; Yq; 70), 

und umgekehrt folgt (1) aus (2) durch Differentiation nach r,. 
Zusammenfassend kénnen wir den folgenden ,,Mittelwertsatz“ aus- 


sprechen: 
Es set im abgeschlossenen Gebiet 


[ 2 (m1 — X%o)*}2 + L 2 (ys — yo) *®# S 1 
eine zweimal stetig differenzierbare, der partiellen Differentialgleichung 
2 Us; a; — 2 Uyu, = 0 
i=1 i=1 


gentigende Funktion u(x,,...,Lns Yy>+++>Yn) gegeben. Dann ist der Mittelwert 
VON U(Z,, ++ Lay Yror+++> Yno)» WO Yro,--+> Yno fest sind, auf der Kugel 
& (a sae Zo)” =r} 
gleich dem Mittelwert von u(%o,..-, nos Yy> +++ Yn)» WO Ly9,-++ Eno fest 
sind, auf der Kugel 
ZY — yo) = 73- 
=1 
Es sind also auch die entsprechenden Mittelwerte tiber die Voll- 
kugeln einander gleich. 
Aus Symmetriegriinden ist einzusehen, da8 wir zu keinem anderen 
Ergebnis gekommen waren, wenn wir 
w(Y,r) = M® (uj X,; Y;r) — M™ (u) X,; Y; r) 
mit 


A, w—w,,—*=*w, = 0; w(¥,0) =0, w,(Y¥,0) = 0 


statt M'!(u] X;Y,;r) — M™'(u] X; Y,;r) betrachtet hiatten. 
Die Fliche 
|\X—X,|+|Y¥—Y,| =", 
ist beziiglich der partiellen Differentialgleichung 
(4. = 4,) u=0 


eine charakteristische Flache, wie zu vermuten. 
§ 7. 


Es soll hier ein in etwas anderer Weise gefiihrter Beweis des Mittelwert- 
satzes skizziert werden. 


Es bedeute hier 


M, (uj r,s) 
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den Mittelwert von u(X,Y) auf der (2 — 2)-dimensionalen Flache 
|\X—X,|/=r, |Y—Y,|=-s. 
Dann ist fiir eine beliebige regulire Funktion u(X, Y) 
e —1 0 a —10@ 

(1) (523 + > — Fa -*— i! M,(u}1,8) = M,((4z— 4,) 4) 7,8). 

Der Beweis folgt z. B. aus den Ausfiihrungen des §3, wenn man 
bemerkt, daB M,(u]r,s) gleich dem Mittelwert von M!*!(u] X,;Y;r) auf 
der Kugel |Y—Y,| = s bzw. dem Mittelwert von M!(u] X;Y,;s) auf 
der Kugel |X — X,| = r ist. 
Es existiere nun u fir |X —X,|+|Y¥—Y,| =< a(a > 0), und es sei 

(4, = A,)u = 0. 


Schreiben wir statt M, (u]r,s) der Einfach- 
8 heit halber v(r,s), so gilt im Dreieck 4 AOB 
rosea (s. Fig. 1) 





(2) L{v) = v,, + *—v, — v,, —2—*0, =0. 
‘M r & 


Es ist nun auch fiir v, (r,s) = v(s,r) 
(2’) L[v,] = 0. 
. Wir betrachten w (r,s) = v — v, in einem 
der beiden Dreiecke 4 AOM oder A BOM, 


“Ss 














~~ etwa in 4 BOM. Man hat dann 
(3) j 21°! w,L[w)]drds 

4BOM 

—— j {r"—* (we + ws), — 2(r"~*w,w,), + 2(n — 1) oat} drds 
480M 

= — h {rtd +uhye — 29 ~*w,w,1'| dd — 2 (n —1) { a wrdrds 
4BOM 4BOM 

=0 


(r’, s’ Normalableitungen nach auBen, A Bogenlinge). Da nun auf OM w = 0, 
also dort w,4-w, = 0, schlie3t man aus diesen Gleichungen (n > 1) 


(4) w=0 in 4 BOM. 

Es ist somit in 4 AOB v(r,s) symmetrisch in r und s, also insbesondere 
(5) v(a,0) = v(0,a), 

oder 


(6) M* (u) X,; Y,;a) = M™ (u] X,; Y,; a). 
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Beilaufig sei erwabnt, daB wenn man speziell u = f(g) setzt mit 

q= z (z,;— y;)*, wobei f eine beliebige zweimal stetig differenzierbare 
i=1 


Funktion ist, man hat 
, (r+)? ee 
M, (u]r,s) = konst. - (ray? { f(u) (r+ 8)? — w) (eu —(r— 8") dp. 
(r— 8)? 
Die rechte Seite ist fiir ein beliebiges (und nicht nur ganzzahliges) 
n> 1 eine Lésung von (2), welche Gleichung, passend transformiert, ein 


spezieller Fall der Eulerschen Gleichung ist. (Siehe Darboux, Théorie des 
surfaces, T. II.) 


§ 8, 


Wir wollen noch kurz zeigen, daB (1) und (2), §6 nur spezielle 
Formen eines allgemeineren Satzes sind. 
Fassen wir die Mannigfaltigkeiten F mit 


|Ix-Xigrn |Y—Y,|=0 

\X—X,|=0, |¥-¥,|<r 
als Flachen in Ryy auf, so hat man mit den Bezeichnungen des § 3 
(1) u(F) = a(@). 


Durch eine Transformation T,, ,, der der Gleichung (B), § 4 zugehérigen 
Gruppe, welche Ry y auf einen (X’, Y’)-Raum Ry,» abbildet, so daB also 
in Ry,» gilt 


und G mit 


(4, =_ 4,')u = 0, 


werde F in F’, G in G’ transformiert. Dann gilt, wenn man die Flachen- 
elemente von F, F’, G, G’ mit doy, dog, dog, dog bezeichnet, fiir ein- 
ander entsprechende Elemente von F und F’ bzw. von @ und G@’: 


dog 


do 
£ 2 = konst., 
oq 


Z,. = konst., 
wie man leicht findet, wenn man als Parameter fiir F’ ebenso wie fiir 
Fa,,..., %, und fir G’ wie fir Gy,,..., y, wahit. (Siehe § 3, FuBnote). 

Es geht also in Ry» (1) iiber in 
(2) u(F’) = a(@’). 

Wegen der Umkehrbarkeit der Transformation gilt aber offenbar (2) 
fiir jede im Innern der Bildfliche von |X — X,|+|Y—Y,| =r in Ry y 
regulare Funktion «(X’, Y’) mit (4, - 4,)u = 0. 











336 Leifur Asgeirsson. 


Vertauschen wir jetzt die gestrichenen Verinderlichen mit den un- 
gestrichenen und bezeichnen zwei Mannigfaltigkeiten des (X, Y)-Raumes, 
welche in Ry: y: auf |X’ — X4| <1, | Y’—Y,| = 0 baw. auf | X’—X,| = 0, 
|¥’— Y,|< 7 durch eine Transformation 1,,, verbunden mit einer 
Translation abbildbar sind, als konjugiert in bezug auf die Gleichung 
(4, - 4,)u =0, die auf |X’— X,|+|¥’— Y.| = + abgebildete Fliche 
als ihre charakteristische Verbindungsfliche, so haben wir den folgenden 
Satz : 

Ist u(X, Y) = u(z,, ..-, Ze, Yrs +++» Yn) ZWeimal stetig differenzier- 
bar mit 

(4. = 4,)u =0 


im Innern einer charakteristischen Verbindungsfliche, so sind die Mittel- 
werte von u iiber die konjugierten Mannigfaltigkeiten einander gleich. 


§ 9. 

Es ist nun leicht zu zeigen: falls u(X, Y) = u(z,, ..., Za, Yy> «++» Yn) 
in der Umgebung eines Punktes (X,, Y,) regular ist, und fiir alle geniigend 
kleinen r 

M*! (u) X,; Y,; r) = Mw (u) X,; Y,; r) 
gilt, so ist 
(4, = 4,)u(X,, Y,) = 0. 


Denn nach § 3 ist 


$5 M¥(u) X,; ¥,;0) = + 4,u(X,, ¥,), 
und ebenso 
£, Moi (u) X,; ¥,; 0) = 4 4,u(X,, ¥,), 
woraus 
(4, - A,)u(X,, Y,) = 0. 


Es fragt sich nun, ob man hier nicht etwa auf die Forderung der 
stetigen Differenzierbarkeit hatte verzichten kénnen, indem diese allgemein 
aus der Mittelwerteigenschaft allein folgte. Dies ist zu verneinen, denn 
aus M'! (uj X,; Y,;r) = M) (u] X,; Y,; r) folgt, wenn u,, vorhanden und 
stetig ist, 

M*) (u,.] X,; ¥,; 7) = M™ (u,) X,; Y,; 17), 
wie man durch Differentiation unter den Integralzeichen (siehe §§3—4) 
bestatigt. Es mii®te demnach u unendlich oft differenzierbar sein, was 
im allgemeinen nicht der Fall sein wird (man betrachte z. B. Lésungen 
von U,,— Uy, = 0). 
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§ 10. 


Der Mittelwertsatz des §6 soll jetzt iibertragen werden auf regulare 
Funktionen u(z,, ...; Zn, Yy» +++» Yn’) = u(X, Y) mit 


(A) (4z— Ay)u = 0, 
wo n’ +n, etwa n’<n. Hierzu hat man einfach n—n’ neue Ver- 


anderliche y,’,,,..-, Y¥, formal hinzuzunehmen, indem man setzt 


U(Z,, «+05 Dav Yao sees Yn) = 0(X, Y*) = u (X, Y); 
es ist dann 
(B) (4, — 4,)v = 0. 
Diese » — n’ Hilfsverinderlichen lassen sich dann aus dem Ausdruck fiir 
M) (v) X,; Y3; r) wieder wegschaffen. 
v ist genau dann fiir |X — X,|+|Y*— Y3| <r definiert, wenn u 
fir |X — X,|+|Y—Y,| <r existiert. Hier ist 


IX-X,)=| Fe a] 


|\¥—Y,|= [Ew - wo), 


iv*— ysi=[ 3 — wor)” 


In der Gleichung 
(1) v(X, Y3)dz,...dz, 
|X—Xo| Sr 
= f v(X,, Y*)dy, ... dyw dyn... dyn, 


|y*—rYgisr 
die hier in 
(1’) j u(X, Y,)dz, ... dz, 
|\x—Xelasr 


= j u(X,, Y)dy, ... dyn dyna. ... dy, 
ly*—rtisr 
tibergeht, kénnen wir auf der rechten Seite die Integration nach 
Yn'+1» +++» Ya explizite ausfiihren; sie liefert einfach das Volumen der 
Vollkugel im (yy 41, ---, Yn)-Raume 


xy — yo) Sr —l|¥ — Y,I’, 
also den Wert 


 _— a—w 
=e — |\y- Y,|*) . , 


Mathematische Annaler. 113. 
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und es ist somit fiir n’ > 0 





(2) | u(X, Y,)dz, ... dz, 
|X—Xo|sr 
&..# { } Tet 
= (?—|Y-—Y,-) ® u(X,, ¥)dy, ... dyw. 
iy—Yolar 


Ist n’ = 0, so hat man auf der rechten Seite einfach zu setzen 
Q, 
= mu (X,). 


Differenziert man auf beiden Seiten von (2) nach r und dividiert 
durch Q,7r"~', so ergibt sich fiir n’ > 0 
(3) M'!(u) X,; Y,; 7) 





Q, —n' - ant Set 1 e=3 
axe ) OU H-IY-YY ? WX, Ydy... dye, 
"iy-—Yolssr 
und im Falle n’ = 0 
(3’) M (u| X,; r) = u(X,), 


d.h. der gewéhnliche Mittelwertsatz fiir die allgemeine Potentialfunktion 
u(X) = u(z,,..., 2). 
Ist z. B. n = 3, n’ = 1, so findet man 
vot? 
M') (u] X,; Y,; 7) = 5 u(X,, y)dy, 
yo—? 
was auch direkt aus der Poissonschen Formel folgt. 
Die Form der Gleichungen (2) und (3) ist natiirlich eine spezielle, 


in demselben Sinne wie die von (1) und (2), § 6 es ist. 


§ 11. 


Unser Mittelwertsatz gilt also, gehérig umgeformt, fiir alle reguliren 
Funktionen, die einer homogenen linearen partiellen Differentialgleichung 
2. Ordnung mit konstanten Koeffizienten geniigen. Es sollen hier einige 
Beispiele besprochen werden. 


s Won — Uy, = 0. 


Ist uw im Innern eines ,,charakteristikenparallelen“ Rechtecks regular, 
so sind ja die Summen der Funktionswerte fiir beide Paare gegeniiber- 
liegender Eckpunkte einander gleich. Dieser Satz erweist sich als der 
auf die obige Gleichung bezogene Spezialfall des allgemeinen Mittelwert- 
satzes in der Fassung (1), § 6. 


2. 4,u = 0. 


n 
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Wir haben gesehen, da8 man hier auf den gewdhnlichen Mittelwert- 
satz der allgemeinen Potentialgleichung kommt. Wir kénnen aber einen 
allgemeineren Satz gewinnen, wobei wir zunichst den Fall n = 2 be- 
trachten. Wir schreiben 

Use + Uy, = 0. 

Setzt man 


e ¢ e v(z, y; v, y) = u(z, y), 
so da8 trivialerweise 


Vee + Uyy = Ue + yy 
gilt, und fiihrt darauf die Transformation aus: 


z= §Cosa+ & Sing, 
y = Cos B + 1/ Sin B, 


a, B beliebige Konstante, so geht, da diese Transformation, erginzt durch 


we = Sina + & Cosa, 
y’ = 7 Sin B + 7/ Cos 8, 


der der Gleichung v,,+ vy, = Vy» + vy, zugehdrigen Gruppe angehdrt, 
v(x, y, 2, y’) tiber in 
U (&, n, &, n') = u(é Cos a + & Sin a, 7 Cos B + 7! Sin A) 
mit 
Ue3 + Onn = Ove + Uyy. 
Es ist folglich 

22 
(1) | u(r cos @ Cos a, r sin p Cos 8) dp 

0 22 

= | u(r cos » Sina, r sin g Sin £) dp 


giiltig fiir eine beliebige Potentialfunktion u(z, y), falls 
u(& Cos « + & Sin a, 7 Cos f + 7 Sin £) 
regular ist fiir 
(E* + 9/)'2 + (8% +g Y'2 Sr. 
Es wird hier langs zweier Ellipsen: Z, mit der Gleichung 


x? 2 








Cos? a r? Cos* £8 a5, 
und #, mit der Gleichung 
x y? or 
rSin?« ‘ r3?Sin?B 


(es wird hier « + 0,8 +0 angenommen) nach dem Anomaliewinkel ¢ 
integriert. 


22¢ 
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Auch findet man (vgl. § 8), daB der Mittelwert von u iiber das 
Innere €, von E, gleich dem Mittelwert tiber das Innere €, von E£, ist, d. h. 


J ededs Judzas 
1 2 


Jaeey ; jezay : 
1 2 
Dem Definitionsgebiet fir U: 
P+ a+ (E+ a Se 
entspricht als Definitionsgebiet fiir u 


a ae 
+ gs", 





d. h. €,. me aus 


(car a * Cost a =[(F + & Tg a) + (n+ 9 Tg By 
S (FP + 97)" + (F? Te? a + 1? Tg? B)"2 
(Dreiecksungleichung) folgt 
[Stat obs) Se + ett TM, 


wo nur fiir &’ = 4’ = 0 das Gleichheitszeichen gilt. 
Schreiben wir 
rCosa=a, rCos fp =}, 


so lauten die Gleichungen fiir 2, bzw. E, 
S+% =1. 





t+ ph =1. 


E, und £, sind also konfokal, und wir kénnen allgemein wegen der 
Invarianz der Potentialgleichung Abnlichkeitstransformationen gegeniiber 
den folgenden Satz aussprechen: 

Liegen zwei konfokale Ellipsen E, und E, mit ihren Innengebieten €, 
bew. €, ganz in einem Gebiete der (x, y)-Ebene, wo eine regulare Potential- 
funktion u(z, y) geyeben ist, so sind die Mittelwerte von u iiber €, bzw. E, 
einander gleich. 

Auch fiir eine Potentialfunktion u(z,,...,2z,) im n-dimensionalen 
Raume la8t sich in ganz analoger Weise ein entsprechender Satz ge- 
winnen. Man setze 

a, = &,Cosa,+n, Sina, i=1,...,n, 
wodurch u(z,,...,%,) in U(&,,..-, &n, +++) Mn) mit (4;— 4,)0 = 0 
iibergeht. Es folgt also: iin 

Liegen zwei konfokale (n — 1)-dimensionale Ellipsoide E, und E, mit 
thren Innengebieten €, bzw. €, ganz in einem Gebiete des (z,, ..., Z_)- Raumes, 
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wo eine reguldre Potentialfunktion u(z,,..., 2%) gegeben ist, so sind die 
Mittelwerte von u iiber €, bzw. €, einander gleich. 
In Gleichungsform: 


Jods, --éa, J 948, -..40, 
1 2 


I ee —fde,...de, 
1 €, 


Dieser Satz erweist sich fir nm = 3 als wesentlich Aquivalent mit 
dem sogenannten Mac Laurinschen Satze*) tiber die Anziehung homogener 
konfokaler Ellipsoide. Setzt man nimlich 

u = Sp = |XX, I, 
wo (X,) ein in bezug auf die betrachteten Ellipsoide auBerer Punkt ist, 
so hat man den MacLaurinschen Satz, aus welchem wiederum der obige 
Satz hergeleitet werden kann vermége der Darstellbarkeit von wu als 
Potential einer einfachen und einer doppelten Schicht, die iiber eine beide 
Ellipsoide umschlieSende Fliche genommen sind. 


(2) 











3. a) 4,u+u=0, b) 4,u—wu= 0. 
Wir setzen 
a)» (X,t) = u(X)sint, b) v(X, t) = u(X) Sint 
und haben 
4,v — Use = 0. 
Also 
a) M®(v) X,; t,; 7) = sin t, M (u) X,; 1) 
to+r 
= - j v(X,,)dt= sin t, “" u(X,), 
to-—r 
(3) M (u}X,; 7) = =" u(X,), 


d. h. der Webersche Mittelwertsatz. 
Genau so findet man 


(4) b) M(ujX,;7r) = 


8 
: - u (X,), 





4. Use — Ut a 0. 
Fiihren wir ein 
v(z, 8,t) = e’u(za, 2), 
so ist 
Vee — Us_ = 0. 


4) Uber den MacLaurinschen Satz siehe Ostwalds Klassiker, Nr. 19: Uber die 
Anziehung homogener Ellipsoide. Herausgegeben von A. Wangerin. 
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Wir setzen noch (a, k + 0 beliebige Konstante) 
z= §Cosa-+ & Sina, 





= k(n + 77) 
und finden 
VEE Onn = Vere TH Oya’ 
Also 
a 4 
(5) J e ** u(& Cosa, kn) didn 
+92 Sr? 
x 
= f fue Sina, kya’ dy, 
P2+q2 Sr 
. eB 
(5’) mT [ ke u(z, thdadt 
(<2) ‘(ies 
t 
-_ _—— | e*” u(x, t)dadt, 


(axe) + Ge) = 


oder allgemeiner, wegen der Willkiir in der Wahl von a, k, r, 





l _ (a;? — aq?) t 
(5”) = e se u(x, thdadt 
2 2 
art pS? 
1 — Shaant 
“= e se u(a, thdadt. 
al 


Es sind hierbei a,, a,, 6 tiie falls nur uw im Innern der gréBeren 
Ellipse regular ist. 


§ 12. 


Es soll hier gezeigt werden, wie man mit Hilfe von (3), §10 die 
Lésungen der allgemeinen Wellengleichung 


A,u—%,=—90; n>1 
findet, wenn fiir t = 0 


® 
I 


u(X,0) = u,(X) 
u,(X, 0) = u, (X) 
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gegeben sind’). Falls die Anfangswerte auf einer anderen raumartigen 


Ebene ( d. h. einer Ebene mit ($¢)’ > H ()) gegeben sind, kann man 
i=1 
die Aufgabe durch eine lineare Transformation auf diese Gestalt bringen. 
Betrachten wir zunaichst den Fall n = 3. Nimmt man an, daB fiir 
|X — X,|+ |t| Sr eine Lésung existiert, so ist (vgl. § 10) 
+r 
1 
(1) M (uJ X,3 1) = | u(X,, t)dt, 


und deshalb 
1’) u(Xq, 1) + u(X,, — 1) = 24 (rM (u,) X,; 1)). 
Fiir u, ergibt sich dann (vgl. § 9, SchluB) 
+r 
1 1 
(2) M(u,)X,;7r) = ar | u,(X,, t)dt = t [u(X,, r) — u(X,, — r)), 
(2’) u(X,, r)—u(X,, — 1) = 27M (uy) X,; 1). 
Also 
é 
(3) u(X,, +7) = 5 (rM (u,) X,; 7) + 7M (u,) X,; 7). 
Wir haben somit die Formel von Poisson erhalten, deren nachtrigliche 
Verifikation auch hier ndtig ist. 
Allgemein gilt nun nach (3), § 10 (n’ = 1) 
t a= Q 
4) [tay Fw (X, nde = pM (ui 0. 


n—3 
2 


3 mal nach r*. Es ergibt sich 


Ist 





ganz, n also ungerade, so differenziere man diese Gleichung 
no 
2 





r 


( 2, a—3 
(5) Jue t)dt = 2, (sea) 2 [r"—2 M (u,] X,; r)), 
0 
0 (r*) 





wenn die i-te Ableitung nach r* durch ( J angezeigt wird. Hieraus 


(6) u(X,, r) +u(X,,—17) = yr [r"—* M (u,] X,;7)). 


5) Uber die Lésungen dieses Problems siehe etwa Hadamard, Le Probléme 
de Cauchy, 8. 336 u.a.a.St., wo auch die Arbeiten von Tedone zitiert werden. 
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Wird in (5) u bzw. u, durch u, bzw. u, ersetzt und links aus- 
integriert, so erhilt man 


(1) u(X,,r)—u(X,, —1) = Pian, (x25)? (r-* Mu) Xn) 
\ 2 n-—1 


Es folgt 


(8) u(X,,+7r)= wana. > (ses)? [r*—* M (u,} X,; r)] 
2 


n—1 


a a—s 


+ (sq) * [r-* Mu) X,5 0) 
als allgemeine Auflésungsformel fiir ungerade n. 
Ist n gerade, so kommt man nach ™ >> -maliger Differentiation von 
(4) nach r* auf eine verallgemeinerte, explizit lésbare Abelsche Integral- 
gleichung fiir u(X,,1r) + u(X,, — 1); es gilt 
Be FEO erm ece, 94 wid, — mae 


(9) § 








=a (sem)? Mu) Xi nh 


n—1 


Ist n = 2, so ist der Faktor vor dem Integral links durch 1 zu ersetzen. 
Wird in (9) w bzw. u, durch u, bzw. u, ersetzt, so laBt sich aus 
der so erhaltenen Gleichung u(X,, r) — u(X,, — r) bestimmen. 
Man findet schlieBlich 








(10) u(X,, +1) = =), Li | cactapalata)® a sone 


2 
& | atamlagy) Md xs oath 





Um die Gleichungen 
A,u — gg @ 


bzw. A,uU—%, = —4 
bei den Anfangsbedingungen 


u(X, 0) = u,(X), u,(X, 0) = u, (X) 
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zu lésen, setze man 


v(X*, t) = v(z,, se+> Un, Tn+15 t) = u(X, t) BID Ty +1 
bzw. v(X*,t) = u(X, t) Sin 2,4, 
und hat dann 
A,” — V%, = 0 
n+1 


mit den Anfangsbedingungen 
v(X*, 0) = u,(X) sin a 41, v,(X*, 0) = u,(X) sin 2,4 
bzw. v(X*, 0) = u,(X) Sinz,4,, v,(X*, 0) = u, (X) Sin 2,,,, 
wodurch die Aufgabe auf den schon behandelten Fall zuriickgefiihrt ist. 


§ 13. 
Betrachten wir zum Schlu8 wieder die Gleichung (1), § 1: 


(1) L{u) =F tate + 2 2 5 te +cu = 0. 


Den vorhergehenden Ausfiihrungen kann das Bestehen des folgenden 
Sachverhaltes entnommen werden: 

Es gibt Paare von Mannigfaltigkeiten, oder kiirzer Flichen, F und G 
mit zugehérigen ,,Belegungsfunktionen‘‘ f und g derart, da8 fiir eine be- 
liebige, in einem durch F und @ bestimmten Gebiete existierende regulire 
Lésung von (1) gilt (do Flachenelement) 


(2) Jivdo= [gu do. 


Hierbei kann es eintreten, daB zu der einen Flache eines solchen 
Flachenpaares die andere, die ,,Gegenfliche, nicht von vornherein ein- 
deutig bestimmt ist; es kann eine Schar von méglichen Gegenflichen 
geben. Je nach der Art der Gleichung (1) kénnen F und @ jede 
Dimensionszahl < n besitzen; es kann sogar die eine ,,Fliche‘ oder beide 
aus diskreten Punkten bestehen, in welchem Falle in (2) Summationen 
an Stelle der Integrationen treten. 

Zu jedem Punkte (X,) des Definitionsgebietes von u kann eine ein- 
parametrige Schar solcher Paare von Flachen Fy,,, und Gy,,, ausgewahlt 
werden, die nebst zugehérigen Belegungsfunktionen f und g in stetiger 
Weise so von X, und dem Scharparameter r abhingen, daB fiir r > 0 
Fry,,, und Gy, , sich auf (X,) zusammenziehen, da auf beiden Flachen 


Max *—%ol beschrinkt bleibt, und daB dabei fir ein beliebiges Poly- 
nom P zweiten Grades in 2, — 2,5, ..-;%,_ — Zno gilt 
(3) f fPdo— [ gPdo=Ir+er, 


Fy,,r @x,r 
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wobei | eine nicht identisch verschwindende Linearfunktion der Koeffi- 
zienten von P ist und lim e=0. Es sind ferner j \f| do und 


ro Px,,r 


J \g| do beschrinkt. 
Gx,, r 
Fiir die Lésungen v einer aus (1) vermége einer Transformation 
v= P (Yi +++ Yn) 4, 
= fe lGi>---s Yad S=1,..58 
hervorgegangenen Gleichung mit nichtkonstanten Koeffizienten 


(4) XS Ary, y +2 Z Br, +Cv=0 
i,k=1 j=1 
bleibt offenbar eine Aussage der obigen Form giiltig. 

Es werde nun umgekehrt die Giiltigkeit einer solchen Aussage be- 
ziiglich einer reguliren Funktion u (z,,..., 2%) vorausgesetzt. Dann ge- 
niigt uw in dem betreffenden Gebiet einer homogenen linearen partiellen 
Differentialgleichung 2. Ordnung. 


Um dies zu beweisen, hat man nur in der Gleichung 


(2’) j fudo— j gudo=0 
PXo,r GXo,r 
u durch die Taylorentwicklung nach z, — 2,5, .--; Z, — Zno bis zu Gliedern 


2. Ordnung einschlieBlich nebst Restglied zu ersetzen. Fiir die linke Seite 
findet man nach Voraussetzung 


rL’{uj+er? mit lm e = 0, 
ro 
wo L’[u] einen in (X,) genommenen, nicht identisch verschwindenden 


linearen Differentialausdruck 2. Ordnung in u mit von (X,) abhiangigen 
Koeffizienten bedeutet. Also mu8 sein 


(5) L' [u) = 0. 

Es erhebt sich nun die Frage, inwieweit dieser letzte Satz sich um- 
kehren la8t, d.h. welchen Gleichungen vom Typus (4) sich ein Mittel- 
wertsatz der oben beschriebenen Art zuordnen l48t. Von einem weiteren 
Eingehen auf diese Frage mu8 aber hier abgesehen werden. 


(Eingegangen am 20. 9. 1935.) 








Uber eine Integraldarstellung der W,, “Funktionen 
und ihre Darstellung durch die Funktionen des 
parabolischen Zylinders. 


Von 


Artur Erdélyi in Brinn (Tschechoslowakei). 





Einleitung. 

Herr C. S. Meijer hat in zwei Arbeiten') fiir die von Whittaker ein- 
gefiihrte Funktion W,,,,(z*)*) einige interessante Integraldarstellungen 
hergeleitet*), die den urspriinglich von Herrn Whittaker angegebenen ‘) 
insofern iiberlegen sind, als einige von ihnen fiir alle Werte von argz 
gelten. Doch liegt diesen Integraldarstellungen eine in der Natur der 
Sache nicht begriindete Beschrankung des Parameters k auf je eiue Halb- 
ebene der komplexen Zahlebene zugrunde, die sogar so beschaffen ist. 
daB im Falle, da& |Rem| > } fiir solche Werte von k, fiir welche 


|Re k| << | Re m| — 3 


ist, keine der angefiihrten Integraldarstellungen gilt. Es entsteht die 
Frage, ob es nicht méglich ist, der Meijerschen A&hnliche Integral- 
darstellungen aufzustellen, die fiir alle Werte von k brauchbar sind. In 
der Tat gelingt es sehr leicht, aus jeder der oben angegebenen Integral- 
darstellungen eine neue herzuleiten, die fiir alle Werte von k (und argz) 
gilt. Die erwahnten Beschrinkungen entstehen nimlich durch die 
Forderung, daB die Integranden der zitierten Integrale an der Stelle 
u = 0 ein solches Verhalten zeigen mégen, daB die von 0 bis o er- 
streckten Integrale konvergieren. Um diese Forderung und damit auch 
die Beschrankungen fallen zu lassen, geniigt es, die reelle Achse als 
Integrationsweg preiszugeben und einen Integrationsweg in der komplexen 
u-Ebene zu wiahlen, welcher den Punkt u = 0 vermeidet. Diese Um- 





1) C. 8S. Meijer, Einige Integraldarstellungen fiir Whittakersche und Besselsche 
Funktionen. Proc. Akad. Amsterdam 87 (1934), S.805—812 und Noch einige Inte- 
graldarstellungen fiir die Whittakersche Funktion, ebenda 88 (1935), 8.528—535. 
Diese beiden Arbeiten werden im folgenden mit MI und MII zitiert. 

*) Fir die Definition von W, ,,(z) vgl. E. T. Whittaker und G. N. Watson, 
Modern Analysis 4th ed., Cambridge 1927, insbesondere § 16,12. Dieses Werk wird 
im folgenden mit M. A. zitiert. 

%) MI Gleichung (3) und MII Gleichungen (1), (2) und (3). 

4) M. A. § 16,12. 
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formung werden wir nur an einem der von Herrn Meijer angegebenen 
Integrale durchfiihren und folgendes beweisen: 
Die Funktion W,, ,,(z’) besitzt die fiir alle (reellen und komplexen) 
Werte von k, m und z (z + 0) giiltige Integraldarstellung 
oexpin 


CQ) Waele) = sett (et-*)* 


e~™ HY (22u) utd u, 
oo exp i(u + #) 
in der H}”(w) die erste Hankelsche Zylinderfunktion vom Argument w 
und vom Index » bedeutet. Der Integrationsweg soll in diesem Integral 
und in allen folgenden Integralen mit denselben Grenzen oberhalb des 
Nullpunktes verlaufen und es sei auf ihm 
ASargusu+a. 
Dabei sei stets 
- = <4e< + 

Ausgehend von Gleichung (1) werden wir dann zeigen, daB W, ,, (z*) 

folgende Reihendarstellung zulaBt: 


. 2m, A 
(2) Ws, m (2*) = 2¢- a1 to yay D224 2 V2) + z,|. 





Darin bedeutet wie iiblich 


= hfe (4) -- 4) 
und D,(w) sind die Funktionen des parabolischen Zylinders®). Ist 2m die 


Hilfte einer ungeraden ganzen Zahl, so bricht die Reihe (2) ab und wir ge- 
winnen eine Darstellung der Funktion 


2 = 
n+”) (n = 0, +1, +2, ...) 
in Form eines Linearaggregates aus endlich vielen Funktionen des para- 
bolischen Zylinders*). Daraus geht unter anderem eine Darstellung der 


Besselschen Funktionen mit dem Index 5 +2 (n =0, +1, +2, ...) 
und gewisser verallgemeinerter Laguerrescher Polynome durch die para- 


5) M. A. § 16,15. 

*) Durch wiederholte Anwendung der Rekursionsformel, welche drei ,,auf- 
einanderfolgende“ Funktionen des parabolischen Zylinders (d. h. solche mit den 
Indizes y— 1, » und »+ 1) verbindet, ist es dann immer mdglich, alle in (2) auf- 
tretenden D, (z 2) durch zwes von ihnen auszudriicken. Wir behalten uns vor, 
auf diese Art der Darstellung und auf die hierbei auftretenden Polynome, welche 
ein Gegenstiick zu den in der Theorie der Besselachen Funktionen auftretenden 
Lommelschen Polynome bilden, ein anderes Mal zuriickzukommen. 
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bolischen Zylinderfunktionen hervor. Ist 4m keine ungerade ganze Zahl, 
so bricht die Reihe nicht ab, doch kann der Rest unter Beschrankung 
der Variablen z und der Parameter k, m auf gewisse Bereiche folgender- 
maBen abgeschitzt werden: 











Ist 
2|Rem|— + <p <2Rek+ + Scent 
3 <? - “Fes 
und 
3 
—F<ut+e<F, 
so ist 
1 cos 2m x 
(3) IBISis cos 2 Re mn 
= : 2 cos? (un — 
T(2Rek 2 ea P exp (7 ee ) + 3mk) 
(2r JB) (cos 2p) * * 
= V2 resin (u + 8) 
+ {Oe + B)e“#9"* Damen yy—y (EE )) 
—2(u + =) Jmk _ V2rsin (u + 0) 
+4(u+0+a)e “ "!D_smer+r—4( Joos 2 )| 
worin r = |2z|, ® = argz und 6(¢) folgende Funktion bedeutet: 
O(9)=secp fir —F<p~ SO, 
6(y) =1 fiir S752 
und 


" 32 
6(y) =sec(p—z) fir ro 9<>5. 
Ist hingegen 


p > 2|Re m| — 4 
und 
p =} 2Rek+ }, 
und auBerdem 
jargz| <4, 
so ist 








) IRIs Y2|oygee 


; (2 Re m, p) (a 2) ri cos 2 6 
(4ar)? xp ( 2 + 263mk) 


. Cof (A IME) arecegg_, SiM(z Im k) 4 
| Voos 2 8 =" + Imk a el, 


worin a eine beliebige positive Zahl bedeutet. 
Herrn Professor Whittaker, der die Freundlichkeit hatte, das Manu- 
skript zu lesen, danke ich hierfiir herzlich. 


3 
2Rek—F 
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§1. 
Beweis von (1). Sonderfille, 

Fiir Re k > |Re m| — } und alle Werte von argz ist’) 
2 oa 

(5) Wi n(2*) = ~ ase | Hw {J.0,(2sw)sin(m — Ba 
0 

+ Yom(2zu) cos(m — k)x)} du. 
Ist 2m keine ganze Zahl,-so hat man aber bekanntlich *) 


1 
sin 2m2 





Y3a(’) = [cos 2m 2J 5m (w) — J_om (w)) 


und durch Eintragen dieses Wertes in Gleichung (5) ergibt sich 
zg 

—2ze? 

sin 2ma 


(6) Wi, m (2*) = 


= 
. 


e~“ ut*- (J, ,(2zu)cos(m + k) t— J_4m (2 zu) cos (m — k) x} du. 
3 
Nun folgt aus der bekannten Umlaufsrelation der Besselschen Funk- 
tionen *) 
J,(we*) = e'** J, (w), 
da8 unter den Bedingungen 


Ls 
2 > 


<p<t 


Re k > -+ Rem — ri 


es 4 
7 
coexpiu 

eo utt* Jism (2zudu 


cooexp i(a# + 4) 
0 oo expiu 2 co ) 


a j 4 [ = ettktmat | + / 
oo exp i(u + 2) rf 0 0 


= [] + aims] fe-* u2* Jia (2zu)eu 


ist, so da8 unter diesen Bedingungen 


(7) [ e-attTeam(22u) du 
r) co expis“ 
e~ kim) xi ° ‘ 
= Fcos (kL mx e~  u2t Jom (2 zu) du. 
oo exp i(u + 2) 


7) Vgl. MII Gleichung (1) 

8) Vgl. G. N. Watson, Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922, § 3,54. 
Dieses Werk wird im folgenden mit B. F. zitiert. 

%) B. F. § 3,62. 
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Nun zerlegen wir das Integral auf der rechten Seite von (6) in zwei 
Teile, von denen der Integrand des einen nur J,,,(22u), des anderen 
nur J_»,(2zu) enthilt, formen beide Teile gemaB8 (7) um und ziehen 
dann die beiden so erhaltenen Integrale in ein einziges zusammen. So 
erhalten wir folgende Gleichung: 


Skat oo expiu 


(8) Wr, m(2*) = So e~ uth (e—mai J, ,. (22u) 
oo expi(u +2) 


— emt] .(2zu)} du, 
und da"®) 


e~ ™ tJ, (w) — e™*! J _ a (w) = — te™*! sin2maz- A}, (w), 


ist (8) gleichbedeutend mit Gleichung (1), deren Richtigkeit also hiermit 
fiir den Fall, daB 2m keine ganze Zahl ist und daB Rek > |Rem|— }, 
erwiesen ist. Da aber das auf der rechten Seite von (1) stehende Inte- 
gral fiir alle Werte von k und m konvergiert und beide Seiten dieser 
Gleichung analytische Funktionen von k und m sind, gilt Gleichung (1) 
nach dem Prinzip der analytischen Fortsetzung fiir alle Werte von k 
und m, wodurch sie im vollen Umfang bewiesen ist. 

Auf Grund des bekannten Zusammenhanges zwischen den Whittaker- 
schen Funktionen und den Funktionen des parabolischen Zylinders"') er- 
halten wir fiir diese, da bekanntermaBen 

H™, (w) = ¥ 2. ée" 
ist, insbesondere folgende fiir alle Werte von y» und z geltende Integral- 
darstellung 


v 1 
(9) D,(c¥2)=2%2 *W, 1 4 () 
2 oe 
- 2 ov, coexp iu 
=e? 3 e-P tisnlardy, 
i | 


co expi(u+ 2) 
deren Integrationsweg, wie bei allen Integralen, oberhalb des Nullpunktes 
verlauft. Diese Integraldarstellung war schon friiher bekannt"). 
Auch die Besselschen Funktionen sind Sonderfille der W,, ,,-Funk- 
tionen und so kénnen wir auch fiir diese aus (1) eine Integraldarstellung 


10) B. F. § 3,6. 

11) M, A. § 16,5. : 

12) Vgl. G.N. Watson, Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1916), S. 116—148, 
insbesondere §. 132. 
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herleiten. Es ist z. B.*) 


z _arv+2) fo 
H® (*)=—Yle « “W,,(2-¢ ** 2) 
10 oo ex 
™ ae a ec“ H® (2¥2e aa re 
= { ¢ ' 
oo expi(u + 2) 


Diese Forme! ist die fiir alle Werte von » geltende Verallgemeinerung einer 
von Meijer gegebenen Integraldarstellung*), die in der von Herrn Meijer 
angegebenen Form nur fiir 


|Rer| < 4 
giiltig ist. 
§2. 
Entwicklung von (1). Restgliedabschitzung. 
Ist 


32 32 
Ben EY < arg 2 << t ’ 
dann kénnen wir stets einen der Ungleichung 
ma nm 
a2 <7 2 
geniigenden Wert von uw so wahlen, daB8 lings des ganzen Integrations- 
weges von (1) 


-F5< < arg zu < 


ist. Dann gilt aber bekanntlich die asymptotische Darstellung") 


ot ry(2eu)| ‘ 


HS, (2zu) = 





1 see Se) 7 (—1)' 2m, 2) 


zun (4izu)’ 


worin (v, 2) die oben angegebene Bedeutung hat und das Restglied fiir 
p > 2|Rem| —}4 


unter Einfiihrung der in der Einleitung angegebenen Bezeichnungen 
folgendermaBen abgeschitzt werden kann: 


(11) |r, (22%)| < 0 (arg zu) | C2 | |(2 Rem pI | 


cos2Rema! (4r| ul)? 








18) Vgl. etwa MI Anmerkung 13. 
4) Vgl. MII S. 529, zweite Gleichung, wo die entsprechende Integral- 
darstellung allerdings fir 
n : - $ ni 
K,(#)= Ze A (2? i) 
angegeben ist. 
15) Vgl. B. F. § 7,4. 
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Gehen wir mit der semikonvergenten Reihe fiir H}'),(2zu) in Gleichung (1) 
ein und integrieren gliedweise, so erhalten wir 





1 
= ” ch 4 = —(e—+) x1 ' (— 1) (2m, A) 
2) 94 2 4 pd BR dines Beas 
Wr, m(2*) = 2 | iz , or. 
3 cers dan + BL: 


oo expt (u + *) 
Hieraus ergibt sich unter Anwendung von (9) nach einer kleinen Zwischen- 
rechnung (2). 
Ist 2m die Hilfte einer ungeraden Zahl, also m = 
(n = 0, +1, +2, ...), so bricht die Reihe ,2) ab, da 
(n+4,4)=0 fir ADA =|n+3\+4, 
und weist insgesamt 4, Glieder auf. In diesem Falle gilt sie selbst- 
verstaindlich fiir alle Werte von z. Die am Beginn dieses Paragraphen 
angegebene Beschriinkung von z auf einen Sektor der komplexen Ebene 
vom (Offnungswinkel = ist nur in dem (allgemeinen) Falle notwendig, da8 
die Reihe nicht abbricht und mit einem Restglied abgeschlossen werden 
mu8. Dann bildet (2) eine Art asymptotische Darstellung von W,, ,, (2°), 
die im Gegensatz zu den bekannten"*) noch brauchbar ist, wenn z und k 
groB sind, indem man die entsprechenden asymptotischen Darstellungen 
der D,(z)*’) heranzieht. Fiir das Restglied R, ergibt sich zuniachst auf 
Grund der am Anfang dieses Paragraphen durchgefiihrten Rechnungen 


ro| 2 
=| 


oa 


ve . coexpin . 
z 1 
2 4 2 —(g—-—) ef —u2+2zui ak—— 
e* ( =) e u 


R, = 2 7, (2zu)du, 





4 
oo expi (u + 2) 


und es ist also nach (11) 
ccexpip“ 
be 


(12) |R,| < gn (Oa) = 


1 
\e-** +2zud P ane 2y, (22u) du| 





oo exp i(a + 7) 














Rer—+ r2 
<? . J cnt + ame cos 2m2x |(2 Re m, p) | 
\x cos 2 Re mx (4r)? 
coexpipmu ; shupue> 
6 (arg zu) |e~ "+22"! y du. 


cc exp i (u + 2) 





16) Vgl. M. A. § 16,3. 

17) G. N. Watson, Proc. London Math. Soc. (2) 17 (1918), S. 116—148; S.C. van 
Veen, Math. Annalen 105 (1931), S. 408—436, und N. Schwid, Trans. Am. Math. Soc. 
$7 (1935), 8S. 339—362. 

Mathematische Annalen. 113. 23 
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Fiir die weitere Abschiitzung des in (12) auftretenden Integrals 


(13) F=f O(argeu)je-s+temeytt?- Fa 


coexpt (“+ 2) 


unterscheiden wir zwei Fille. 


p < 2Rek-+ 4}. In diesem Falle kénnen wir den Integrationsweg 





unter Beachtung der fiir argu aufgestellten Bedingung durch den Null- 
punkt fiihren. Setzen wir 


ccexp i“ 
(14) J, (4) = { 6 (arg zu) |e—¥? +2248 uP dul, 
80 ist : 
(15) J =J,(u) +J,(ut 2). 


In J,() fiihren wir die Substitution 

a t 

~ W2eos 2 
aus und erhalten 


0422 
4 


J, (pu) = e-*3"* 4 (4 + 9) (2eos2u) 2 


oo 


@ — \2rsin(u+ ) ,\ 2R%ek—p— > 
- |exp(— = — eu t) 2 dt, 
| P( : \oos 2 nu 





und dies Integral stellt, wie man weiB. eine parabolische Zylinderfunktion 
dar"), so daB 





(16) J, (un) = exp (— 24 Ym k+ r® sin? (je + *) 


2 cos 2 1 I'(2Rek — p+ x) O(u+0) 


usa **t-% D 1? nes) 


—2Rek+p cos 2 x 
Aus Gleichungen (12), (13), (15) und (16) ergibt sich (3) Die Abschitzung 
vereinfacht sich bedeutend fiir reelle k,m und positiv reelle z =z. Da 
erhalten wir mit “« = 0 
+o 


J = | e~"lul 


—p— 


* \du| = r(k-2 42), 


und demnach aus (12) fiir p< 2k+-4 


a 


|R,| 


a 





z 
2" 9 (2m, p) ’ Pp 1 
~gr of meal 7 (k-£+-). 


*) Vgl. z. B. M I Gleichung (1) 
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p=2Rek-+ 4. In diesem Valle wird der Integrand im Punkte 
u = 0 mindestens von der ersten Ordnung unendlich, und der Integra- 
tionsweg kann nicht mehr durch den Nullpunkt gefiihrt werden. Wir 
setzen ihn aus drei Stiicken zusammen, von denen das erste die von 
co -e(#+™ bis a-e("+™ erstreckte Gerade, das zweite der oberhalb des 
Nullpunktes verlaufende Halbkreis mit den Endpunkten a-e(“+* und 
a-e*“, das dritte die von a-e'" bis o-e'" verlaufende Gerade ist. Dabei 
bedeutet a eine beliebige positive Zahl. Um die Abschiitzung méglichst 
einfach durchfiithren zu kénnen, beschrinken wir jetzt z auf den Sektor 


Bs 4 nm 
— F< arge2z< 7 


obwohl diese Beschrinkung nicht notwendig ist, vielmehr eine — etwas 
verwickeltere — Abschiitzung von R, auch in diesem Falle fiir 


32 32 
—“ 7s e< 7 


durchfiihrbar ist. | Beschrianken wir aber arg z auf das Intervall 
( _ <> + +), so kénnen wir stets « = — argz wahlen und es ist 
coxpiu aexpi(u+ 2) aexpi oo expt 
aexpi(u+ 2) cooxp t(u + 2) aexpi(u+ 2) aexpis 
=J,+J,+J5J, w= —#8, 


wobei die drei Teilintegrale lings der soeben geschilderten drei Teile des 
Integrationsweges zu nehmen sind. Wir setzen in J, u = s-e*—®%, in J, 
u = s-e-‘? und erhalten wegen 6(0) = 0(z) = 1 


2 Re k—p—— 


Jy + J, = 2e89—* Imk Cof (Ym k x) [ e~*em2y g ds, 


und da unter der angebenen Voraussetzung fiir s > a 


3 3 
F aaa 2Rek—p—> 


sa , 


2Rek—p— 


J+J, <S e249 —M3mk Cof (Ymk 2) a 


3 
of e~ # e082 F d (g?) | 


also 
8 
(18) J, + J, << Sees) gi? 9s exp [(2 8 — xz) 3mk — a* cos 2 8). 


In J, setzen wir u = a-e'*—®* und erhalten 


a. n 
ious = 
= ots ov 2 p23 Jmk — 02 cos 2 (60 — 3) —20 mk 
3 a e e o 
0 


2Rek are - 
= a gpd 3mn+ ot | g-s0mk da, 


t) 
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also 

(19) I,< yee Tt Nett ete), 

(12), (13), (17), (18) und (19) ergeben (4). Auch diese Abschitzung ver- 


einfacht sich erheblich, wenn wir k und m als reell und z = z als positiv 
voraussetzen. Dann ist namlich folgende Abschitzung giiltig: 


2 \(2m p)| (a V2). ; < +a? 
a eel 2 —2a2 2 
IR, (| } (tex)? e (e + a* 2). 





Briinn, Mathematisches Seminar der Deutschen Technischen Hoch- 
schule, Januar 1936. 


(Eingegangen am 31. 3. 1936.) 














Uber eine Integraldarstellung der ™,,,.-Funktionen 
und ihre asymptotische Darstellung 
fiir groBe Werte von Rek. 

Von 


Artur Erdélyi in Brann (Tschechoslowakei). 





Einleitung. 

In der vorangehenden Arbeit'*) haben wir fiir die W,, ,,-Funktionen 
eine fiir alle Werte der Parameter k und m und des Argumentes z giiltige 
Integraldarstellung gefunden. In vorliegender Note werden wir aus dieser 
Integraldarstellung eine neue fiir die gleichfalls von Whittaker definierte 
Funktion *) 

(1) M k,™ (2*)- 1 1 3 
gtm—k (gtm—t)(z+m—t) 


2 
—s “(1+ ngern* + 2am + 1)ama2) “+... 








herleiten, die ebenfalls fiir alle Werte von k, m und z (z + 0) giiltig ist. 
Ein Sonderfall dieser Integraldarstellung ist die schon friiher bekannte 
fiir die Laguerreschen Polynome*). Mittels der Sattelpunktsmethode werden 
wir dann aus dieser Integraldarstellung eine fiir groBe positive Werte von 
Rek giiltige asymptotische Formel fiir M,,,, (z*) ableiten, welche die 
alteren auf die Laguerreschen Polynome beziiglichen Ergebnisse‘) als 
Sonderfal] enthalt, wie denn auch die von uns verwendete Methode im 
wesentlichen dieselbe ist, die G. Szegé*) bei der Untersuchung des asymp- 
totischen Verhaltens der Laguerreschen Polynome angewendet hat. 


1) Math. Annalen 118 (1936), 8S. 347—354. Diese Arbeit wird mit I zitiert. 


2) Vgl. E. T. Whittaker und G. N. Watson, Modern Analysis 4°" ed., Cambridge 
1927. § 16,1. Dieses Werk wird im folgenden mit M. A. zitiert. 

8) E.LeRoy, Toulouse Ann. (2) 2 (1900), S.317—430, insbesondere 8. 379—384. 
Zitiert nach G. Szegd, Math. Zeitechr. 26 (1926), S.87—115, insbesondere 5. 94. 

‘) L. Fejér, Comptes Rendus 147 (1908), S. 1040; Math. és term. tud. Ert. 27 
(1909), S. 1—33; O. Perron, Arch. d: Math. u. Phys. (3) 22 (1914), S. 329—340; 
Journ. f. d. reine u. angew. Math. 151 (1921), 8. 63—78. 
5) co. Anm. 8). 
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§ 1. 
Die Integraldarstellung. 


Um zunichst M,,,(z*) durch die W,,,,-Funktionen auszudriicken, 
gehen wir von der bekannten Beziehung ‘*) 





Wr, w (2) = —S—™) — My 0 (e*) + —PE*) — my, - ale") 
tar rae eee) 
aus, aus der wegen der aus Gleichung (1) ersichtlichen Formel 
My, n(22e**) = — 1 M, ,, (2*) 
unter Heranziehung des Erginzungssatzes der J’-Funktion’) 
P(2m+1)P'(— 2m) = -5~ 


fir nicht ganzzahlige Werte von 2m 
(2) 5 '(2m+ irs — m — k) [Wam(2e**) + 2" 7" W,, (2) 
= My, »(2’) 
folgt. Setzen wir hierin fiir die W,,,-Funktionen ihre Integraldar- 


stellung*) ein und beriicksichtigen die sich aus den Umlaufsrelationen 
der Zylinderfunktionen ergebende Beziehung 


HS), (w e**) —e—2"** H® (w) = — 2e7*"** J, (w), 
so erhalten wir unmittelbar die fiir alle Werte von k, m und z (z + 0) 
giltige Integraldarstellung 
(3) Mz, m(2*) 


cexpi«a 
—(m+kai 


=+r(2m+ yr(s —m — k) ze? e~ Jom (2zu) u?*du, 


oo exp i (® +m) 


in der ebenso wie in I uw eine der Ungleichung 
mn a 4 


geniigende, im iibrigen aber beliebige reelle GréBe bedeutet, und der 
Integrationsweg oberhalb des Nullpunktes verlaiuft. Ist 2m eine negative 
ganze Zahl, so wird die rechte Seite von (1) ebenso wie die von (3) un- 
M 2 
endlich. Indessen existiert der Grenzwert des Ausdruckes r po 
wird durch das aus (3) folgende Integral dargestellt. 


und 








6) M. A. § 16,41. 
7) Vgl. z. B. M.A. § 12,14. 
8) I Gleichung (1). 
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Ist insbesondere 
(4) Re (k +m) > — 4, 
so kénnen wir den Integrationsweg durch den Nullpunkt fiihren. Wir 
zerlegen ihn in diesem Falie in zwei Teile, von denen der erste von 
co .e(“+™ bis 0 und der zweite von 0 bis o-e'“ verlaiuft, ersetzen 
langs des ersten Teiles uw durch u-e/* und erhalten unter Heranziehung 
der Umlaufsrelation der Besselschen Funktionen 
Jom (w-e'*) = emt J, ,, (w) 
nach einer leichten Umformung mit Hilfe des Erginzungssatzes der J- 
Funktion, die unter der Bedingung (4) fiir alle von Null verschiedenen 
Werte von z geltende Integraldarstellung 
co expiu 
(5) MM, »(2*) = 2— Get) ze? \ e~ Jam (2zu)u*du. 
r(gt+m+e) 
Aus (5) wollen wir noch die entsprechende Integraldarstellung der 
Laguerreschen Polynome ableiten, die durch Sonderfalle der M,, .-Funktionen 
darstellbar sind. Es ist namlich %) 


0 


1 z 
(2m) _ P(2m-+ a-+-]) -s-- — 
L,@)=-—ireatt* *¢ 


(x). 


Tragen wir hierin fiir die M-Funktion ihre Integraldarstellung (5) 
ein, so erhalten wir nach Ersetzen von u® durch w die bekannte*), nach 
(4) fiir 


1 
st mts™ 


n+2Rem> —1 
giiltige Integraldarstellung der Laguerreschen Polynome: 


oo 


Le” (2) = = ze [e-* Jom (2 ¥zw) w+" da, 


0 
Entsprechend kénnte aus (3) eine fiir alle Werte von m giiltige Integral- 
darstellung der Laguerreschen Polynome gewonnen werden. 


§ 3. 
Die asymptotische Darstellung. 
Wir machen folgende Voraussetzungen: |k| sei sehr groB und es sei 


(6) —tte<agk<t-—e (e > 0); 
m und z sollen ganz im Endlichen gelegenen Gebieten der komplexen 
Zahlebene angehéren, von denen das fiir m ganz beliebig sei, das fiir z 


%) A. Erdélyi, Math. Zeitschr. 40 (1936), S.693—702, insbesondere 8S. 699. 
10) Vgl. Anm. §). 
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den Punkt z = 0 nicht enthalte und im iibrigen so beschaffen sei, daB 
fiir alle seine Punkte 


(7) —2n < 2argz+argk << 22 

ist. Das ist sicher fiir alle zulissigen Werte von k der Fall, wenn 

(8) - = < argz << =. 

Unter den Voraussetzungen (6) und (7) gilt die aufzustellende asymp- 

totische Formel in m und z, unter den Voraussetzungen (6) und (8) 

in m, arg k und z gleichmaBig in den gekennzeichneten Bereichen. 
Unter diesen Voraussetzungen ist fiir hinreichend groBe |k| (4) sicher 

erfiillt, so daB wir zur Herleitung unserer asymptotischen Formel von (5) 

ausgehen kénnen. Die Sattelpunkte des ,,kritischen Teiles“ des Integranden, 

nimlich von e~“ u**, sind die Punkte u,, = + Vk. Wahlen wir (bei 

geradlinigem Integrationsweg) fiir ~ den nach (6) sicher zulassigen Wert 

w =targk, so geht der Integrationsweg iiber den einen der beiden 


Sattelpunkte, namlich durch den Punkt u, = |Vkljet’*™*, und fir 
groBe |k| liefert bekanntlich nur die unmittelbare Umgebung des Sattel- 
punktes einen nennenswerten Beitrag zum Integral. Setzen wir 
22 2 
e~w ytt — "i uzte = e-thte 2, 


also 





, w—Veyyh = 
t= (2[ut—k—2k In(1 + 73 )}}° = 2 — Ve) +0qk} 4) 
so verliuft der Integrationsweg in der t-Ebene etwa von — o iiber 0 
nach -++ o und es ist in der Umgebung des Sattelpunktes 
w= Ve+ 5+ Ok hy, oe = 3 tue 4. 

Wegen (7), bzw. (6) und (8) kénnen wir in der Umgebung des Sattel- 
punktes fiir die Besselsche Funktion ihre asymptotische Darstellung 
einsetzen ") 


Jam (224) = Tazz 08 (22 — mn -- S| fl + O(|u|-*)} 


= tos {az Vk — mn — < +214+0(\k{-4} 
“+o (Rhy 
= T= [= (22 Vk — max — +) coser 
— sin (22 VE — mz — 2) sin er] (1+ 0k) 


11) G.N. Watson, Theory of Bessel Functions, Cambridge 1922, § 7,21. 
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und erhalten daher aus (5), da wir J, (22%) durch den Naherungs- 


ausdruck dieser Funktion in der Umgebung des Sattelpunktes ersetzen 
diirfen, 


foo) 


+ 
My, » (2) = Stpet) . i e-oy fe e 7 Jom (22u) * de 





P(t+m+k) +h” 
_ F(2m+) yz ae 7 
= Taimib e* & * cos (22 Vk — mx — =) 
+o 


12 
|e coserdrti +0(k- ty, 
da das entsprechende Integral mit sin zt verschwindet. Beriicksichtigen 


wir noch, da8 
5 22 


+2 
j e *cosztdt=Y2ne * 
ist, und verwenden die aus der Stirlingschen Formel abgeleitete Beziehung ') 


Pht m+k) = Yaak" e*11 40k dy, 
so erhalten wir endgiiltig 


(9) My, m(2*) 


= ,Fem+ 1k * ¥e00s(22 Vk —ma—*)[1-+0(\k *)) 


Setzen wir in dieser Gleichung k = n+4-m+} (n = 0, 1, 2,...), 
so erhalten wir insbesondere fiir die Laguerresche Polynome, da fiir 
groBe Werte von n 

am+n+ 


r(2m+n+1) = Vaan Te" +0 *), 


n! = Vian" Te" +0(n— 2) 
und 


1 1 
(n+ m+)" fon ™ *[140(n-1)} 
ist, die bekannte asymptotische Darstellung **) 


12” (2) = L@mt a+) —a-3 5 


= aITQ@ms+1) ” startin” 
bd - aS. ‘ese 
=e ee” * cos (2 \nz—mx—=)11+0(n 2 )}. 
n 


12) Vgl. z. B. Ch. H. Rowe, Annals of Math. (2) 82 (1931), S. 10—16. 
18) Vgl. die in Anm. ‘) zitierten Arbeiten. 
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Man kénnte dieselbe Methode anwenden, um eine asymptotische Ent- 
wicklung fiir M, .(2*) zu gewinnen, deren erstes Glied eben die asymp- 
totische Darstellung (9) ist. Das asymptotische Verhalten von M, ,, (z*) 
fiir sehr groBe negative Werte von Rek ergibt sich aus der a'geleiteten 
Formel auf Grund der Kummerschen Beziehung “) 


1 1 
(—2) * "M pe(—2) = (2) * ” Mem(2’). 


Briinn, Mathematisches Seminar der Deutschen Technischen Hoch- 
schule, Mai 1936. 


4) M.A. § 16,11. 


(Eingegangen am 26. 5. 1936.) 











Gitterfunktionen der Zahlebene. 


Von 


Wilhelm Maier in Freiburg i. B. 





Es kann die Transformationstheorie der elliptischen Funktionen ver- 
standen werden aus der Idee des parallelogrammatischen Punktgitters in 
der Zahlebene, dem verschiedene Stabgitter eingelagert werden sollen. 
Geometrische Eigenschaften des Parallelogrammgitters finden dann ihren 
gréBenmaBigen Ausdruck durch Identitéten zwischen analytischen Funk- 
tionen, die jenem Gitter kovariant verbunden sind, d. h. durch Funktional- 
gleichungen. Die so aufgefaBte Theorie doppelperiodischer Funktionen 
fand eine Verallgemeinerung durch Steigerung der Dimensionszahl in 
Problemen der Kristallphysik. Bei festgehaltener Dimensionszahl zwei 
wurde andererseits die euklidische Ma8bestimmung im Parallelogrammnetz 
fallen gelassen, und mit nichteuklidischen Transformationen die Theorie 
automorpher Funktionen ausgebildet. 

Die beiden eben erwahnten Erweiterungen des Gitterbegriffes der 
Ebene sollen-hier beiseite gelassen werden. Im zweidimensionalen Gebiet 
bleibend stellen wir vielmehr einem ,,Vollgitter“‘, welches zu doppelt 
periodischen Funktionen in der Zahlebene fiihrt, seine Teilgitter gegen- 
iiber, die durch Bevorzugung gewisser Winkelriume entstehen. Liegen 
die benutzten Punkte des Ausgangsgitters in einer Halbebene, in Quedranten 
oder beliebigen Sektoren, so werden wir analytische ,,Funktionen der 
Halbebene“, des Quadranten usw. aufbauen und ihre funktionalen Eigen- 
schaften verfolgen. Es stellt der § 1 bekannte Aussagen iiber die ungerade 
elliptische Thetafunktion fiir die Zwecke der Gittertheorie zusammen. 
Durch Bildung von Randintegralen wird in § 2 fiir 0 << Y(@), 2 < R(s) 
dem Halbgitter die Funktion 


oc @ 


> Dh g+oh)-* = Uo) 


zugeordnet, und diese vermége der Darstellung 
(—2ni' y) oO? 
I (a) 7 e 2kazio_y 


tiber die s-Ebene fortgesetzt. Der Durchgang durch die positive w-Achse 
wird in §3 erméglicht nach Einfiihrung der feineren Quadrantenfunktion 





U (w) = 


>? (g + wh)-* = V (w) jarga|< 2; 2< R(s). 


1 
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Sie laBt die linearen Bedingungen 
V(@) = a@-*V (=) 
= Vw+l)+o-"V(1+-+)+(14+o)-*e(6) 
zu, welche fiir Riemanns (-Funktion im gleichen Umfang zur quadratischen 
ee fiihren: 
go j atPlOr(s—Ho(s—8 [o-'— +1)! -o-*@+1)-4 


G) = I'(s)0(s)(@ +1)". 
In § 4 erlaubt die hypergeometrische Verallgemeinerung des Kerns, einen 
neuen Zugang zu geben zu Hardys Grenzwert 
t+ico 
lim & | dt|f(t)/*t-2-* = 1; 
«0 


schlieBlich gibt § 5 einen Ansblick auf sektorielle Eigenschaften, die 
Kroneckers Grenzformel nahestehen, wie die Aussage, daB mit 0 < 3 () 


js so— 9 Spo + lero ~— Gray) 





&|-- 


bleibt. 


§1. 
Kovarianten des Parallelogrammgitters. 


Das Studium der Zahlen aus geometrischer Grundlage stiitzt sich auf 
das Hilfsmittel konvexer Figuren; die liickenlose berdeckung der euklidi- 
schen Ebene durch Bewegung eines Parallelogramms z. B. kann beschrieben 
werden in einer komplex verinderlichen GréBe. Wir bleiben also zunichst 
in der komplexen Zahlebene z, unterwerfen den Nullpunkt wiederholt 
einer Verschiebung um den Vektor 1, und beschaffen so auf der Achse 
3(z) = 0 ein spezielles lineares Punktgitter. Eine jede Lésung der 
Differenzengleichung 
(1) f(z) =f@+1) 
soll als Invariante dieses linearen Gitters angesprochen werden, und jede 
analytische Funktion f(z) in (1) als ,,analytische Invariante“. Die analy- 
tische Invarianz in bezug auf lineare Punktgitter wird nicht durch 
Differentiation, wohl aber durch Integration nach z zerstért. Die jeweils 
beim Integrieren eingehende Konstante lockert die Verbindung zwischen 
Gitter und Funktion, weshalb die letztere als ,,Gitterkovariante“ bezeichnet 
werden mége. 
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Nun trete man mit 

(2) 3(o) + 0 

in die komplexe Ebene hinaus. Die wiederholte Parallelverschiebung des 
linearen Gitters durch den Vektor w ergibt den Aufbau eines Parallelo- 
grammgitters, und dies Punktgitter hatte auch aufgespannt werden kénnen 
durch das Vektorenpaar 1, w +h mit h =0(1). Die klassische Theorie 
der elliptischen Funktionen behandelt analytische Kovarianten des Parallelo- 
grammgitters p(z,w) = p(z) ausgehend von Differenzengleichungen wie 
(3) 9(2) = (2 +1) =1+4 gle +o), 

Dabei zeigt sich, daB solche Punktgitter abzihlbar viele Transformationen 


in sich zulassen, welche eine Gruppe bilden und Invarianten wie 2 @ (z, w) 


iiberhaupt nicht, Kovarianten wie g selbst aber nur in einfacher Weise 
abandern, namlich durch Zufiigung einer Integrationskonstanten. 

Im Gegensatz zum linearen Gitter trigt das Parallelogrammnetz eine 
Vorzeichenbestimmung entsprechend der Orientierung des Grundparallelo- 
gramms; dem Umlaufsinn dieses Parallelogramms entspricht in (2) das 
Vorzeichen von ¥(w). Denkt man nun auch w komplex verinderlich und 
g analytisch in w, so spiegelt sich jene Flachenorientierung in der Ko- 
variante wider als Nichtfortsetzbarkeit iiber eine w-Halbebene hinaus. 
Wahit man in Verscharfung von (2) die Bestimmung, da8 unabhangig von z 
(2') 3(w) > 0 
bleibe, so kann in diesem Halbraum durch zusitzliche Grenzbedingungen 
zu (3) die inmere Kennzeichnung genau einer Lésung g (z) bewirkt 
werden. Im Grundparallelogramm der z-Ebene, welches durch Ungleichungen 


(4) IS@|< 43); |23@)—e3)| << 23(@) 
abgegrenzt werden kann, fordere man etwa 
(5) 9 (2) = s+ 02); 





dann erweist sich (4.5) unabhingig von (3) und reicht andererseits mit 
(3) zur Kennzeichnung von @ aus. Die so eingefiihrte Gitterkovariante p 
ist seit der Entdeckung doppelperiodischer Funktionen viel benutzt worden 
und vereinfacht sich im Grenzfall groBer J(w) zu einer Kreisfunktion. 
Die Existenz des Grenzwertes 
lin (2,0) = f (2) 

3@) > « 
wird einsichtig durch Betrachtung nur einer Differenzengleichung 
(3’) f(z) = f(@ +), 
wenn zugleich im Streifen 


(4’) [R(z)|< 4 
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der Forderung 
’ 1 
(5') He) = 5+ +00) 
geniigt wird. 
Aus (3’. 4’. 5’) folgt sofort als einzige analytische Lésung 
(6) f(z) = 5; etg (x2), 


und diese Grenzfunktion (6) gestattet, in einfacher Weise die Gitter- 
kovariante g aufzubauen. Aus (3’. 4’. 5’) folgt zuniichst die Existenz von 


i 
jlim D# (e+ wh); 


die so gebildete Funktion 148t trivialerweise (4.5) sowie die Periode in 
(3) zu. Benutzt man iiberdies, daB lim /(z) = — 4 besteht und /(z) 
3 


()—> 

ungerade ist, so zeigt sich (3) in vollem Umfange erfiillt und liefert 
identisch in z, @ 
(7) Jim Dt f+ oh) = 9) 

> @ =i 
Fiir jedes z + 0 (mod. 1, w) kann die Gitterkovariante g nach (7) zahlen- 
maBig ausgewertet werden; im Horizontalstreifen 
(8) I3(2)| < J) 
aber bleibt die Differenz gy (z) — f(g) regular, und laBt ebendort eine 
trigonometrische Entwicklung zu, welche hinsichtlich ihrer Konvergenz 
vorteilhafter erscheint als (7). Man erhilt 


o<jaAl<il 
g(2) — f(z) = lim St f(z + wh) 


l—> oo 
co o<jhi<l 


1 
2 DA& sin (2k dt sin (2kxt) li nh f(t h 
sin (2k 22) J sin (2k xt) Jim > f(t +-@h) 


a 


I 


2 : ; 
== ; Sin (2k x2) — 
1 
Y, ‘Se erkxiz 
- lel 1) ~ e-2Mlate? 


1 
indem der Weg im { dt... an die Streifenenden verschoben wird, wo das 


0 
Grenzverhalten von /(t-+-wh) geniigend bekannt ist. Wegen (6) erhalten 
wir im Horizontalstreifen (8) somit unsere ungerade Kovariante des Voll- 


gitters 
o< ikl 


(9) p(2) = g,ctg(a2) + DF 


k elkxiz 


TE] 1 —e 2M 24 















Gitterfunktionen der Zahlebene. 367 


und aus dieser zweiparametrigen, in z und w identischen Aussage kénnen 
auch nichttriviale Eigenschaften des Halbgitters entnommen werden. 

Mit Hilfe der ungeraden elliptischen Thetafunktion erscheint die hier 
gebrauchte Funktion g(z) als logarithmische Ableitung, denn es gilt 


“(2 ) = 9(2); 


warum wir auch WeierstraBens Bezeichnungsweise vermieden, wird im 
folgenden Paragraphen seine Aufklirung finden. 


§ 2. 
Funktionen des Halbgitters. 


Durch (1.3.5) wurde in der komplexen z-Ebene ein Punktgitter mit 
den Polen der Gitterkovarianten » besetzt, um die arithmetischen Eigen- 
schaften des Gitters in funktionale Beziehungen der Kovarianten iiber- 
setzen zu kénnen. Alle jene Pole waren von erster Ordnung; aus der 
z-Ebene scheidet mit 6 > 0; |«| < 6 die Forderung z + e zuniichst eine 
Nachbarschaft des Nullpunktes aus. Wahlt man 6(w) hinreichend klein, 
so beschreibt sich ein zusammenhangendes Gebiet der z-Ebene, das keine 
Pole enthalt, durch die Inkongruenz 


(1) ze (mod. 1, o). 

Dennoch wichst y(z) im vielfach zusammenhiangenden Bereich (1) wegen 
(1.3) tiber alle Grenzen, sobald, |$(z)| gro8 genug wird, wihrend der 
obere Grenzwert lim z~? (z) vorhanden ist. Wahlt man nun ®(s)> 1, 


z-> @ 


so gilt bei jeder Bestimmung der Potenz 2 im Gebiet (1) demnach die 
Grenzgleichung 

lim z~* y(z) = 0. 

> 2 
Schlitzen wir die z-Ebene lings des Strahles — o <z< 0 und voll- 
ziehen die Aussonderung des Hauptzweiges so, daB z, s>0 zu 2>0 
fiihrt, so existiert unter der schirferen Beschrinkung 


(2) A< R(s) 


im Gebiet (1) tiberdies das Linienintegral { dz2-*@(z), dessen Weg im 
} 
Streifen | (z)| << Y(w) bleibe, und um den Schlitz gestrafft zu denken 
ist. Aus (1.9) berechne man alsdann 
0<|k| 
1 
fdz2-*[ (2) — - etg (x2)| = p>: 


. 
+ 


0 


k 
\k| (l re eg 2lkl aio 





| d zz7% erkaiz 
dor 


o< Ik 


— 228 » k (2kxiy' 
Si I(s) (E| ,—e— 2 tio” 
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oder 


(2 x)" = yn 





(3) fdz2-*[9(@) — 5; ete (x2)] =("+14J Tie) | =aeni@ | 


Andererseits erméglicht (2) die restlose Ausschépfung aller im Integral (3) 
eingehenden Residuen; diese werden bei Verlagerung von dz mittels (1... 5) 
bestimmbar und ergeben 


co 0< [Aj 


[azz-*[9(@) — ete 2)] = 93 Dh + oh 


— oe 


I 0 
= [1 + e*#*] » > (g+mh)-*, 
— co 1 
was zusammen mit (3) eine Identitat ergibt, giiltig im Bereich 
(2’) 0< J); 2< R(s), 


. eae ee om. 
(4) Df dateon- = Daa 
—o 1 1 
Durch (2’) wird fiir > D> in (4) der Bereich absoluter Konvergenz 
umschrieben, wahrend rechts yE fiir jedes |s| << s* << ow und 0< e< Y(w) 
absolut und gleichmaBig in s, w konvergiert. Als Funktion von s be- 


trachtet, stellt > daher eine ganze Transzendente dar, deren Wert fiir 


2<s=0 (2) durch wiederholte Ableitung von Weierstrabens Grund- 
funktion 


0 





o0<g?+A? , 


: . 
- a (9 +wh) + SietolF) = 9 (z; 1, o) 
bestimmbar ist, und sich als rationales Gebilde der Invarianten 





0< g? +h? 
(5) Dh (g+wh)-* s=4,6 


erweist. Wird weiter w auf ganze Zahlen imaginir quadratischer Zahlkérper 
eingeschrankt, so geniigt schon eine der Invarianten (5), um durch alge- 


braische Prozesse fiir s = 4, 6, 8,... in (4) die |)? zu bilden. Endlich 
findet man unter diesen singuléren Fallen auch das Parallelogrammnetz 
vierzihliger Drehsymmetrie, und in solcher quadratmaschigen Anordnung 
vereinfacht sich (4) zu einer von den Modulformen (5) unabhiangigen Aus- 
sage, falls 2< s=2 (4) gilt. Setzt man also mit n = 1,2,... s=4n-+ 2, 
dann fallt die linke Seite in (4) zuriick auf die einfache Summe 
Qn 4n+3 kt n+1 
Dre = Garhi aeaP 


1 1 
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und diese bringt nach Ausscheidung von zx eine Eigenschaft der Bernoulli- 
schen Zahlen zum Ausdruck. 


Die weniger elementare Frage nach dem Bereich bedingter Konver- 
genz von > > in (4) beriihren wir nur durch Angabe des Grenzwertes 


Re 1 °° 
. k 
lim A ™ —-2— — 47° ee 
jlim D7 2} 4 on 2 gq Seate.,” 


dessen Existenz durch GréSenschitzung des Randintegrales (3) bestatigt 
werden kann. 

Nach dieser Einordnung der Identitit (4) in bekannte Sachverhalte 
setzen wir mit Riemann fiir 1 << R(s) den GréBenausdruck 
(6) Dit = Cs). 

i 

Bei analytischer Fortsetzung durch die s-Ebene zeigt sich ¢(s) als mero- 
morphe Funktion mit Pol in s = 1 und nicht reellen Nullstellen im 
Streifen 0 < R(s) << 1; dem nimlichen Gebiet kann aber ein reelles 6>0 
zugeordnet werden, derart, da8 im Teilraum 


(7) 6< J); 0< R(s) <1 
e—1 
(7’) 2 a + 0 
bleibt. Bezeichnet man weiter wie iiblich durch (g,h) = 1 die Teiler- 
fremdheit der Zeiger g, h und setzt fiir 2< R(s) den Ausdruck 
oSigl o<h 
(8) » Dh g+oh)-* = 0(6), 
(g, A) =1 
so leisten (4.6) die analytische Fortsetzung von o(s) durch die s-Ebene, 
denn aus (8) folgt fiir jedes w positiven Imaginarteiles 


-2ai' CT #O 


’ ( 
(8’) e(s) = Tis) cs) e-2kaio_ 
1 





Verbindet man (7. 7’. 8’), so zeigen sich die nicht reellen Nullstellen der 
Riemannschen ¢-Funktion als Pole der durch (8) erklarten meromorphen 
Funktion o(s). Dies beriihrt sich mit Untersuchungen von Herrn Franel') 


iiber die Gleichverteilung reduzierter Briiche + und gestattet, die arith- 
metische Fragestellung analytisch nicht in der s-, sondern in der w-Ebene 


zu verfolgen. 


1) J. Franel, Gétt. Nachr. 1924, Math. Phys. Klasse. 
Mathematische Annalen. 113. 
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§ 3. 
Integralgleichungen fiir {(s). 
Im Gebiet 0 < Y(w) benutze man die Bezeichnung 


(—2ai YI FO? 
(1) Tie) ot aie = U(a) 
und entferne aus (1) die Exponentialgré8en vermittels der fiir 0 << R (z) 
bestehenden Aussage 
(2) — | eee 








@—1 22% 
(2) 
welche aus der Erklarung (2.6) von ¢(s) unmittelbar folgt. Mit 0 < e 
und 1 < (s) gilt fiir die Bestandteile in (1) alsdann 


yo 1 | dt Itc (t) 


eto fet ) (Bria te 





(e+ Re) 


und mit 2 << R(s): 


_ _(-22if* ( dtrmcmee+i—s) 
(3) U (w) = Tle) | rae 





(e + Rs) 
In (2) und (3) sind periodische Funktionen dargestellt als bestimmte 
Integrale, die den Faktor ¢(¢) im Integranden enthalten. Um die Fast- 
periodizitaét der ¢-Funktion zum Ausdruck zu bringen, kann in der Tat 
einer der Mittelwerte gebraucht werden: 

, r 

(2’) f S2POE) fy» — wm +1)-4 =0, 
a+® 
dt T(t) 2 (to (¢+1—8) 


3 
(3) (— 22 i)" 





{[w-*— (w+1)-4 =0, 
(2+ Ra) 
die von der Symmetrieeigenschaft 





x *I'(S)o(s) = x * r(*>*)ca 9” 


unabhangig sind. Soweit die Funktion U(w) des Halbgitters der A, k- 
Ebene ins Spiel traf, blieben wir dabei der singuliren Linie J (w) = 0 
fern; ob etwa bei irgendwelcher Annaherung von oben der Grenzwert 
lim U (m) existiere, lieBen wir offen. 


o-~1 
Im Gebiet |argw| < 2; 2 < R(s) existiert weiter die einem Qua 
dranten der g, h-Ebene zugeordnete Funktion 


(4) DP g + @h)-* = V(o), 


1 
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welche vermége (2.4) ausgedriickt werden kann durch die Kovariante U 
des Halbgitters. Fiir 0 << Y(w); 2 < R(s) gilt naémlich nach (4) 


oo 


(5) U(w)=o-* U (—) = 3 Sot ons 3» Sot+om- 


= [1 — e—***] V (m) + [w—* — e~ *#*] C(8). 
Mit der Zusatzforderung s + 0 (2) kann (5) nach V aufgelést werden und 
liefert wegen (3) 


(6) Vio) +o() > —T— 


— nis 


.- 211-3) : (t) i\- i \e 
=p TD | eetaipeass—afo(sy—i8)] 


(e+Ra) 








DaB die Konvergenz von j dt... in (5’) statthat nur in der Halbebene 
0 < Y(), zeigt man durch GréBensehitzung des J-Faktors lings des 
Integrationsweges. Hier gilt nimlich 


Sun ~2 48 


\'()|=V2x1e * ¢ (1+ O(t-»)}, 
und ein Grenzwert lim fae. . existiert, wenn iiberhaupt, nur bei An- 
wo-->1 
niherung aus einem Winkelraum der oberen Halbebene her, z. B. wenn 
lings des Bogens |w| = 1; 0 < arg w < = lauft. Aus (4) andererseits 


folgt die Regularitat von V (wm) fiir # + 1, und insbesondere die Stetigkeit 
der links in (5’) eingehenden Funktion; wir erhalten 


(6) lim V() = lim Sin + 0h) 


o-i1 wil 


= So+n-g =e —1) —f(s). 


Aus (5’.6) entnimmt man eine ,,Grenzintegralgleichung’ der ¢-Funktion, 
die wir fiir s — 1 =o so formulieren: 





aM ac 
di 


=) ; roc) A gee Ee 
¢(o)=32 eorres=: at eg Ce aert“(5) -(5)] 
Ut eE RO 


besteht fiir jedes o + 1, 3, 5,.. 
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Weiterhin soll die Quadrantenfunktion V(w) direkt durch Faltung 
von ¢-Funktionen dargestellt werden. Fir 2 < Rijs), |argw| < 2 ist 


V (a) = Doe (g + oh) = ra err D> e-~Tgt+on) 
1 


1 
0 


also mittels (2): 
a 1 drr~* (dtror@ 
~ 2atT (a) 





e’—1 (wr) 
(7) - ssirey | to PMCwHIe— Hf (6-0. 
(>) 


Nach (6) entsteht eine einparametrige Aussage iiber ¢(s) aus w = 1: 
@) PE @—1— LO) = sh -{aePOLOLe—H6 6-9; 

(3) 
um aber entsprechend (3’) eine zweiparametrige Integralidentitat fiir ¢ (s) 
zu gewinnen, beschaffe man erst innere Kigenschaften von V (wm). Neben 
der trivialen Spiegelungseigenschaft 

1 

welche auf Grund der Summation in (4) oder Integration in (7) einsichtig 


ist, bilden wir als Gegenstiick zur additiven Periodizitét von U (w) die 


Differenz 
h—1 


Vw) —V(o+l)=(1+o)-*0(s) + Dt Do (hw + g)-* 


= (1+o)-*¢(s)+o-*V (1+ =), 


und tragen 
(8’) V (@) —V(@+1)—o-*V (14+ =) =(1+0)-*0@) 
nach (7) ein. 

Unter Ausscheidung von V(w) entsteht so fiir ¢(s) die Integral- 
gleichung 
(get; faePOcOre——He(s—H[o-! — (@ + 1)! ~o-+(14 2)4 

(3) 
_ F(s)e(s) 


~ +e)’ 
geltend jedenfalls fiir 2 << R(s), |jargw| < 2. 
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Vermége analytischer Fortsetzung durch die s-Ebene leistet (9) sogar 
eine gemittelte Schitzung von |{(t)| lings vertikaler Linien, denn fir 
R(s) < 0 kann der Grenziibergang w - — 1 durchgefiihrt werden. Diese 
Schitzung erfaBt aber den Streifen 0 < R(t) << 1 nicht, und bietet daher 
kein Interesse. 


§ 4. 
GréBenschitzung von |¢ (; + é+)| im Mitel. 
Die in s und w identische Aussage (3.9) soll nun dreiparametrig ver- 
allgemeinert werden. Jeder der vier dort eingehenden Summanden hing 
von @ derart ab, daB nur Potenzprodukte iiber den Basen w, w+ 1 auf- 


traten. Daher liegt es nahe, in w hypergeometrische Integranden zu er- 
zeugen, indem fiir das Gebiet 


(1) jargz|<argw; O<ce 


die Multiplikatoren dw (w — z)* auf (3.9) angesetzt werden. Da die er- 
waihnten vier Summanden fiir wachsende |w| hinreichend stark gegen 


Null streben, existiert jeweils {dow — z)*...; sichern wir die Eindeutig- 


keit des Integranden durch Schlitzung der w-Ebene von — 1,0 und w 
nach oo, und bleiben im ,,Hauptzweig“, so bilde man das absolut kon- 
vergente und positiv umlaufende 


[dow — 2) [ dt... = f dt... fdw@—ay.... 


>) x ics 





2 
Die hier zulassige Vertauschbarkeit der Operationen bewirkt das Auf- 


treten einer hypergeometrischen Funktion, welche durch 
1 


(2) F(a,be; z)= rorecn | 4 vo—1(] — re—?—-1(1 — zt)-4; 
0 
ey 
R(c—b) > 0 


eingefiihrt werden kann, sowie von Sonderfillen derselben. Wir berechnen 
) 0 
(3) | dw (w — z) wt = zti-t [do wt—2—*(] — w)* 
Pu " 


riit+ert—1—e) 
Te 





== (1 _ g— Sate geti-t 
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im Bereich (1) als Wert eines ersten Bestandteiles von (3.9), welcher 
durch den Ubergang z+ 2+ 1 bzw. t->s auch den zweiten und vierten 
Bestandteil mit ergibt. Nach (2) folgt endlich 


(3’) [ do (o — a) o-*( +1)" 


& 1 


2mte —# é€ s-—-2—é é | s)\~ 
= (1 — e— **4*) gist | duu 2—«(1 — w) (1+ =) 
0 
rii+el(s—1—e) 
I(s) 
Zur Beurteilung der GréBe unserer bestimmten Integrale (3. 3’) fordere 
man neben |argz| < a noch iiber (1) hinaus 


t 


= (1 — e—2*#*) gi—ate 





Flt,s—e-—1,3; =} 
\ zi) 


(4) O<e< ds F<ag@e-)n<¥;, Len <,, 
dann gilt fiir |3(t)| > a(s, 2, e): 


(5) | [do (o—2)o-4 < erie) ~ Fe—aitl-leta 


t 3x P 
(5') | {dol — z/(w+1)-*| < jet 1Rute-oee' eal 


(5") | {dow — 2) w—*(w + 1)-*| < |x + 1/8 0-0 es 


z 


Fiir 3 < (s) entsteht dann, identisch in s, z,¢ geltend: 


1 ivacet r(t—1—e) 
6) shy f dermre—oewe(—o [nr 2r—9 
(1 + 28) 
rité—1— r(s—1— = 
— (e+ tent SEO) _ gat ene SOS Pt, 8 — e — 1, 55) 


= (z+ 1 t*-* P(e —1 — «) 0(8), 
eine dreiparametrige Aussage tiber ¢-Funktionen also, welche durch Grenz- 
prozeB in bezug auf z ein Werkzeug liefert, die GréBenordnung von 
\¢ (¢)| im Mittel zu beurteilen. 

Die Abschatzung (5’) kann verschirft werden durch Verkleinerung 
von R(t), falls |z+1|< 1 bleibt, was wir weiterhin annehmen wollen. 
Der Integrand in (6) enthailt bei ¢ = 1+ ¢ scheinbar einen Pol, 
dessen Residuum sich wegen lim [2'+*~'— (z+ 1)'+*-‘] = 0 jedoch 


t—+i1+e 
als schwindend erweist; daher verschiebe man den Integrationsweg nach 
links und erhilt f dt...= f dt... mit dem Erfolg, da8 die Exponenten 


(1 +2) (1+ =) 















Gitterfunktionen der Zahlebene. 375 


iiber den Basen z und z-+1 links in (6) jetzt simtlich positive Real- 
teile aufweisen. Fiir kleine |z + 1| vereinfacht dies verschiedene Summanden 
unserer Integralgleichung; das Verhalten der hypergeometrischen Funktion 
fiir x -» —1 aber wird vermittelt durch die schon von GauB gegebene 
Darstellung eines Funktionszweiges mittels zweier linear unabhingiger 
Zweige; in unserem Falle 

—1 r(s) (i+ e—t 1 
F(t, s—s—l, 3; —} =: Pace Foon F (t, s—e—l,t—e; st ) 


_ (2+ )lite—t P(s) P(¢—e—1) 
/ (= Tis—e—1) TW 











F(s—t,1+¢,2+e—t;27). 


ye 
Langs des Integrationsweges R(t) = 1 + 3 gilt daher gleichmaBig in ¢ 
fiir z+ —1 die Abschitzung 


(7) F(t, s—e—1, 8; —) 


zx 


_ f@(s) TU+e— z+1yit+e—-t I(s) (t—e—1) 
™ [rasorece + ( .") Foren Tol (h + Oct +o}. 


Um auch rechter Hand in (6) den Exponenten ® (1 + ¢ — s) > 0 zu machen, 
lasse man jetzt s durch seine Ebene stetig laufen; dabei wird die 
Aussage (6) analytisch fortgesetzt, der Pol ¢ = s — 1 wandert nach links 


und stéBt sich am Integrationsweg R(t) = 1 + ye Letzterer hat also 


auszuweichen und kann, ohne dem Po! ¢ = 1 zu nahe zu treten, nicht 
geradlinig gehalten werden. Lassen wir durch stetige Anderung fir s 
das reelle Intervall zu 


(8) l<s<1l+ , 

so liegt s — 1 + 1 nach (4); das Wegelement dt findet also die Umlauf- 
méglichkeit 1+ und (s —1)~ passierbar und mége weiterhin fiir 

(8) 1<3@ lings RY) = F 


1” (@—1)~ 


geleitet werden, was durch die Bezeichnung fae angedeutet sei. Dann 


(3) 


existiert gleichmaBig lings dieses Weges 
Kim [2't*-! P(s—) Fe—1—2)) = —e***-9P(s—HP¢—1— 2); 


unter Benutzung von (4.8) entnehmen wir weiter fiir wachsende %(t), 
daB zuletzt ebendort : 


le = P(s —t) P(t —1—2)| <|t}-°-< 
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bleibt, und bei Integration absolute Konvergenz im { dt... vorliegt. Nach 
(3) 

(5’) werden zwei weitere Summanden aus (6) im Grenzproze8 verschwinden, 

wahrend nach (7) der hypergeometrische Grenzwert 





: a oh, cone PE +e 
,jim_ 2 F(t, s—e—1, 8; =) =e ’Fatore—s 


vorhanden ist. In allen drei Fallen aber liegen tauschbare Operationen 


vor, wobei 
lim [dt...=[{dt lim 


z-—-—1 z-—>-1 


gilt. Fiihrt man den Grenziibergang durch zunichst im Gebiet 0< «<1; 
l<s<1+ 7 so schwindet das Kurvenintegral: 


it @—1)~ 
f dtl(t)t(s—o (+ee-** it—1— e) I'(s—2) 
(3) —e—**T(s 1 —e FF +e—8)] = 0. 


Wertet man beide Residuen aus und integriert geradlinig nach oben, 
so wird 
ett 


9) g2ite=D | dt C(t) f(s —t) ('(1+ e)e—*#* F(t — 1 — e) I'(s — 2) 





(}) —e-**T(s—1—e) PP(l+e—9) 
mis 
=aT0—1) |x ~ aaa + — 9P) Pe— 2-2) 


Die zweiparametrige Identitét gestattet die Ausfiihrung des Grenziiber- 
ganges s 1 und liefert im Streifen 0 < R(e) << 1 alsdann 


(10) 5 farcoca —t)(T+ee-** rt—1—e) (1-4) 
(+) +r(—-areori+e-—d) 


in 1 = 2 COB 1 € 

~~ (e+ e%)sinze dane * sin? (2 e) 
Die einparametrige Aussage (10) erlaubt die Ausfiihrung des Grenziiber- 
ganges ¢ > 0 und ergibt zunichst 


lim ie* { dt |f(t)|e-*#* (t@—1— 2) (1-8) = 22, 
e—o (2) 


oder unter Benutzung des Grenzverhaltens der J° Funktion im Streifenende 





2+ ic 
2 
lim e* { dt |¢()Pe-2-* = 1. 
eo 1 
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Damit ist aus den Funktionaleigenschaften des Halbgitters zu den 
quadratischen Mittelwerten von ¢(}-+-ir) ein dritter Zugang geschaffen, 
welcher die GréBenschitzungen aus der approximate functional equation 
oder den selbstreziproken Funktionen umgeht’). 


§ 5. 
Funktionen im Gittersektor. 


Die Ergebnisse von §2 hitten auch durch streifenweise Zerlegung 
des Halbgitters gefunden werden kénnen. Dem eindimensionalen Gitter 
entspricht dann die fiir 0 < Y(m); 1< R(s) bestehende Identitaét von 


Lipschitz 
—2 
py 9(g+u)-* = be i ke 2 ga atku, 


welche mit (u=v-+qmh) und Summation fiir 2 < R(s); v + 0(1,m) 


oo 


= = (— 2zni)° = | et katy 
pip), (v+ g +h) = Te) k <a tiste —] 


ico 
liefert. Aus (1) bilde man {do..., was gliedweise auszufiihren geht: 





oo oo 


l 
= PP poser 


1 





oo 


+(-— 2niy-1 DI ke —* e— 2k xiv log (] — ett *tw) — 0, 
1 


Unter der Einschrinkung |®(w)| << 4 kann sogar in s noch der Grenzwert 
gebildet werden: 


ani, im + Secicon = og ff c— en ny skate 


Um aber Funktionen des Gitterquadranten zu erhalten, gehe man wieder 
auf (1) zuriick und ersetze die Verinderlichen v, durch =, =; damit 


entsteht in Verallgemeinerung von (3.5) fiir kleine |v|: 


‘ _ 2kxiv 
(—22i" a wo *e ol 
ae Se e ares oy sabe akxi 


l—e * 





0< (29+ 1) @A+1) 


= DP Fee w+gtohy*. 


*) Vgl. Titchmarch, Cambr. Tracts in Math. No. 26, p. 36. 
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Auf Quadrantenfunktionen fallen wir zuriick in den vier Fallen, welche 
durch 2v = 0 (1, @) bestimmt werden, und insbesondere im Fall v = 0, 
welcher allein weiter verfolgt werden soll. Hier erscheint (3.5) in der 
Gestalt 


(—22if a 1 _—s 
(I . eo de (CG tkai@ yak ) 





(w-*— e #44) £(8) + (1—e- #4) Don + wh) 


und soll fir 0< Y(w); 2< R(s) durch dw transformiert werden. 


“tae 


Solche Integration fihrt fiir s+ 2 neue Transzendenten ein, daher 
interessiert uns der GrenzprozeB s-» 2 besonders, welcher der klassischen 
Transformationstheorie der Modulfunktionen zuginglich bleibt. Wir 
gebrauchen hier nur 


© [Jo — er hzio) = pie “# [Ja —e i, : 


~~» 


um 
2k2ziw . ° ° 
9 * l—e oe | S 20. Be. 
(2) PD, gare = 8 SI 
1 — e o 
herzuleiten. Schreibt man an Stelle von (1’), um (2) einfiihren zu 
kénnen: 


—2zxi)" 
Care Sie + gk 06 — 29 


f ee kai 


d log 
| 
— dw 


+ t(s) [e-***" dw + {4 (o'- ‘)| = (1— este) Son (g+wh)”? 
1 


— S54 


i—e ®* 





so entsteht im Quadranten der (g, h)-Ebene die Grenzformel 


3 lim (s—2 St, ee eee |=! 2. 
( fy (s p h (g+wh)' (g+ih)*—* °8 @ 





Der Beweis fiir (3) kann so verallgemeinert werden, da8 nicht Quadranten 
sondern beliebige Winkelraume des Gitters in die Aussage eingehen. 
Sind teilerfremde natiirliche «,# vorgegeben, und sollen die Summations- 


punkte unserer Funktion in der (g, 4)-Ebene dem Sektor 0 < Z < 3 ent- 


y+od _ oy 


nommen werden, so sind beliebige unimodulare Suostitutionen sa 
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in (1’) zu betrachten, welche rechts in (2) das quadratische Restsymbol (3) 


neben elementaren Funktionen von  eingehen lassen. Die (3) ver- 


tretende Grenzformel fiir Sektoren des Offnungswinkels arctg 7 reduziert 


also eine Gittersumme auf den Restcharakter (5). 


B 
Wir beschlieBen diese Skizze sektorieller Eigenschaften des Parallelo- 


grammgitters mit einer Frage, die durch (3.8.8) nahegelegt wird. Um 

die Quadrantenfunktion V(m) durch innere Bedingungen zu kennzeichnen, 

ist fiir |argw|< a und 1 < R(s) die analytische Lésungsgesamtheit D 
des folgenden linear homogenen Systems anzugeben: 

D(w) = o-*D(+), 

i — 8 1 . 


das entsprechende Problem im Gebiete der Modulfunktionen ist fiir s = 2,4,.., 
vielfach bearbeitet. 


Freiburg, Marz 1936. 


(Eingegangen am 8. 5. 1936.) 











Indefinite Quaternionen und Modulfunktionen. 


Von 
Bruno Schoeneberg in Hamburg. 





Ist Q(z,,..., Zax) eine positiv-definite quadratische Form mit ganzen 
rationalen Koeffizienten, so stellt die Thetareihe 
zz et FIT Qin, -. Mey 
nm oer ek 
bekanntlich eine ganze Modulform der Dimension — *% und einer Stufe, 
die von der Diskriminante der Form Q abbingt, dar. Die vorliegende 
Arbeit beschiftigt sich mit gewissen analog gebildeten Reihen, deren 
quadratische Formen aber indefiniten Charakter haben, und zwar fiir den 
Fall von vier Veranderlichen. Die indefinite quaternire Form tritt dabei 
als Normenform eines indefiniten Quaternionenbereiches auf. Die fiir die 
Konvergenz dieser Reihen notwendigen Summationsbedingungen werden als 
Aussagen iiber die Hinheiten der indefiniten Quaternionenbereiche for- 
muliert. 


Dabei wird von folgendem ausgegangen: Hat man fiir eine Dirichlet- 


Reihe R = eine Funktionalgleichung, so liefert die Anwendung der 
n 


n=1 
Mellinschen Formel 





2+ic 
ne oe (8) 
wn |) 
2—ic 
eine entsprechende Funktionalgleichung fiir die Potenzreihe J a,e~‘". 


n=1 
Tritt in der Funktionalgleichung der Dirichlet-Reihe ein J-Faktor auf, 
der im wesentlichen mit J"(s) identisch ist, so zeigt die zugehérige Potenz- 


reihe beim Ubergang von ¢ zu + ein sehr iibersichtliches Verhalten. Fiir 


den Fall der ¢-Funktionen algebraischer Zahlkérper sind diese Verhiltnisse 
von Herrn Hecke untersucht worden'). Inzwischen hat nun Fri. Hey’*) 
die ¢(s) und {(s, R) fiir die nullteilerfreien hyperkomplexen Systeme auf- 
gestellt und ihre Funktionalgleichung hergeleitet. Fiir die Quaternionen 


1) Zur Theorie der elliptischen Modulfunktionen. Math. Annalen 97, 8. 210. 


2) Analytische Zahlentheorie in Systemen hyperkomplexer Zahlen, Hamburg 
1929. Dissertation. 
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ist dabei der J-Faktor, worauf Herr Hecke aufmerksam machte, im 
wesentlichen mit J°(s) identisch. Daher liegt es bei der in Quaternionen- 
bereichen geltenden Arithmetik nahe, diese ¢(s, 8) zur Gewinnung von 
Modulformen heranzuziehen. Das geschieht in dieser Arbeit und fihrt 
zu Modulformen, deren Verhalten bei beliebigen Modulsubstitutionen dem 
der bekannten biniren #-Reihen dhalich ist. 

Nach Zusammenstellung einiger bekannter Tatsachen aus der Theorie 
der verallgemeinerten Quaternionen werden Funktionen, die aus den 
¢(s, R) von Fri. Hey durch Einfiihren von Restklassenbedingungen ent- 
stehen, aufgestellt und in engem Anschlu8 an die Arbeit von Fri. Hey 
untersucht. Es ergibt sich fiir diese Funktionen ein System von Funk- 
tionalgleichungen, das ein weiteres fiir die Potenzreihen, die durch An- 
wendung der Mellinschen Formel entstehen, zur Folge hat. Aus diesem 
System von Funktionalgleichungen folgt, da unsere Potenzreihen im Falle 
der definiten und indefiniten Qualernionen ganze Modulformen der Dimen- 
sion —2 und einer von der Diskriminante des Quaternionenschiefkérpers 
abhingigen Stufe sind. Die Ergebnisse wurden in einer solchen Form 
hergeleitet, daB die definiten Quaternionen, die natiirlich viel leichter zu 
behandeln sind, und die indefiniten gleichzeitig erfaBt werden. Die Dar- 
stellung ist im wesentlichen ohne Kenntnis der Heyschen Arbeit lesbar. 

In der Arbeit von Herrn Siegel: Uber die analytische Theorie der 
quadratischen Formen (Ann. of Math. (2) 36, 37) wird fiir beliebige ganz- 
zahlige definite und indefinite quadratische Formen ein Zusammenhang 
zwischen diesen und Modulformen hergestellt. Der Weg, auf dem dort 
die Ergebnisse, aus denen ein Teil unserer Resultate folgt, hergeleitet 
werden, ist von dem hier eingeschlagenen Weg wesentlich verschieden. 


§ 1. 


Begriffe und Sitze aus der Theorie der Quaternionen. 

Wir stellen hier zunichst einige bekannte Tatsachen aus der Theorie 
der Quaternionenschiefkérper zusammen. Diese Systeme S sind die 
nichtkommutativen, nullteilerfreien Bereiche mit vier Basiselementen iiber 
dem Kérper der rationalen Zahlen. Die Multiplikationstafeln ihrer Basis- 
elemente schreiben wir in folgender Gestalt: 


&=1, && = && = &, 
ef = — Ashita, S41 See = — Sige So = Ay. 


Darin durchliuft i die Indizes 1, 2, 3 mod. 3, und A,, 4,, A, bedeuten 
bestimmte ganze rationale, von Null verschiedene Zahlen. Ein durch 
solche Multiplikationstafel gekennzeichnetes System GS bezeichnen wir 
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durch G(A,, 4,, 4,). Notwendig und binreichend dafiir, daB S(A,, A,, A,) 
einen Schiefkérper darstellt, ist, daB die ternére Form A, 2? + 4,23 + 4,2? 
den Wert Null nur im trivialen Fall annimmt. 

Ist § = x, + 2, e, + 2, &, + 2,¢, eine Zahl aus GS, so bezeichnen wir 
die Zahl & = a, — 2, ¢, — %&—2%,€, als Konjugierte zu & Das 
Produkt n(&) = §@ = &§ = 23+-A,4,23 +-4,4,23+4,4,23, nennen 
wir Quaternionennorm und die Summe s(é) = &+& = 22, Quater- 
nionenspur. Nach dem Charakter der quadratischen Form n(é) bezeichnen 
wir die Bereiche G(A,, A,, 4,) als definite oder indefinite Quaternionen- 
bereiche. Die durch die Abbildung 


3 
k) 
g-ai= J Chr & 
vy, k=0 


vermittelten Ausdriicke 
N(é) =| E ol? a, 
und . 
S(f)= EF chra, 
“a, v=0 
stehen zu den Bildungen n(£) und s(é) in der Beziehung N (&) = (n(&))? 
und S(&) = 2s(6&). 

Ist J eine Maximalordnung aus S und w,, w,, w,, w, ihre Basis, so 
ist die Determinante |s(w,;w,)| = A die Diskriminante von J. A ist von 
der speziellen Wahl der Maximalordnung unabhingig. Die Teiler von 4 
liefern genau diejenigen rationalen Primideale, die in J zerfallen, und 
zwar sind diese das Quadrat eines zweiseitigen Primideals aus 7. Be- 
trachten wir zu einem Rechtsideal |a) c J alle Zahlen Ac G, fiir die 
s(aA) ganz rational ist, wenn « c |a), so bilden diese das zu ja) kom- 
plementire Linksideal D~'(a~"|.  Dabei ist D~* das Reziproke eines 
ganzen, von |a) unabhingigen zweiseitigen Ideals dD, der Differente. Be- 
deutet fiir ganzes ja) c J die Norm N ja) die Anzahl der Restklassen 
mod. ja), so ist N(b) =|A|. Das oben definierte N(é) ist dann fiir 
ganze & gleich N (\£)), wo |&) das von & erzeugte Rechtsideal ist. lle 
Zahlen, die zu einem Element des Rechtsideals ja) konjugiert sind, bilden 
ein Linksideal (a’| c J. Das Produkt (a’||/a) ist ein rationales Ideal, das 
wir uns von der positiven Zahl n|a) = A erzeugt denken wollen. Fiir dD 
ist Db’ = Dd und daher (n(d)) = d* = (D) bei positivem D. Weiter ist 
(n|a)) = N\a). Die Gesamtheit der Rechtsideale «|a) bei « + 0 und 
festem |a) bilden eine Rechtsklasse in J. Es gilt: In jeder Rechtsklasse 
gibt es ein ganzes Ideal, das zu einem vorgegebenen Rechtsideal aus J 
teilerfremd ist. Ferner brauchen wir noch: Ist p eine rationale Prim- 
zahl, die in A nicht aufgeht, so ist der Restklassenring J mod. p* isomorph 
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mit dem Ring aller Matrizen zweiten Grades, deren Elemente die ratio- 
nalen Restklassen mod. p* durchlaufen. 
Fiir die ¢-Funktion 
t= D' waz 
jay CT 
wo sich die Summe iiber alle ganzen, von Null verschiedenen RKechts- 
ideale aus J erstreckt, tibernehmen wir von Fri. Hey die Gleichung 


o(s) = tr(2s)ee(2s—1) J] (1->+,), 
pid 


wo €pr(s) die Riemannsche ¢-Funktion ist, Die Konvergenz von ¢(s 
fiir Re(s) > 1 ergibt sich aus dem Beweis dieser Gleichung. 


§ 2. 
Die ¢-Funktionen und ihre Funktionalgleichung. 
Sei a ein ganzes Rechtsideal aus einer Maximalordnung 7 des Systems 
S(A,, Ay, 4,) und o eine beliebige Zahl aus a. J’ sei die Maximalordnung, 
in der a Linksideal ist. a~' und a’ (das zu a konjugierte Ideal) sind 


dann in IJ’ Rechtsideale. Wir bilden mit der positiven ganzrationalen 
Zahl Q 


ae ae, ees 
(1) C(s, aQd, 0) = N(aQd) _ = IN (n)\8° 
@ca 


Durchlauft ein m« in seiner Restklasse auSer Null ein vollstindiges System 
von Zahlen, die sich nicht um eine Einheit aus J’ als linksseitigen 
Faktor unterscheiden, so konvergiert die Summe als Teilreihe von 2 (s) 
fir Re(s) > 1. Wir verlangen nur, daB sich zwei auftretende Zahlen 
nicht um eine Einheit 7, = 1(aQbd) aus J’ als linksseitigen Faktor unter- 
scheiden Das soll der Akzent am Summenzeichen bedeuten. Die Kon- 
vergenz bleibt dabei erhalten. Die dem Ideal a’ entsprechende Reihe 
(2) (8, Qd0,¢)=NOday Y" oriae 
(eo C a’) 

ist mit der Reihe (1) identisch. Eine Funktionalgleichung fiir das 
System der €(s, aQbd, 0) mit festem a und Q werden wir im Anschlub 
an die genannte Arbeit von Fri. Hey gewinnen. 


4 
Sei w,, @,, @,, @, eine Basis von J und w = J u;m, die allgemeine 
i=1 


Zahl aus I, (q;,) = Q die Matrix einer beliebigen positiv-definiten quadra- 
tischen Form mit ganz rationalen q;, und |Q| die Determinante von Q. 
Ferner bedeute 


4 
(3) fa (@) a: “ Jik Ui Ux: 
ik=1 ° 
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Mit Hilfe der Matrix Q und einer Matrix 0*, fiir die im Hinblick auf 
das folgende O* = RO-'R mit R = (s(w,«,)) sein soll, definieren wir 


(4) 8(w, aQd, 0, Q) = b et fae " 
u=eagn 
(5) , (Q d a’, Q@, 0’, O*) = ys e me’ f+ (u dl 
u=e@rde’ 
Als geeignete Normierungsfaktoren c und ¢ wahlen wir ¢ = — 
und c’ = a FSET seqview 


= , 
A QViO*] V(b) 

Auf die Funktion ?(m, a Q»d, 0, Q) wenden wir nun die allgemeine 

Transformationsformel der #-Funktionen an. Dazu sei («,, a,,a,,«,) eine 


4 
Basis von aQd und « = J y,a; mit ganz-rationalen y; fiir « c aQb. 
i=1 
4 
Das Element @ Cc a schreiben wir in der Form 9 = J 1,;a; mit ratio- 
i=} 


4 
nalen 7;. Weiter setzen wir fg (wa) = J a, y; Ye, WO die a, von der 
ik=1 


allgemeinen Zahl w und der Multiplikationstabelle der Basiselemente von I 
abhaingen. Dann ist 


(6) #(w,aQv,0,Q)= F e “ae 
x=e@Qd ‘ 
+0 —Aze ZS ayy Wg + 77) Opt rE) 
= z= e i,k=1 
Vise Mee — oO 


‘4 
hee ve V-no Ks == , 
wobei (Ajx) = (a4%)~'- 

Wie einige einfache Rechnungen ergeben, gehért die Matrix (A;,) in 
ahnlicher Weise zu dem Komplementirideal von aQbd wie die Matrix («;,) 
zu aQb selbst. Es ist nimlich Y Ayn y; ye = fae (A @'), wo 

i,k 


1 
—st— 
e 


iM. 


AcQ-'D-*a-', dem Komplementirideal von aQbd mit der Basis 
4 
A,, A,, A;, A, und A= J y;A,;. Damit ist 


i=1 
1 — a= fge(Aw-) +2 218(AQ) 
,- eB wk Fee é€ 
@? DN (a)! AC@! pD-1e-1 


Durch Ubergang von Q-' D-' a-' zu dem ganzen Ideal Qda’ erhalten 


wir: 


(8) B(o, aQbd, e, Q) = 


(7) B (a, aQ d, Q, Q) _ 


1 ente(725) rns: 
—— e (Qda',w , a’, 2Q*) 
SD\Na| , Love 1 


@ mm 
, 
a 
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und entsprechend: 


) O00.) = eps, D ., é*'"(TaD) o(-1,09d,0,9). 
eca 
Um den Zusammenhang zwischen ((s,aQbd, 9) und #?(w, aQbd, oe, Q) 
herzustellen, bilden wir wie Fri. Hey folgendes vierfache Integral iiber 
den Gesamtraum @& der reellen Variablen u,; 


(10) ifs e *12 NH oy|s War: 





Dies fiir Re(s) > 1 offensichtlich konvergente Integral geht durch die 





Substitution w’ = wy, fiir die We ein invariantes Differential ist, 
tiber in 


1 — cfg @) . 20 
(11) war \\f° No |\No|* 
6 


Durch Summation erhalten wir aus (10) und (11) eine Funktion 
®(s,aQd,0,Q) in zweifacher Gestalt. Einmal aus (11) 


(12) G(s,aQv,00)= aa |f[foren ror ee 
6 








u=eagr IN a!’ sills 
2 a~ 2419)? 
ep T'(s, 2) ¢(8,aQD, @). 
Dabei ist 
e —faw du 
(13) I'(s,Q) = {lyfe 2 | N w|* Wel" 
Andererseits erhalten wir aus (10) 
14 ® (s, aQd, 0, Q) = je OPN 
(14) (2,090, @,9) = _ 2" {ijfe | 


Zur Umformung dieser Summe verstehen wir wieder unter 7, die Ein- 
heiten aus J’, fiir die 7, = 1(aQbd). F, sei der fiir diese Einheiten- 
gruppe vorhandene rechtsseitige Fundamentalbereich. F, ist meBbar im 
Sinne von Lebesgue. In diesem Sinne sind auch die folgenden Integrale 
zu verstehen. Der von O. Schreier stammende Beweis fiir die MeSbarkeit 
im Falle der vollen Einheitengruppe eines beliebigen einfachen Systems 
findet sich in der Arbeit von Fri. Hey. Jetzt ist G = J F,n,. Fiir (14) 
m1 


schreiben wir daher 


(15) > > fifi eee IN o \ 


| 
+ een ™ Fy ny Wor 


= Figg EMffer eer ot ey 


#Se(@Qd) mn “FF, 
Mathematische Annalen. 113. 25 
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Durch die hier mégliche Vertauschung von Summation und Integration 
erhalten wir 


(16) @(s,aQd,0,Q) = iN x e7 *°*/a@H \N | re 


omeee* 
= fife. aQd,e,.Q) — bp, o} |N w/ onl T° 


Aus dieser Darstellung leiten wir fiir ®(s,aQb,0,Q) eine Funktional- 
gleichung, die wegen (12) eine solche fiir ¢(s,aQb,o) zur Folge hat, her. 
Dazu zerlegen wir F, in die beiden Teile F,, = Fy\yo;>, und 
F,..=F,\nwj<:1- Ebenso zerlegen wir den linksseitigen Fundamental- 
bereich F, in F;,, und F;,,. Dann ist: 


a) 4,000.0.) = [ff + ff Ol 2000.9) — dal Wor 82. 
Pi,1 Fis 


Auf das zweite Integral ‘wenden wir die Transformationsformel (8) an 
und iibernehmen noch von Frl. Hey folgende auf der Endlichkeit von F, , 
beruhende Gleichung: 


(18) {V[Jimorsan = fiffens Re(s) > 1. 


1,2 Fie 


Dann erhalten wir die fiir ® in der ganzen s-Ebene giiltige Darstellung 
dU 
(19) (s, av, e,.2) = {({{ {0 (w, a9, 0, 2) — 4,4} Nol Hoy 


Pi 
+(e ato fffer 
+a [fff 3,25 freemen 
ag oe 





- de. 0} |W a|t—* We ° 


| 
Definieren wir noch fir a’ 
d 
(20) , (2, Qd4',0,.2%) = {iff (0, (Qd4,w,0',.2%) — dy, 4] [Nol oo 
Fy 

art ipei3 I(s, Q*)c ( ,Qd  - 

=o py 1 (8,QDda',0°), 
so gilt auch fiir diese Funktion eine der Darstellung (19) entsprechende. 
Hieraus ergibt sich sofort folgende Funktionalgleichung fiir die Funk- 
tionen @: 
(21) O(1 — s,aQd, 0, Q)= 


” re 


(ies) @, (s,Q da’, a’, O*). 
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Diese Gleichung hat wegen (12), (20) und der Identitaét der Reihen (1) 
und (2) eine Funktionalgleichung fiir das System der ¢(s,aQb,o) zur 
Folge. Es ergibt sich: 

(22) c(l — 8,aQbd, e) 


a 
atA—39 O81? 1 (4, g*)Q ys axis 


i-e 
(Q@? Dy**|Q) * ra—ea) “we” 


Die Lésung unserer Aufgabe wird erst dann vollstindig sein, wenn 
wir die Funktion J"(s, Q) auf bekannte Funktionen zuriickgefiihrt haben. 
Hierfiir verweisen wir auf die Arbeit von Fri. Hey. Dort wird die Ab- 
hangigkeit der Funktion J'(s, Q) von Q und der gewihlten Basis der 
Maximalordnung J untersucht. Gerade an dieser Stelle erweist es sich 
als vorteilhaft, in der Definition von #(w,aQb,0,0) zunichst keine be- 
sonderen Annahmen iiber Q zu machen. Die fraglichen Gleichungen lauten 
fiir definite Bereiche 


(TaD) ¢ (s, aQb, «). 





¢—1 


(23) JQjP P(s, 2) = 14> 


Q2-¢—1) a r(2 8) 
und fiir indefinite 











e—1 38 
(24) jal? re, 2) =|a{* a? I'(s)r (==): 
Beachten wir noch die Gleichung 
2e—1 
I (28) — Qe0@*—» rr 2 ) : 
Te@u—a) ra —or(=") 


so erhalten wir schlieBlich als Funktionalgleichung des Systems unserer 
¢-Funktionen 
(25) ¢(1—s, aQbd, o) 

7 34) I'(28) P sans 


=+ ——____ 2 #— 193(1— 88) 


=. = (ds) 
(Q* D)** r(2(1 —2)) 4@D"S (8, aQD, a). 


ey 
ecea 


Dabei gilt das obere Vorzeichen fir definite und das untere fiir indefi- 
nite Bereiche. Diese Bedeutung wird auch im folgenden beibehalten. 
Aus der Gleichung (25) folgt unter Heranziehung von (12), (23) bzw. 


(24), daB die £(s, aQb, 0) — {I { dU ganze Funktionen sind. Es 
ist also ” 
(26) Res f(s, aQd, o) = {{sJe U. 


1,3 














388 B. Schoeneberg. 


Hieraus ergibt sich mit Hilfe von (25) 


D 
(27) £(0, aQ, e) = — gr deu |] [ av. 
Fi,a 
Das Integral tiber F,, ist bei definiten Quaternionen leicht zu berechnen 


2x? 


und ergibt sich als — a, wo w, die Anzahl der Einheiten ny, c I’ mit 
1 
, =1(aQbd) ist. Im schwierigeren Fall der indefiniten Quaternionen 


ist der Wert des Integrals gleich els (p—1). Dabei ist der Wert des 
|| 


Symbols [2] gleich 1, falls es unter den betrachteten Einheiten 7, solche 
mit »(7,) = —1 gibt; im anderen Fall ist der Wert gleich 2. Ferner 
ist p das Geschlecht des Fundamentalbereiches einer komplexen Substi- 
tutionsgruppe, die der Einheitengruppe der 7, isomorph ist. (Siehe K. Hey). 


§ 3. 
Die Potenzreihen aus den indefiniten Quaternionenschiefkérpern und 
ihr Verbalten bei beliebigen Modulsubstitutionen. 

Aus dem System der Funktionalgleichungen fiir die ¢ (s, aQbd, o) 
(25) soll nun fiir die #-Funktionen, die diesen ¢-Funktionen durch die 
bekannte Mellinsche Formel zugeordnet sind, ein entsprechendes System 

2+iaw 
1 


hergeleitet werden. In e~' = ini | a ds ersetzen wir dazu ¢ durch 


—ica 
t|n(u)| und s dureh 2s. Durch Summation erhalten wir gemaB (1) 
2+itaw 
TY” e-tinwi — | 


nt | “2% e (a, aQbd, 0) N(aQbd)-*ds 
wEe@gn t 


—1l+i@w 
1 r(2(1—s)) 

















= <7 —ha-a ¢(1—8,aQbd,e) N (aQd)-* "ds. 
—1—tow 
Auf den zweiten Integranden wenden wir die Funktionalgleichung (25) 
an und ersetzen den Integrationsweg Re (s) = — 1 durch Re(s) = 2. Die 
dabei zu beriicksichtigenden Residuen des Integranden entnehmen wir (26) 
und (27). Dann ist, wenn wir noch t= — on setzen: 
» ate BO! 
(28) e "4D 
“ue =e(aQd) (22 l 22% |n(u)| 
l ’ aais _-— D 
= + 3D * sa) | Se : 00 + soa teo| (ff a0} 
@modaqQpd 


A Fi,a 
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Demgem&B definieren wir: 


° nie Oe 
(29) (450,000) = +9 ogr5([[lav+ SY) o* aaz, 


ra a2=e(aQd) 
1,2 eCca 


Der Wert des vierfachen Integrals ist am Ende von §2 angegeben. Bei 


dieser Definition lautet (28), wenn wir t durch — aa ersetzen: 


Ps mis 


(30) 0(—=; 4, Q>) = Far > SS) oe a, a, Q d). 


@modaQD 
«ca 


Diese #-Funktionen haingen von den Argumenten g und a nur insofern 
ab, als og hinsichtlich seiner Restklasse mod. a@bd und a seiner Ideal- 
klasse nach in Betracht kommt. Denn es gilt 


(31) B (rt; 0, a,Qd) = O(r; Ae, Aa, Qd), 
wenn Aa ein ganzes Ideal ist. 
Nachdem in (30) das Verhalten der #(t) bei der Substitution —+ 


bestimmt ist, stellen wir zunichst ihr Verhalten bei der zweiten Er- 
zeugenden der inhomogenen Modulgruppe t+ 1 fest. Fiir jedes ganze 
rationale n ist: 


2i MLS. 
(32) b(t +n; 0, a,Qbd)=e AQD P(r; 0, a, Q Dd). 


Denn aus up = 0 (aQd), 0 Ca folgt wu’ =o0'(aQbd). Dies liegt daran, 
daB s(6)=0(D), wenn 6 = 0(bd). 


Das Verhalten der # bei beliebigen Modulsubstitutionen - eee 1aBt 


sich im wesentlichen wie in der genannten Arbeit von Herrn Hecke be- 
stimmen. Wir begniigen uns daher mit einigen Bemerkungen. 

ec sei von Null verschieden, da fir Substitutionen mit c = 0 das 
Verhalten der # durch (32) gegeben ist. Weiter sei das Ideal a, das ja 
nur hinsichtlich seiner Klasse in Betracht kommt, als zu cQ bd teilerfremd 
vorausgesetzt. Dann erhalten wir in fast wortlicher Ubertragung die 
Gleichung: 


——— ; 0,a,Qd 
et+d ) eQD= Zz v(o,v) P(t; y, a, Qd). 


+(er+dp y mod.aQbd 
yca 








(33) 


Dabei ist: 
aaa’ 
(34) very) = Fe eae 
amod.caQgb 
a@=0(aQd) 


as ba’y)+bdyy’ 
=e 4qD  9(e + dy, 0). 


Diese Summe hangt nur von y mod. aQbd und nicht mod. caQb ab. 








dyy'. 
+ ante (S05) +901 
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Schreiben wir in (33) —+ statt r, so erhalten wir fiir den Fall 
d = 0 (QD) die einfache Gestalt 





br—a 
6 ——? 0, a,Qd) 0 
(35) “(r= atee = 21°) 9(z; be,0,Q>) 
(also ohne die Unterscheidung der beiden Typen durch das Vorzeichen) mit 
9(0,0)= EF ¢ e4eD, 
a@=e(aQbd) 
@ mod.caQd 


Diese Summe miissen wir hier naturgemi8 in etwas anderer Weise be- 
rechnen, als Herr Hecke es fiir den Fall der Zahlkérper tut. Wegen 
be = —1(QD) und (c, A) = 1 kénnen wir zunichst wieder 
= —obc+ AAQD (mod. caQd) 
ansetzen, wo A ein volles Restsystem mod. c durchlaiuft. Dann erhalten wir 
921 ee ox tAQDaw 


g(o,0)=e 427 Fe ‘ 


4 mod. c 
Diese Summe ist von aA4QD unabhingig. Denn aus der Struktur des 
Restklassenbereiches J mod. p", wo p Primzahl und (p, D) = 1 ist, folgt 
die Lésbarkeit der Kongruenz 
yy =aAQD (mod. p”). 
Daraus ergibt sich aber sofort die Lésbarkeit der gleichen Kongruenz 
nach einem beliebigen rationalen Modul, der zu D teilerfremd ist. Also 
ist wegen (c, D) = 1 owe thee’ ong THO 
P(e,9) =e “— 2-6 . 


4 mod.c 








Da nun mit A auch yA ein vollstindiges Restsystem mod.c durchiauft, 
ist gezeigt, daB die fragliche Summe nicht von aAQD abhangt. Ferner 
ist sie offenbar gleich dem Produkt der Summen 
ot 4 
F (p™) = Je F's 
4 mod. p™ 
wo p™ die héchste in c aufgehende Potenz der Primzahl p ist. Als Ergebnis 
einer Reduktion von m auf m —1 erhalten wir: 


F (p") = p*™ fiir gerades m, 

F (p") = p** re fiir ungerades m. 
Da (p, D) = 1, folgt aus der Struktur von J mod. p nach Abzahlen der 
mod. p inkongruenten Lésungen von 4/’ = r (mod. p) als Wert 


ax 


P =p. 


at 


sf (P) “* x . 
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Damit ist 


an MORO’ 
y (0,0) =e 40D? 


72) durch (79), 80 haben wir 


Ersetzen wir in (35) die Matrix ( 
fir c = 0 (mod. QD) 


ar+b ’ 
(S53 @a,Qd on tee 
(36) arte =e 49? 8(r; 2 0,0,Q0). 


Wegen o c a haben wir damit gezeigt: Die (1; 0,a,Qd) sind ganze 
Modulformen der Dimension —2 und der Stufe QD. Die Reihen mit 
oe = 0 gehéren schon zur Gruppe J’, (QD). 

Die Formen der einfachsten Stufen werden von den Systemen S (+ q, 1,1) 
geliefert, wo q eine positive Primzahl ist. Die definiten Systeme S (+ q, 1. 1) 
fiihren dabei zu den Stufen D = 29, wenn g = 1 (mod. 4) und zu den 
Stufen D=q, wenn g =3 (mod. 4). Von den indefiniten Systemen 
S(—gq, 1,1) failt der Fall g = 1 (mod. 4) aus dem Rahmen unserer Be- 
trachtung, da diese Systeme Nullteiler enthalten. Dagegen liefern die in- 
definiten Systeme S (— q, 1,1) mit q = 3 (mod. 4) von Null verschiedene 
Moduljormen der Stufen D = 2q. Als niedrigste Stufe wird durch S (— 3, 1,1) 
die Stufe 6 geliefert. Hier enthalten wir eine Reihe, die zur Gruppe J", (6) 
gehért. Das Geschlecht des Fundamentalbereichs dieser Gruppe ist Null, 
und daher mu8 sich unsere Reihe durch die Eisensteinschen Reihen 
dieser Stufe ausdriicken lassen, d. h. wir erhalten cinen Satz iiber die 
Darstellungen einer natiirlichen Zahl durch die Normenform von S (— 3, 1, 1). 
Fiir die héheren Stufen ist zu vermuten, daB sich die Reihen aus den 
indefiniten Quaternionenbereichen nicht immer durch eine Linearkombination 
von Eisensteinschen Reihen und #-Reihen darstellen lassen. 


(Eingegangen am 29. 4. 1936.) 














Zur Theorie der analytischen Funktionen mehrerer 
komplexer Verinderlichen. 
Der Kontinuititssatz und die Regularkonvexitat. 


Von 


H. Behnke in Minster (Westfalen). 


Fiir die bisher bekannten Aussagen iiber die Singularitétenmannig- 
faltigkeiten der regularen (bzw. meromorphen) Funktionen bildet der 
Kontinuitatssatz eine wesentliche Grundlage. Der Satz ist von Hartogs') 
ohne Unterscheidung der auBerwesentlichen und wesentlichen Singularititen 
ausgesprochen. E. E. Levi*) hat den entsprechenden Satz unter gewissen 
einschrinkenden Voraussetzungen in bezug auf die wesentlichen Singulari- 
titen der meromorphen Funktionen aufgestellt, und H. Kneser*) hat ge- 
zeigt, wie man sich von den Levischen Einschrinkungen befreien kann. 
Es mége zunachst hier der Hartogssche, wie auch der Levi-Knesersche 
Kontinuitatssatz in einer Formulierung engegeben werden, welche die Art 
seiner Anwendung unmittelbar erkennen laBt. 

Es sei © ein abgeschlossenes, beschrinktes Gebiet in der z,-Ebene. 
C sei der Rand von ©. Die Funktion f (z,, z,,..., 2%) set regular (bzw. 
meromorph) fiir z, auf C und z,= a}, v= 2,...,m, und eindeutig bei 
jeder méglichen Fortsetzung in einer vollen 2n-dimensionalen Umgebung von 
© auf z,= a}. Treten dann bei der Fortsetzung von f auf G, z, = ay, 
Singularitéten (wesentliche Singularititen) auf, so gibt es ein 5 > 0, 80 
dap auf allen Ebenen z, = z}, v = 2, ..., n mit beliebigem 2) aus |z? — a?| <6 
im Innern von © auch Singularitaten (bzw. wesentliche Singularititen) von f 
auftreten*). 


1) F. Hartogs, Einige Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel bei 
Funktionen mehrerer Veranderlichen, Minch. Ber. 36 (1906). 

2) E. E. Levi, Studii sui punti singolari essenziali delle funzioni analitiche di 
due o pit variabili complesse, Ann. Mat. pur. appl. 17 (1910) und 18 (1911). 

3) H. Kneser, Der Satz von dem Fortbestehen der wesentlichen Singularitaten 
einer analytischen Funktion zweier Veranderlichen, Jber. Deutsche Math. Vereinig. 
41 (1932) und: Ein Satz fiber die Meromorphiebereiche analytischer Funktionen 
von mehreren Veranderlichen, Math. Annalen 106 (1932). 

*) In den Arbeiten von Herrn Kneser ist stillschweigend die Voraussetzung 
der Eindeutigkeit gemacht. Diese ist weiter einzuengen als dort bzw. hier ge- 
schehen. Doch sehe ich weder in bezug auf den Beweis noch auch nur in bezug 


auf eine mégliche Formulierung der Behauptung ein, wie sie ganz fallen gelassen 
werden kann. 


re 
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Diese Aussage ist nicht invariant gegeniiber analytischen Abbildungen, 
da in der Voraussetzung wie Behauptung der Begriff der analytischen 
Ebene auftritt. Im Laufe der Untersuchungen iiber die Singularititen 
der Funktionen /(z,,...,2,) ergab sich nun immer mehr die Notwendig- 
keit, eine Verallgemeinerung des Kontinuitatssatzes aufzustellen, welche 
die gewiinschte Invarianz besitzt, in der also analytische Ebenen nicht 
mebr vor analytischen Flichen ausgezeichnet sind. Das soll hier nun 
allgemein in bezug auf den Hartogsschen Kontinuitatssatz geschehen. 
In bezug auf den Levi-Kneserschen Kontinuitatssatz iiber die wesentlichen 
Singularitaéten werden auch invariante Erweiterungen bewiesen. Jedoch 
werden dabei einschrinkende Voraussetzungen gemacht. Entweder mu8 
der Meromorphiebereich der jeweils betrachteten Funktion g meromorph- 
konvex sein, oder es mu8 eine gewisse Quotientendarstellung von g 
existieren. Aus dem Kreise meiner Schiiler werden sodann in nichster 
Zeit mehrere Arbeiten erscheinen, die sich mit interessanten Konsequenzen 
der hier angegebenen Erweiterungen des Kontinuitatasatzes beschaftigen. 

Wir beweisen zunichst: 

Satz 1: § sowie %,, F,, ... mit den Randern C bzw. C,, C,, . 
seien abgeschlossene Teile ergtinzter®) analytischer Flichenstiicke. Die &m 
mégen gegen § konvergieren. g(z,,2,-.-, 2) set regulir auf C und bleibe 
bei jeder Fortsetzung innerhalb einer gewissen 2n-dimensionalen Nachbar- 
schaft von % eindeutig. Weist nun g mindestens eine Singularitat auf % 
auf, so gibt es ein m,, so daB gleiches fiir die ¥,, m > m,, gilt. 

Der Beweis stiitzt sich auf die notwendige und hinreichende Bedingung 
der Regularkonvexitat fiir die Regularitatsbereiche. 

Angenommen, die Behauptung sei falsch. Es gibe also eine Folge 
%,, %, --. der oben angegebenen Art, auf der g(z,,..., 2) regular und 
eindeutig wire. 

R sei der Regularitatsbereich von g(z,,...,2,). Auch falls R nicht 
schlicht ist, gibt es durch die Funktionselemente von g eine ein-eindeutige 
Zuordnung zwischen den Punkten eines wohlbestimmten Flachenstiickes ,,}“‘, 
welches in R und auf seinem Rande gelegen ist, und den Punkten des 
gegebenen Flichenstiickes im R,,°). (Identifizierung im Regularitits- 
bereich des im R,, gegebenen Flachenstiickes §.) Gleiches trifft fiir 
die zuletzt ausgewahlten §,, zu. %, sei ein ganz im Innern von ® ge- 
legener Bereich, der C enthilt. Einen solchen Bereich gibt es immer. 
Wegen der Regularkonvexitét von ® gibt es zu %, einen noch ganz in 


5) Definition des Begriffes bei Behnke-Thullen, Bericht S. 25. 

6) Wir kénnen annehmen, da8 g auf § nur Punkte reguliren und singuldéren 
Verhaltens hat. Gibt es auf § Nichtexistenzpunkte von g, so ist die Aussage von 
Satz 1 selbstversténdlich. 
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R gelegenen Bereich 6*, so da8 zu jedem Punkte P in &, aber auBerhalb 
$%* eine in ganz R® regulire Funktion hp(z,, 2, ..., 2) existiert, fiir die 
lhp(P)| > Max |hp(®,)|- 

R sei nun ein singularer Punkt von g auf § und damit Randpunkt 
von ®. Dann gibt es in geniigender Nahe von R auf § notwendig einen 
Punkt Q, der noch in ®, aber schon auBerhalb $* liegt. Wegen der 
Stetigkeit von Ag(z,,z,,.-..,%,) in R gibt es um Q eine Hyperkugel &, 
so da8 fiir jeden Punkt S aus § gilt: 

(1) |he(S)| > Max |hg (B,)]. 
Wir benutzen nun den 

Hilfssatz 1: Ist h(z,,2,,...,%,) regular auf einem abgeschlossenen 
Stiick S einer erginzten analytischen Flaiche, so nimmt \|h| sein Maximum 
auf dem Rande an. 


Zu jedem Punkte P = P(z}, 23, ..., 2%) eines erginzten analytischen 
Flichenstiickes G gibt es nimlich endlich viele komplexe Parameter- 
systeme uj’, uy’,..., ue’,, so daB eine Umgebung U (P) auf © dar- 
stellbar ist durch’): 
{= gy (uy”, us’, ee un”), v _ 1, 2, rang M, 
juy?| <1 und 2 = gf” (0,0,..., 0), 
gi (uy, uy”, ..., ue’_,) analytisch fiir |uf”| < 1. 

h(2,, 2, --+» 2) ist folglich auf S jeweils eine analytische Funktion des 


Ortsparameters u{”, woraus unmittelbar die Behauptung des Hilfssatzes folgt. 

Nun zum Schlu8 des Beweises von Satz 1! Wir betrachten die oben 
angegebene Funktion hg auf §,,. Ist m geniigend groB, so liegen auf §,, 
Punkte aus ®. Dann aber liefert die Ungleichung (1) einen Widerspruch 
gegen den Hilfssatz. 

Die Aussage des Kontinuititssatzes ist nicht auf die analytischen 
Flachen (2 — 2)-ter Dimension beschrankt, sondern lJaBt sich auch fiir 
analytische Flichen niedrigerer Dimension aussprechen. Unter einem 
analytischen Flachenstiick »(=— 2n—2,)-ter Dimension im R,, ver- 
stehen wir im folgenden eine solche Punktmenge §, bei der es zu jedem 
Punkte P von § eine Umgebung U(P) des R,, gibt, so daB in U(P) 
die Punkte von § und nur die Punkte von § geeigneten » komplexen 
Gleichungen 

9, (215 2, - ++» Mm) = 9, 


Ju,» Sq, -- +» Sq) = 0, 


7) Siehe etwa H. Kneser, Ortliche Uniformisierung der analytischen Funk- 
tionen mehrerer Veranderlichen, Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 45, 8. 76. 
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g, Tegular in U(P) und mit nicht simtlich identisch verschwindenden 
p-reihigen Unterdeterminanten der (komplexen) Funktionalmatrix, ge- 
niigen. Wiederum gilt der Hilfssatz iiber das Maximum am Rande, und 
ebenso Jat sich der Beweis von Satz 1 iibertragen. 

So folgt 

Satz la: %, sowie §,, F,... mit den Randern C baw. C,, C,,... 
seien abgeschlessene Teile analytischer Flichenstiicke v-ter Dimension. Die 
Bm mégen gegen % konvergieren. g(z,, 2%, ...5 %) set regular auf C und 
bleibe bei jeder Fortsetzwng innerhalb einer gewissen 2n-dimensionalen 
Nachbarschaft von %§ eindeutig. Weist nun g mindestens eine Singularitat 
auf & auf, so gibt es ein m,, so daf gleiches fiir die %,,, m > m, gilt. 

Fiir meromorphe Funktionen beweisen wir nun 

Satz 2: § sowie F,, F,, ... mit den RandernC bzw.C,, C,, ... seten be- 
schrinkte, einfach zusammenhangende Teile erganzter analytischer Flachenstiicke. 
Die F, médgen gegen % konvergieren. g(z,, Z, -- +, 2») set meromorph auf C 
und bleibe bei jeder Fortsetzwng innerhalb einer gewissen 2 n-dimensionalen 
Nachbarschaft von % eindeutig. Der Meromorphiebereich M von g sei 
meromorph-konver. Weist nun g mindestens eine wesentliche Singularitat 
auf & auf, so gilt gleiches fiir die §,, m > m,. 

Zum Beweise benutzen wir den 

Hilfssatz 2: Jeder meromorph-konvere Bereich ® lapt sich von innen 
durch Regularitatsbereiche approximieren *). 

In der Tat! Es mégen die Bereiche 8, 1 = 1, 2,... mit 
8,< 8 und 8 <8,, fiir jedes 1 gegen B konvergieren. Nun 
kénnen aber die Bereiche §(%,) nicht tiber © himausragen. Wiirde 
dieses fiir ein J, eintreten, so gibe es auf dem Rande von $ einen 
Punkt P, so daB eine gewisse volle Umgebung U(P) in §(®%,,) lage. 
Zu B,, kénnte es dunn aber keinen Bereich B*, B* < B, geben, so daB 
zu allen Punkten Q in 8%, aber auBerhalb 6* Funktionen hg (z,, z,, ..., Zn) 
existierten, die in 8 regular sind und fiir die gelten wiirde: 

|hg (Q)| > Max | hg (B,,)|. 
Also sind alle §(%,) in 8 enthalten, und es ist lim §(%,) = 8, w.z.b.w. 

Zum Beweise von Satz 2 bilden wir eine Folge von Regularitats- 
bereichen ®,, R, < M, limR, = M. K sei nun eine F im Innern 
enthaltende Hyperkugel. Wir bilden den Durchschnitt D von M und K 
und ebenso die Durchschnitte Rf von KR, und KR. Wieder sind die Ri} 


8) Die Approximation der Bereiche © ist hier im folgenden weiteren Sinne 
gemeint. Es gibt eine unendliche Folge von Regularit&tebereichen KR, tiber B, so 
daB8 zu jedem vorgegebenen ganz in 8 liegenden Teilbereich 8, ein k, existiert, 
derart daB die R, fir k > k, keine Randpunkte fiber 8, haben. 
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Regularitatsbereiche, und es ist lim®? = D. D weist auf seinem Rande 
insbesondere die singuliren Stellen von g auf § auf. 

Ware nun die Behauptung des Satzes 2 nicht richtig, so gibe es 
eine Teilfolge der §,, §,, ..., die gegen  konvergierte und die noch 
ganz in D lige. 1, > 0 sei der Abstand des einzelnen dieser §, vom Rande 
von D. Es ist dann limr; = 0. %, sei wieder ein C ganz umfassender 
Bereich in D, a > 0 der Minimalabstand des Bereiches 8, vom Rande 


von D. Wir wahlen aus der Teilfolge ein §,,, mit so groBem m,, daB r,,, < 5 : 
und dazu ein Rj,, welches 1. §,,, ganz enthalt und 2. alle Punkte aus D 


enthalt, die vom Rande von D eine Entfernung gréBer $ haben. Die 


Punkte aus %, liegen dann in R?, und haben von seinem Rande alle 


mindestens die Entfernung >: Andererseits gibt es auf §,, einen 


Punkt Q, der eine Randdistanz kleiner $ in bezug auf Kz, hat. Nun 


ist Rj, als Regularitatsbereich konvex im Sinne von Cartan-Thullen*) in 
bezug auf alle in Rj, reguliren Funktionen. Also gibt es eine in Ri 
und damit auf §,,, regulire Funktion, so da8 


[hg (Q)| > Max | hg (B,)|. 


Das widerspricht aber dem Hilfssatz 1. 

LaBt die gegebene Funktion g eine in ihrem ganzen Meromorphie- 
bereich giiltige Darstellung als Quotient dort regulirer Funktionen zu, 
so gilt ein Analogon von Satz 1 ohne weitere Einschrinkungen. Dariiber 
hinaus kénnen wir beweisen: 

Satz 3: §, sowie §,, F,,... mit den Randern C bew. C,, C,,. 
seien abgeschlossene Teile analytischer Flichenstiicke. Die %,, mégen gegen % 
konvergieren. g(2,, %, .-+; 2) set meromorph auf C und bleibe bei jeder in 
einer 2n-dimensionalen Nachbarschaft N von % méglichen Fortsetzwng eindeutig. 
Zu jedem abgeschlossenen Bereich U, der ganz im Innern des Durchschnittes D 
von MN und dem Meromorphiebereich M von g liegt, gebe es zwei in U 
eindeutige, reguliire Funktionen g,(z,, 2, ---» 2) = (2,5 2» +++» 2m» UW) 
und gy (2,, 2%, ---» 2n) = Gg (21, 2» +--+» 2, A), 80 daB dort g-g, =. 
Weist nun g mindestens eine wesentliche Singularitat auf § auf, so gilt 
gleiches fiir die §,, m > m,. 

Zum Beweise sei 6, wieder ein C umfassender Bereich, der ganz 
in D liegt. a sei der Mindestabstand des Bereiches B, in bezug auf D. 
a,, bedeute die maximale Entfernung der Punkte auf §,, von §. 


*) H. Cartan und P. Thullen, Regularitéte- und Konvergenzbereiche, Math. 
Annalen 106 (1932), S. 617. 
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U,, sei eine Folge D von innen approximierender Bereiche. Wiederum 
nehmen wir an, daB der Satz falsch ist. Dann gibt es eine Teilfolge 
der %,, die ganz im Innern von ®D liegen. Wir wahlex nun daraus 
ein §,,, mit so groBem m,, daB a, << > und dazu ein U,,, welches 
1. Hm, ganz enthalt und 2. alle Punkte aus D enthélt, die vom Rande 
von D eine Entfernung gréBer 3 haben. Die Punkte aus %, liegen 
dann in %&, und haben von seinem Rande alle mindestens die Ent- 


fernung = . Andererseits gibt es auf §,,, mindestens einen Punkt Q, 


der vom Rande von M einen Abstand kleiner $ hat. Infolgedessen 


aber hat er auch vom Rande des Reguiarititsbereiches der Funktion 
9, (2; 25 «++» 2m» Uy) oder der Funktion g, (z,, 2, ..., 2n, U,) eimen Ab- 


stand, der kleiner als 2 ist. Diese Regularitatsbereiche umfassen aber Y,.. 


Also kénnen wir, indem wir uns auf sie beziehen, wie beim Beweise des 
Satzes 1 zum Widerspruch kommen. 

Ebenso wie Satz 1 lassen sich Satz 2 und Satz 3 auf analytische 
Flachen »-ter Dimension, »y < 2n, iibertragen. 


(Eingegangen am 11. 5. 1936.) 











Ein Satz tiber lineare diophantische Approximationen. 


Von 
A. Khintchine in Moskau. 





Bekanntlich liefert eine elementare Anwendung des Dirichletschen 
Schubfachprinzips folgendes Ergebnis: 

Fir beliebige reelle 0,, O,,...,@, und beliebiges ganzes t > 1 gibt 
es ganze Zahlen 2, y,, y,, ---» Yn, die den Ungleichungen 


0< 25%, \20,— 41 <> (¢ = 1, 2, ..., ») 
geniigen. 
Das entsprechende Problem fiir den inhomogenen Fall lautet: ist es 
méglich, die Ungleichungen 


1 ; 
|zO,-y%-—a|< > (s = 1, 2, ..., m), 


WO @,, Gy, -.+, & beliebig vorgegebene reelle Zahlen bedeuten, durch ge- 
eignete Wahl ganzer z, y, zu befriedigen, und zwar derart, daB z (und 
folglich auch die y,) dabei die GréBenordnung ¢” nicht iibersteigt? Genau 
bedeutet die letzte Forderung, daB 0< 2< Cr gilt, wo C von ¢ un- 
abhingig ist. Eine notwendige Bedingung hierfiir ist bekanntlich die 
lineare Unabhingigkeit der @, (denn anderenfalls lassen sich die GréGen 
|z @, — y, — a,| im allgemeinen fiberhaupt nicht simultan beliebig klein 
machen); daB jedoch diese Bedingung nicht hinreichend ist, nicht einmal 
im Falle n = 1, ist ebenfalls langst bekannt. 

Fir den Fall » = 1 habe ich vor etwa zehn Jahren eine notwendige 
und hinreichende Bedingung gefunden"), die, wenn auch sehr naheliegend, 
so doch in der Hinsicht von Interesse war, daB sie in einem bestimmten 
Sinn dem allgemeinen Lésungsgesetz linearer Probleme gehorchte: die in- 
homogene Ungleichung erwies sich dann und nur dann fiir beliebiges « 
»normal (d. h. mit z = O(t)) lésbar, wenn die zugehérige homogene Un- 
gleichung nicht ,,iibernormal“ (d. h. mit z = o(t)) lésbar ist; die einfache 
kettenbruchtheoretische Form dieser Bedingung sagt aus, daB die Teil- 
nenner der regelmaBigen Kettenbruchentwicklung von @ simtlich kleiner 
als eine bestimmte positive Konstante bleiben miissen. 

Dic Absicht der vorliegenden Abhandlung ist, den entsprechenden 
Satz fiir beliebiges » zu begriinden. Es ist wohl bekannt, daB die Ver- 


1) Rec. Math. Soc. Math. Moscou 82 (1924), S. 203—210. 
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allgemeinerung der eindimensionalen Satze auf mehr Dimensionen in der 
Theorie der linearen diophantischen Approximationen in der Regel 
nicht trivial und oftmals unméglich ist. Formal hiangt das mit dem 
Fehlen eines befriedigenden mehrdimensionalen kettenbruchéhnlichen Algo- 
rithmus zusammen; im Grunde aber bringen selbstverstindlich beide Tat- 
sachen gewisse prinzipielle Unterschiede der beiden Problemkreise zum 
Ausdruck. Es ist z. B. folgendes bekannt: ist @ irrational, so ist die 
Ungleichung 
|2@ —y—al<+ 


im allgemeinen, wie schon erwihnt, nicht mit z = O(t) lésbar; fiir ein- 
zelne (und zwar beliebig groBe) Werte von z ist aber immer wieder (bei 
geeignetem y) 

|z@—y—a| <S, 


wo C sogar eine absolute Konstante bedeutet’). Das Analogon dieser 
Behauptung fiir n > 1 ist jedoch falsch, auch fiir linear unabhangige @, °). 
Um so bemerkenswerter ist, daB der oben erwihnte Satz auch im mebr- 
dimensionalen Falle gilt, obschon seine Begriindung hier wesentlich mehr 
Mihe bereitet. 

Der genaue Wortlaut des Satzes ist der folgende. 

Hauptsatz. @,, O,...., O, seien reelle Zahlen. Damit eine posi- 
tive Konstante I = I'(O,, O,, ..., O,) existiert von der Beschaffenheit, 
daB die Ungleichungen 


0<2< I, |2O,— y— a} <> (6 = 1, 2, ..., 2) 


fiir alle t > 1 und alle reellen a, in ganzen xz, y, lésbar sind, ist die 
Existenz einer zweiten positiven Konstante y = y(9,, O,,..., On) not- 
wendig und hinreichend, die so beschaffen ist, daB die Ungleichungen 

O<e<yr, |2Q—yi<> G=12...2) 
fiir kein t > 1 ganze Lésungen zx, y, haben. 


§1. 
In diesem Abschnitt werde ich die Notwendigkeit der aufgestellten 
Bedingung beweisen. Das geschieht sehr leicht, indem sich der fiir den 


2) Es geniigt, C = TE" e > 0 beliebig zu nehmen; vgl. meine Abhandlung 





»»Neuer Beweis und Verallgemeinerung: eines Hurwitzschen Satzes“, Math. Ann. 111 
(1935), S. 631—637. 
8) Vgl. A. Khintchine, Rend. Circ. Mat. Palermo 50 (1926), S. 1—26. 











400 A. Khintchine. 


Fall n = 1 bekannte Beweisgang fast ohne Anderungen auf den mehr- 
dimensionalen Fall iibertragen 1a8t. 

Es sei also die im Hauptsatz formulierte Bedingung nicht erfiillt; 
alsdann existieren fiir jedes e > 0 ganze Zahlen g > 0, p,, p,, ---s Pn» 
die den Ungleichungen 


ent? . 
19 — pil < (6 =1,2 0.0) 
q” 
geniigen. Nun lasse man die ganzzahlige Variable z von 1 bis q laufen 
und bestimme zu jedem z ganze Zablen y,, y,, .--, ¥, derart, daB 
0<2t—y <I ga1,%...8 


wird. Jeden der Punkte (27! —y%; t= 1, 2,..., n) des n-dimensionalen 
Einheitswiirfels fasse man als Mittelpunkt eines Wiirfels von der Kanten- 
lange ee auf (dabei sollen die Teile der Wiirfel, die aus dem Einheits- 


1 
n 


q 
wiirfel herausragen, durch achsenparallele Translation um ganzzahlige 


Strecken in den letzteren hineingebracht werden). Die Vereinigungsmenge 
aller dieser Wiirfel sei mit M, bezeichnet. Offenbar ist der Inhalt dieser 
Menge héchstens gleich (4«)", wird also mit ¢ unendlich klein. 

Nun sei (a,, &, ..., &) ein der Menge M, nicht angehérender Punkt 
des n-dimensionalen Einheitswiirfels. Dann mu8 offenbar fiir jedes Zahlen- 
system (2, ¥,, Yo, -++» Yn) Wenigstens eine der Ungleichungen 














=P, 2e ? 
tye) SF (i = 1, 2,..., n) 
q”" 
erfiillt sein; andererseits ist aber fir 0 < 2 < 1 
é€ 
x0. i n+2 
|=? 26, «= <— (6 = 1, 3, ..., 9); 
q += = 
q n q” 


folglich muB8 auch wenigstens eine der Ungleichungen 
|2O — ys — a | > = (i = 1, 2,..., n) 


q 
1 


erfiillt sein. Setzt man c = t, so ist folglich das System 


|r, — y—a|<— (¢ = 1, 2, ..., #) 
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in ganzen z > 0, 4, ¥5, ---» Yn héchstens mit 


lésbar. 
LaBt man « die Werte «¢,, &,..., &,... durchlaufen, wo ¢,—>0 
bei so ist, so mu8 offenbar jeder Punkt des Einheitswiirfels, mit 
Ausnahme héchstens einer Nullmenge, fiir unendlich viele Werte von s 
auBerhalb der Menge M,, liegen. Fiir einen solchen Punkt (a,, a, ..., a») 
la8t sich aber offenbar, wie groB auch I sei, ein ¢ > 1 angeben, so daB 
die Ungleichungen 
1 
t 


|jtzO,-—y,— a) < (¢ = 1, 2, ..., 2) 


héchstens mit z > J’t" gelést werden kénnen. Damit ist die Notwendig- 
keit der Bedingung bewiesen. 

Ich fiige gleich hinzu, da8 wir noch mehr bewiesen haben, als die 
Behauptung des Hauptsatzes enthilt; aus dem Beweise geht nimlich 
offenbar hervor, daB, falls das homogene System _,,iibernormal“ lésbar 
ist, das inhomogene héchstens fiir eine Nullmenge von n-dimensionalen 
Punkten («,, «,, ..., %,) ,,mormal“ lésbar sein kann. 


§ 2. 
Nun soll bewiesen werden, daB die im Hauptsatz formulierte Be- 


dingung auch hinreichend ist; dieser Beweis bildet die eigentliche 
Schwierigkeit des Problems. 


Es sei t’ > 1, und q sei die kleinste positive Zabl, die zusammen 
mit » passend gewihlten ganzen Zahlen p,(1 <i < n) die Ungleichungen 


l ° 
qa-Bl< =F (¢ = 1, 2, ..., #) 
erfiillt; bekanntlich ist ¢q < ¢’" und offenbar ist 1 der gréBte gemeinsame 


Teiler der n + 1 Zahlen g, p,, ..., Pa» Man bezeichne mit d; den gréBten 
gemeinsamen Teiler der Zahlen g und p, und setze 
Gq= 4%, Dy = 4D; (¢ = 1, 2, ..., 9). 
Ferner bestimme man n ganze Zahlen b,, },, ..., 6,, so daB 
pid, =1 (mod gj) (¢ = 1, 2, ..., ») 


ist, und daB dabei die Zahlen b,, d,; teilerfremd sind; die Méglichkeit 
einer solchen Wahl la8t sich leicht erkennen: ist namlich 5!” eine be- 


liebige Lésung der Kongruenz p;z = 1 (mod qj), so geniigt b, = bf + 2,9; 
Mathematische Annalen. 113. 26 
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fiir alle z, derselben Kongruenz; da aber 6{” und gq; teilerfremd sind, 
kann z, so gewahit werden, da b,, d, teilerfremd sind‘). 

In den nun folgenden Hilfssitzen 1 bis 5 werden unter t’, q, p,, 9;; 
pi, &, 6, (t= 1, 2,..., m) stets die soeben eingefiihrten Zahlen ver- 
standen. 


Hilfssatz 1. Ist fiir ganze t,, i,, ..., %. 
t,5,9: =t,b,q, =... = toad (mod q) 
und 
in| < d, (k = 1, 2, ..., »), 
so ist 
i, = 0 (k = 1, 2,..., n). 
Beweis. Man hat 
1,6.99°-'=%,6,q9°-' =...= hog (mod q"), 
oder, wenn man 114, =@ und Td, = D setzt, 
s=1 ¢=1 
p F D , D 
ib, 2 mid, 2 m=... id, 92 (mod DQ), 
und folglich ‘ ‘s i 
(1) 1b, 7 = 4b, T=. Stabe (mod D); 


fir ein k mit d, = 1 ist die Behauptung wegen |%,|< d, trivial; ist 
aber p eine Primzahl und p*/d,, s > 0, so gibt es ein d, mit pt d,*); 
dann ist nach (1) 


r by d, = 1, b, d, (mod d, d,), 
und folglich 
pt. b, d,; 

aus pf d, und pf 6, (letzteres folgt aus (6,, d,) = 1) ergibt sich 

P*|te; 
da p eine beliebige in d, aufgehende Primzahl war, ist daher auch 

P d,/tx, 

also wegen |i,| < d, 

i, = 0, 


w. z. b. w. 

*) Allgemein gilt: ist a beliebig, (b, c) — 1, so 148t sich x derart wahlen, da8 
(a,b+cz)=1 ist. Beweis: 1 —1,/,... L, sei das Produkt aller in a, aber nicht 
in c aufgehenden Primzahlen; wegen (c,/)— 1 gibt es cin z mit cx + 6 = 1 (mod); 
ist dann p eine beliebige in a aufgehende Primzahl, so ist p#c2-+ 6; denn im 
Fall p = |, ist pj und (l,cz-+b) = 1, und anderenfalls ist pic, und aus picxz-;-b 
wiirde p/b, also (b, c) > 1 folgen. 

5) Sonst wiirden gq, p,, p,,---» Pp,» entgegen unserer Annahme, alle durch p 
teilbar sein. 


SS saa 
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§ 3. 
In diesem Abschnitt werde ich den wichtigsten Hilfssatz der ganzen 
Beweisanordnung aufstellen. 
Hilfssatz 2. Zu jeder positiven Zahl y gibt es eine ganze positive 
Zahl A = Aly, n) mit folgender Eigenschaft: ist q > yt'", so gibt es n* 
ganze Zahlen z{?, yf (i, k = 1, 2, ..., n), die folgenden Bedingungen ge- 


(2) ab, = fb, =... = 2b, (modg) (k= 1, 2,..., n), 

(3) a =y) «(modgi) (i,k = 1, 2,..., n), 
y, y®, ee y? 

( A =| Ho HP) ae a 0 gana), 


y, yo”, bel y 
n=1 
(5) ls — (, k = 1, 2,..., n). 


Beweis. Die 2m ganzzahligen Verinderlichen z,, j, (i = 1, 2, ..., ) 
mégen den Bereich 
u—1 
OSuS4h—, 0S <d G=1,2..40) 


durchlaufen, und man setze 


Uy = G+ % (¢ = 1, 2, ..., 2) 








und 
1 
tus 


(man ersieht leicht, daB c ganz ist). Fiir jedes der somit erhaltenen 
Systeme der u,(s = 1, 2, ..., m) betrachte man die n — 1 Ausdriicke 

f, = u,b, — u,b, (¢ = 2, 3, ..., #). 
Die Anzahl der erhaltenen Systeme (u,, u,, ..., U,) ist offenbar gréBer 
als A*q"~—*; die Anzahl der modulo g verschiedenen Systeme (f,, /;,..., fn) 
betriigt aber q*—; es miissen folglich gewisse A" + 1 von diesen letzteren 
Systemen untereinander modulo q kongruent ausfallen. Diese A* + 1 
Systeme miissen wir nun néher betrachten; die zugehérigen Werte der u, 
wollen wir mit u®(k = 0, 1, ..., A") bezeichnen; ferner sei 2" der Rest 
von uv modulo g;, so daB 

a—1l 


0s x 4e- (§ = 1, 2,...,9; E= 0, 1, ..., A*) 


26* 
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ist; endlich setze man 
uh = 2) — 20) (¢ = 1, 2,...,%; & = 0, 1,..., A), 
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so da8B offenbar 
an—1 

(6) I] 4 1%... B= AY) 
‘ 

ist. 


Nun behaupte ich, daS unter den A* +1 Vektoren (v\, vf, ..., v) 
(k = 0,1,..., A") notwendigerweise n linear unabhangige vorkommen, so 
daB die Gesamtheit dieser Vektoren den ganzen »-dimensionalen Raum 
aufspannt. Ware das namlich nicht so, so miiBten alle A* + 1 Vektoren 
einem gewissen » — l-dimensionalen Unterraum angehéren; die Gleichung 
dieses Unterraums sei 
(7) C,v, + Cv, + ...+C,v, = 0 


(sie ist homogen, da der Unterraum den Nullvektor v{” enthalten muB). 


Da die Reihenfolge der v, ohne Belang ist, darf man annehmen, daB 

Cc 

- fiir i = 1 seinen gréBten Wert annimmt; dann kann (7) in der Form 
‘ 


(8) d, v, = 2 de mem ((%| 1, ¢ = 2,3, ..., n) 
geschrieben werden. 
Nun teile man jede der n — 1 Strecken 











n—1 
Aq * ’ 
(9) 0<45 7, (i = 2, 3,...,n) 
in A*~—% gleiche Teile*) der Lange 
a—%3 
@ n 
1 , 
Ai, 


wodurch der ganze »—1-dimensionale Bereich (9) in A” gleiche Teil- 
bereiche zerlegt wird. Da wir im ganzen A*+- 1 dem Bereich (9) an- 
gehérende Vektoren (2, 2 ..., 2) haben, so gibt es darunter zwei, 
die ein und demselben Teilbereich angehéren. Bezeichnet man diese beiden 
Vektoren mit z; bzw. 2, so wird folglich 

n—1 


, ”” 1 a . 
jyn—a|< 1 — (t = 2, 3, ..., m), 


y, \eite 





*) Offenbar kann unbeschadet der Aligemeinheit yn ganz angenommen 
werden. 
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und deswegen auch 




















a—1 
jy —o |< + o— (é = 2, 3,...,n), 
an 
da offenbar 
%— 0 = 4—% (¢ = 1, 2,..., ) 
ist. Nach (8) findet man dann aber 
— —1 *— 
d, |v, — vy] << @" 
A 
also 
n=} 
In, — oy < 7, 
A? 
so da8 wir 
n—1 
is—f| < 2! €, (é = 1, 2,. » n) 
a $ 


erhalten. Es ist ferner leicht einzusehen, daB nicht samtliche n Diffe- 
renzen v;—; verschwinden kénnen; denn in diesem Falle hatte man 
offenbar auch 


a= (¢ = 1, 3,..., 9), 
also wegen 
(10) u,b, — ub, = uj b, — uj b, (mod g) (¢ = 2, 3, ..., ”) 
oder 


fiGibr + 4b, —J. 9b, —ahy = fi Gb + 2; b, — ji qi, — 2; by (mod g) 
(é = 2,3, ..., #) 
auch 

(j: —91) 91 bs = (9: — 37) GB, (mod g) (t = 2, 3,..., 0), 
und folglich 


(9: — 91) 9 1 = (Ga — F2) G2 bn = --- = (Gn —Fn) Gn On (mod Q). 
Da hierin ; 
li—H| <a (é = 1,2,...,0) 
ist, so wiirde nach Hilfssatz 1 
K=HK (s = 1, 2,..., 9), 
also auch ; . 
u; = u; (¢ = 1,2, ..., #) 


sein, was unmédglich ist, da u; und u; zwei verschiedene Vektoren sind. 
Folglich ist mindestens eine der Differenzen v;,—v; von Null verschieden. 
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Wegen der aus (10) folgenden Kongruenzen 
(uy — ty) by = (uy — Uy) by = ... = (ws, — un) 5, (mod g) 
1a8t sich nun eine ganze Zahl g derart bestimmen, da8 
—FSI<4, (i—ui)d, =y (modg) (= 1,2,...,n) 
ist; dann wird, wenn man noch j; — j; = 1, setzt, 
9M = (Lato — vy) pm =v —; (mod gi) (i= 1,2,...,n), 
also, bei geeignet gewahiten ganzen n,, 














n—1 
lopi—ne gil = |v; —vi'| < * G— (i = 1,2,..., m), 
a 
oder 
n—1 
\9pe—™q| << = * (i = 1, 2,..., 9), 
— 
(11) lg —m,| < oo (§ = 1,2;..., 9). 
N sat rr? 
un 
P; l ° 
|% -a|<4+ (¢ = 1, 2,..., n), 
und folglich 
\9—g2 (<M t ( = 1,2,...,9) 
9% IF v= SS by By wary ’ 
also wegen g > yt'* und (11) 
—l 1 1 1 . 
98.— ml <g¢t oe < eta <7 (§ = 1,2,...,), . 
A lq ~* —* & 
wenn A > ‘ree . ist, was wir nun annehmen wollen. Wegen 
y* 


gis 4 <q widerspricht das der Definition von g; denn g = 0 wiirde 
offenbar zu 





u; =u; (mod g) (* = 1, 2,..., m), 
also zu 
v; =v; (mod q;) (¢ = 1, 3,..., #) 
fiihren; wegen der fiir gentigend grofes ¢’ giiltigen Ungleichung 
n—1 
Ini ~ |< *" <a (= 1, 2,...,n) 


a*-t 


ae 





5 i Tt 








ea 
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wire dann notwendig 
v; = 0; (¢ = 1, 2,..., #), 

was, wie wir schon wissen, unmdglich ist. 

Somit haben wir bewiesen, daB die A” + 1 Vektoren (v™, vo”, ..., vo) 
(k = 0,1, ..., A") nicht simtlich einem linearen » — 1-dimensionalen Unter- 
raum angehéren kénnen. Es gibt also darunter m linear unabhingige 
Vektoren, die wir von nun an mit (y!”, y{”,..., y) (k =1,2,...,n) 
bezeichnen wollen. Es ist 

y, y, 22, y | 
pat y, ¥, 2, y® ee 


und 
m=} 
lym| < 42 (i, k = 1, 2,..., n). 
7 
Setzt man 
a = ul? — ul” (i, k = 1, 2,..., n), 
so wird ferner offenbar 
a = y® (mod q’) (6, & = 1,2,..., 9), 
und aus 
ub, — ul? b, = ul, — ul b, (mod g) (i, k = 1, 2,..., n) 
folgt 


2b, = 2b, =... = 2b, (mod gq) (k =1,2,...,n). 


Um zu zeigen, daB die Zahlen 2, y® allen Forderungen des zu be- 
weisenden Hilfssatzes Geniige leisten, bleibt uns somit nur zu beweisen, daB 





Az=a oi = ac 
ist, wo @ eine ganze positive Zahl bedeutet. Setzt man 
dy = (i, & = 1, 3, ..., 2), 
so geniigt es offenbar, wenn A’ die Determinante der ¢\” bedeutet, 
q*- 1 / A 


zu beweisen; denn da8 4 + 0 ist, wissen wir schon, und das nétige Vor- 
zeichen kann natiirlich durch geeignete Wahl der Reihenfolge der Vektoren 
ay” (k = 1, 2,...,n) hergestellt werden. 
Fiir beliebige i, j, k, 1 ist 
a” by = aM b, 


Peake | (mod 9), 
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und folglich 
(13) | dd, xf 2)? b, = dyd, af 2} b, (mod gd,d, 25°) 

| dd, af? af b, = d,d, 2) 2b, (mod qd,d, 2\”). 
Ist nun p eine Primzahl, p’/g, s > 0, so sei p” die gréBte in allen 
aufgehende Potenz von p. Wegen 
(14) t®) = dy = d,x® (mod g) (é, & = 1, 2, ..., #) 
ist im Faller < s 

p’ |d, x (i, k = 1,2,...,n); 
deswegen folgt aus (13) 
d,d,b, (2 2? — 2? 2) = 0 (mod gd,p’), 


also a fortiori 

(15) d, d, (x a? — = az?) = 0 (mod p**"). 
Andererseits ist aber nach (14) und wegen pr / 6? 

(16) eo i = 4d 7" uo (mod gp"); 


ferner folgt aus 
= d, af) (mod q) 
und p /d,2®, daB 
(17) (dz = dd, aol? (mod q 7") 
ist; (16) und (17) ergeben 
te? = dd, x” a (mod gp’) 
und a fortiori 
(40 = dd,2® 2 (mod p***). 
Aus demselben Grunde ist 
(PuY = dd cP xP (mod p*t*), 
und folglich wegen (15) 
tm = ye? (mod pt’). 
Setzt man nun 
= pw (3, & = 1, 2, ..., #), 
so hat man 
wi? wi — wh? wi? = 0 (mod p**). 
Bezeichnet man mit 4” die Determinante der w®, so ist offenbar 
(18) A =p A’; 
nach der Definition von r gibt es ein w®) mit pftw®. Nun multipliziere 
man fiir jedes ¢ + a@ die i-te Spalte der Determinante 4” mit w® und 
ziehe von ihr die a-te Spalte, multipliziert mit w, ab. An Stelle von 
w tritt dann fiir i +a 
wh? wo — wo? wi = p—* m®, 


| 


' 


oe ee « 
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wo m® ganz ist. Es wird demnach 
{w}=—2 A" = pe—ve—* A” (4”” ganz); 
da p in w® nicht aufgeht, ist 
M a” 


ganz, und man erhilt nach (18) 
(19) A’ = p®—-vetrM = p™—-v* N (N ganz). 
Wir haben r < s vorausgesetzt; ist aber r > 8, so ist A’ offenbar sogar 
durch p** teilbar; mithin gilt (19) in allen Fallen. Da nun 7 eine be- 
liebige in q aufgehende Primzahl ist, so folgt 

gd, 
womit Hilfssatz 2 endgiiltig bewiesen ist. 


§ 4. 
Hilfssatz 3. Erfiillen die 2 n® ganzen Zahlen x, y (t,k =1, 2,...,n) 
die Bedingungen (2), (3) und (4), wnd ist auBerdem a > 1 und 


(k) 


Wisse O< AS +g) &k=1,2,....0), 
so gibt es andere 2n* ganze Zahlen 2, y (i,k = 1, 2,...,), die den 
Bedingungen (2) und (3) geniigen, und fiir die auperdem 

¥, 9, 0, 


9 7). 9) yf?) ag"? 


y”, yo”, ore y™ 
ly) sn, (i, & = 1, 2, ..., 9) 


é Beweis. Ich bezeichne mit J, das von den Vektoren y, y”, ..., y™ 
im n-dimensionalen Raum aufgespannte Parallelepipedon; sein Volumen 
betrigt 





und 


" 


4=a c = ac. 
Zahit man wie iiblich zu J, von je zwei gegeniiberliegenden begrenzenden 
Flachen nur diejenige, welche den Koordinatenursprung enthilt, so mu8 
J, genau ac Gitterpunkte enthalten. 
Nun sei A der Bereich der Punkte (z,, z,, ..., %) des -dimensionalen 
Raumes, die den Forderungen 
% = HG + Yor | 
je ganz, 9S 5, <a, 
(Yr> Yar +++» Ya) C da 


(¢ = 1,2,..., n), 
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geniigen. A enthalt acd,d,...d, = agq"—' Gitterpunkte’). Jeder Gitter- 
punkt (z,, 2,,..., Z,) des Bereiches A erteilt den m—1 linearen Aus- 
driicken 
(20) z,b, — 2,6, (¢ = 2,3, ..., 9) 
bestimmte Werte. Da nun a >1 vorausgesetzt war, wibrend n — 1 
Zahlen nur g"~' verschiedene Wertsysteme modulo qg erhalten kénnen, 
muB A zwei Gitterpunkte (z;) und (z/) enthalten, die den n—1 Aus- 
driicken (20) modulo g bzw. kongruente Werte verleihen, so da8 

2b, — 2b; = xj b, — x b; (mod gq) (§ = 1,2, ..., 9) 
wird. Setzt man 


%— 2 = uy; y (¢ = 1, 2,..., m), 
so folgt 
(21) u,b, = u,b, =... =u,5, (mod q), 
wobei die u, nicht simtlich verschwinden. Setzt man 
, K-K=h, Y-Y =% (¢ = 1,2,...,m), 
so wird 
ue =hg+%, |< d; (¢ = 1, 2,..., 9); 


dabei sind (y,, y3,--., Yn) und (y;, yz, ..., yn) Punkte von J,; die beiden 
Determinanten, welche entstehen, wenn man in 4 die k-te Zeile durch 
(Yi, Ya>-- +» Yn) baw. (yi, y2,---» Yn) ersetzt, sind folglich zwischen 0 (inkl.) 
und 4 (exkl.) eingeschlossen; ihre Differenz 4® ist also absolut kleiner 
als 4; A® ist das Volumen des von den Vektoren (y¥, ¥,..., y*—”, 
v, y**+»,..., y™) aufgespannten Parallelepipedons. Aus denselben Griinden 
wie 4 muB8 auch jedes 4 ein ganzzabliges Vielfaches von c sein, so daf 


M4® = a® c| 


0 < a® <aj (k = 1,3,...,%) 


ist. 


7) Denn zwei Punkte z}, z;) von A kénnen nur dann susammenfallen, wenn 
i; =%/. ¥ = yj, i =1, 2,..., m ist. Um dies einzusehen, bemerke man, da’ aus 
z= 2 (¢=1,2,..., 2) 


Gi, — i) 4g + (yj —¥f) = 0 (= 1, 2,..., 9), 
also 


¥—% = —GHh— HIG (¢ = 1, 2, ..., m) 
folgt. Ist 7, = 7; (§= 1, 2,..., ), so ist hiernach y; = y/' (i= 1, 2,...,m), wie 
behauptet. Ist aber z. B. 7, + j,,, so folgt 

1Y%n— Yn | = Gn 
Andererseits ist aber, da y’ und y” J, angehdren, 


lyn — Wt < Le yl t..- +1 yi < na <¢,. 





— 





wars Oct 
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Nun soll gezeigt werden, da8 die a nicht saimtlich verschwinden 
kénnen. Sei Y{ das algebraische Komplement von y{” in 4. Ware 


4® = 0 (& = 1, 2,..., 2), 
so hatte man 
x Yo, =0 (k = 1, 2,..., n), 
i=1 
und folglich, da die Determinante der Y{ gleich A*~* + 0 ist, 
vw, = 0 (¢ = 1,2, ..., 9). 
Deswegen wiirde (21) ergeben 
Lq6, =khgab, =... =lagqrndn (mod q); 
und da |l,| < d, ist, so wire nach Hilfssatz 1 
L=0 (¢ = 1,2, ..., 9), 
und folglich 
u, = 0 (6 = 1, 3,..., 9), 


was nicht zutreffen kann. 


Unbeschadet der Allgemeinheit diirfen wir demnach annehmen, 
daB z. B. 


A® = Dy Yo, =a%e>0 


i=1 
ist. Man setze nun 
x = a” (é = 1,2, ..., 93 k = 2, S, .cn th 
Zn = u, ($ = 1,2,..., ”), 


7” = ys” (s = 5 a k= 2,3,...,), 
ye =», (= 5 ee 


die 2n* Zahlen 2”, i” erfiillen dann offenbar die Bedingungen (2) und (3), 
und die Determinante A” der yj” erfiillt die in Hilfssatz 3 gestellte 
Forderung. Um zu zeigen, daB auch die letzte Forderung |y{"| < nA, 
befriedigt wird, hat man offenbar nur 


|y| Sn, (6 == 1, 2, ..., 9) 
zu beweisen. Das ergibt sich aber unmittelbar, wenn man bemerkt, daB 
der Vektor (v,,v,,...,%,) zwei Punkte von J, verbindet, und daB folg- 
lich jede seiner Komponenten absolut die Summe der Absolutwerte der 


gleichnamigen Komponenten der J, aufspannenden Vektoren y) nicht 
tibertreffen kann; das gibt 


jol SE ly? Sa. 
Damit ist Hilfssatz 3 bewiesen. 
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§ 5. 


Hilfssatz 4. Zu jeder positiwen Zahl y gibt es eine andere positive 
Zahl A, = A, (y, n) mit folgender Eigenschaft: ist t' geniigend groB, q> yt”, 
und sind m,, m,,..., ™, m— 1 beliebige ganze Zahlen, so gibt es 2n ganze 
Zahlen 





Th, Thy ++ +5 Try 
die den Bedingungen secsaditadhces 
(22) ay b, — af b, =m (mod q) (¢ _ 2,3, so n), 
(23) a} =fuary (0 shi < d,) (@ = 1,2, erry n), 
(24) Iyt| <A, S— (§ = 1,2,..., m) 
‘ 


gentigen. 

Beweis. Den Ausgangspunkt bilden die nach Hilfssatz 2 existieren- 
den 2n* Zahlen z{", y{”. Die Determinante mit den Elementen d,y” 
(i,k = 1,2,...,m), deren Wert ag"—' ist, hat alle Elemente absolut 


n—1 


kleiner als Ag * . Nach dem Hadamardschen Satz ist daher 
ag’—* < (AYapg—', 
ax (Ayn, 


so daB a eine gewisse, nur von m und y abhiangende Schranke nicht 
tibersteigt. Setzt man ferner 
n—1 
Aq” a 
—— a Aqq *=A, 


‘ 
so ist bei geniigend groBem q 
(25) 4<ig, 


so da8B wir auf die Zahlen z\”, y/” den Hilfssatz 3 anwenden kénnen, 
und zwar kann, wie man sofort einsieht, diese Anwendung solange er- 
folgen, bis einmal @ = 1 wird; denn die Anzahl der dazu erforderlichen 
Schritte ist kleiner als a, also als eine von q unabhingige Schranke; und 
die jeweiligen 4, werden bei jeder Anwendung n mal gréBer, so daB die 
fiir die Anwendung erforderliche Bedingung (25) bis zum Ende giiltig 
bleibt, sofern nur g gentigend gro8 gewahit war. 

Aus diesem Grunde darf man direkt annehmen, daB a = 1 ist, wenn 
man in den fiir die |y{”| nach Hilfssatz 2 bestehenden oberen Schranken 














Ce 
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die Zahl A durch eine gréBere, aber wie A nur von n und y abhingende 
Zahl A, ersetzt. Mithin erfiillen die Zahlen z{”, y{" folgende Bedingungen: 


ab, = ab, =... = 2b, (mod g) (k = 1,2,...,), 
ai” = y{” (mod gi) (st, = 1, 2,..., n), 
A=e, 
n-1 
lv1 < 4,4.— (i,k = 1,2,..., 9). 
‘ 


Wie beim Beweise von Hilfssatz 3 betrachten wir die Bereiche J, (hier J,) 
und A. Es wird A (z,, 2,,..., %) durch 
, &=HGT 4 
0SKi < 4, 

(Yr> Yar --- Ya) CI, 
festgelegt, und J, ist das von den Vektoren (y”, y®,...,y¥™) auf- 
gespannte Parallelepipedon. A enthilt hier genau g"~—' Gitterpunkte 
(2,, %y,-+++» %); jeder dieser Punkte verleiht den n — 1 Formen 
(26) 2, b, — a,b, (¢ = 2,3, ..., 9). 
ein bestimmtes Wertsystem. Da q"~—* die Anzahl aller modulo g verschiedenen 
Wertsysteme dieser Formen ist, so mu8 einer der folgenden Fille eintreten: 
entweder enthilt A einen Punkt (z,, z,,..., 2%), welcher die Bedingungen 

2,6, — 2,b, =m, (mod q) (¢ = 2, 3, ..., ») 
erfiillt, und dann ist Hilfssatz 4 mit z? = z,, y? = y, (i = 1, 2,...,n) 
offenbar bewiesen; oder aber muB A zwei Gitterpunkte (z,, 2, ..., 2) 
und (z;, 2,...,%,) enthalten, die allen »—1 Formen (26) modulo g 
paarweise kongruente Werte verleihen. DaB diese letztere Méglichkeit 
ausgeschlossen ist, ersicht man nun aber ganz leicht, denn es war ja ge- 
rade die Existenz von zwei solchen Gitterpunkten, auf der der ganze 
Beweis von Hilfssatz 3 aufgebaut war*); sollte sie auch diesmal bestehen, 
so kénnte man auf die Zahlen z{", y{” Hilfssatz 3 nochmals anwenden, 
und das wiirde unmittelbar zu einem Widerspruch fiihren (da hier alle 
4® < ec und ganzzahlige Vielfache von c sein miiBten, wobei der Fall 
4® = 0 (k = 1, 2,...,) ausgeschlossen ist). 
Hilfssatz 5. Unter der Voraussetzung q > yt™ ist bei genitigend 
grofem t n—1 


4, = Ayq* (i = 1, 2,..., ), 


8) Die die frihere Sachlage von der gegenwartigen unterscheidende Bedingung 
a> 1 wurde namlich lediglich dazu benutzt, um die Existenz von zwei Gitter- 
punkten der erforderlichen Art sicherzustellen. Zu bemerken ist noch, daB die 


Forderung 4, < +4, bei geniigend groBem gq offenbar erfillt bleibt. 
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wo A, (wie auch A, und A, im folgenden) eine nur von n und y ab- 
hdngende positive Konstante bedeutet. 


o—5 n—1 


Beweis. Ware d, > A,q * , 80 hatte man bei A,y * > 2 








a-1 a-1!l 
(27) Pte *. o> ie 
laBt man die ganzzahlige Variable k die Reihe 1, 2, ..., [¢’*—*] + 1 durch- 
laufen, so gibt es unter diesen Zahlen einen Wert, fiir den bei passend 
gewahlten ganzen n; (l <j S 1, j +4) 

, 1 ° . 
(28) kg O;—2j| <> Qlsjsrj+8 
ist; andererseits ist aber wegen (27) 

k te 
|kq,0; — k pi| <zrs Qf ra 

so daB (28) auch fiir 7 = ¢ gilt; wegen kg; < d,g; = g widerspricht das 
aber der Definition von gq. 


§ 6. 
Nachdem alle Hilfsbetrachtungen durchgefiihrt sind, 148t sich nun- 
mehr der Beweis des Hauptsatzes leicht zu Ende fiihren. Es sei g > yt 
fiir alle geniigend groBen ¢’. Man setze 





q%, ° . . 
FZ = [gin] = 5 (j= 1,2,..., ); 
ferner bestimme man n ganze Zahlen r,,7,,...,7, aus den Kongruenzen 
Pit; = % (mod gj) (¢ = 1,3, ..., #) 
und setze 
™~—T, =m, (§ = 2, 3; ..., 9). 
Nach Hilfssatz 4 gibt es 2m ganze Zahlen 
zt, 2, eee Zs 
vie Yi, Ys - ++ Ya» 
die die Bedingungen ’*) 
(29) zi b, —afb, =m, (mod g) . 
‘ge } : = 1,2,...,m), 
ef = jG + yf, jc ganz, OS 9, < a, @ ") 
a-—1 
it] < A, L j= 1,2,..., 
ige| <A, _— (s n) 


erfiillen. Aus (29) folgt, daB sich eine ganze Zahl z,0 < z < q derart 
wiahlen laBt, da 
e=27b,+71, (mod qg) (¢ = 1, 2, ..., ») 


*) m, bedeutet 0. 





bee 


—Tvr 


rng atin 9 





sate eras ea 
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ist. Dann folgt 
op, = pi(zth+r,) = t+s, = y8 +5 (mod qi) (¢ = 1, 2,..., m), 
also bei geeigneter Wahl ganzer y, 























na—1 
|7pi— edi — 11 = lye] < 4, 4— (§ =1,2,...9), 
a=) 
epi — yea — Gas] <1 +4,45—- (i = 1,2,...,m), 
und folglich nach Hilfssatz 5 a 
q ® d, a—i 
|tr — yg — %& | < d, + A, q, <= A,q ae 
P A ° 
o*_y-« ae (¢ = 1, 2,..., 0); 
q” 
wegen z < q und 
- a 
q 6; < +2 (¢ = 1, 2, » ”) 
ergibt das : 
A 


|\tO, — ys —%| < T° 


Nun sei eine geniigend groBe, im iibrigen beliebige positive Zahl ¢ ge- 


| 1 | 1 ‘ 
? 


A A 1 
t Mak Weeds 


t 


Wegen g > yt’™ hat man 


q” y"t 
und somit 
jz —y,—a| < > (¢ = 1, 3, ..., 2); 
dabei ist 
r<cqstr< 24 mL rp, 
wo 
r=—(2A,)» 


gesetzt ist; damit ist der Hauptsatz bewiesen, denn die Forderung, daB t¢ 
geniigend gro8 ist, beschrinkt selbstverstindlich nicht die Allgemeinheit 
des Wortlautes. 


Moskau, Mathematisches Institut der Universitat. 


(Eingegangen am 23. 4. 1936.) 











On the Kolmogoroff Maximum and Minimum Measures. 
By 
A. 8. Besicovitch in Cambridge (England). 


§ 1. 

A point transformation of a set of points Z into another set £’, 
such that the distance between any pair of points a,b of E is greater 
than or equal to the distance between corresponding points a’, b’ of E£’, 
is called contraction. The opposite transformation is called extension. 
We denote these transformations by symbols EF’ = 2E, FE = 2~—' E’. 

Let uw (EZ) be a non-negative function of sets defined for all B-mea- 
surable sets of the n-dimensional Euclidian space R,. Kolmogoroff*) 
calls «(#) a measure function if it satisfies the following conditions: 

(I) If the sum of a finite or of an enumerably infinite set of sets 
E,, (they may have points in common) contains the set Z then 


#(ZE) s J w(E,). 


(II) If the set E contains a finite or an enumerably infinite set of 
sets E,, no pair of them having points in common, then 


u(E) > LX w(E,). 
(III) If E is a contraction of EF then 
H(B) Sw. 


1) A. Kolmogoroff, Beitrage zur MaBtheorie, Math. Annalen 107, S. 351—366. 
Mr. A. Kolmogoroff has asked me to insert the following corrections to the 
cited paper. 


statt lies 
j Oz, Oz, 
Seite 362 Zeile 12 v. o. — — 
Oz, Oy; 
» 2 es. tue u*(R) u® (T) 
» 363 , Tv.o. p* (Ra) = j pw (Ta) = j 
R Rm 
» 33 , Qv.0. u*(P) u* (Q) 
» 83 , lév.u. T = »®(R) T =2@®"'(0U) 
» 368 ,, 13 v.u. p*(R) = m*(T){1+0(0)} pw*(T) = m*(U) (1+ o(¢)}, 
» fe... Bae m* (T) m*(U) 
» =e « Bae n* (R) u*(T) 
» 33 , 6y¥.u. u* (R) = a*(R) u* (7) = ja‘ (7). 





———- 
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(IV) There exists a set J, the measure unit, for which 
awd = 1. 


If a unit interval of the k-dimensional space is taken for the measure 
unit, then we call « E the k-dimensional measure and we denote it by u* E. 

The conditions which a measure function u* E is to satisfy are not 
sufficient for its complete definition and Kolmogoroff has proved the 
existence of two measure functions, the minimum measure u* E and the 
maximum measure ji‘ E between which all the other measure functions 
are included. He has proved that yu‘ £ is equal to the lower bound of 
the k-dimensional Lebesgue measure of any extension of £ in the k-dimen- 
sional Euclidian space R,. If no such extension of # exists then 
p*E = + eo. The minimum measure is defined in the following way. 
Consider all representations of EF as the sum of an enumerable (finite or 
infinite) set of non-overlapping B-measurable sets G, and all the contrac- 
tions 2,G, of these sets in R,. Then 

wE = u. bd. Lm 2,6, 


where m* denotes the k-dimensional Lebesgue measure. 
The Kolmogoroff fundamental result is that either 


tE = uwtE 
and thus uw‘ £ is defined uniquely for EZ, or 





BE = + om. 

In this note we study the nature of the class of sets for which the 
measure function u* EF is defined uniquely. We confine our considerations 
to the one-dimensional measure u'E of sets in the two-dimensional 
space R,. 

Kolmogoroff has expressed a conjecture that the minimum measure 
coincides with the Carathéodory k-dimensional measure in R,. We shall 
show that this conjecture is false. 


§ 2. 

Denote by AE the Carathéodory linear measure of a set H, and by 
c(a,r) the circle centre a and radius r. The upper and the lower 
densities D+ E, D-E of the set E at the point a are defined by the 
equations 


_ a C418 x c(a, 7)} 
DE = im a oe 


D-E = lim 212 Xe@") 


r>o 2r. 
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The sets at almost all points of which 
DE=DE=1 
are called regular sets. 
The following theorems are proved: 
Theorem 1. Almost all points of a regular set E lie on an enumerable 
set of rectifiable lines of measure as near the measure of E as we please. 
Theorem 2. At almost all points of any linearly measurable set E 


$< DE<1") 


§ 3. 


Theorem 1. Sets for which the measure u* E is uniquely defined 
in R,, are regular. 

Proof. We shall prove the theorem for the case of linearly measur- 
able sets on a plane, ie. for k = 1, mn = 2. Only trivial alterations are 
necessary for extending the proof to the general case. 

Let E be a linearly measurable non-regular set of finite Carathéodory 
measure AE and assume that its measure is uniquely defined, so that 
u'E=AE. There exists a positive number a, } < a< 1, such that 
the subset Z, of points of E with lower density < a has a positive 
measure. Take a< 6 < 1 and let EH’ = x~-'E be an extension of E 
on a straight line such that 


(1) mE’ <iE+4°—* 





AB,. 


By the definition of extension, formula (1) holds if #, E’ are 
replaced by any subset of Z and its extension, so that 





(1, a) mE, < AB, + +°—*28,. 
We write 
E, = aE, 
and, given o > 0, we denote by E, the set of those points c’ of E, 
for which 


(2) mE; (ce —h, ce +h) >62h for any h< e. 


Let EF, = xE;. For sufficiently small 9 AE, is near AZ, and we 
may put 


1 b—a 


(3) AE,>ABE,— ~-—"AB,. 


*) A. 8. Besicovitch, On the fundamental geometrical properties of linearly 
measurable plane sets of points, Math. Annalen 98 (1927), S. 422—464. 
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Starting from Theorem 2 of § 2 and employing the well known Vitali 
argument we can construct a set C of non-overlapping circles, satisfying 
the following conditions: 

(I) the radii of circles are < 0, 

(II) the centres are at points of £,, 

(III) the mean density of £, in each of the circles is 
>t-—e and <a, 
(IV) the set C covers almost all points of E,. 
We then have 


(4) 2 2r> 
Take to every circle c (c,h) the interval (c’ —h, c’ +h) on the line 


of E’ where c’ = x~'c. Then to the whole of set C corresponds a set 
I’ of non-overlapping intervals such that 


(5) mI’ = J2r. 
c 
By (2), (4), (5) 


AB, 
a 


mE, xl >—Ak, 
and a fortiori 
(6) mE, > ~AE,. 


By (6), (1a), (3) and observing that <2 we have 


m b _ 
AB, +37 Z*AB, > FAB, - 2375 


1 b— 
>i, 


> AB, + 5° T*AB, 


“28, 








> 348, - 


which is impossible. Thus the measure of a non-regular set cannot be 
defined uniquely. 

Theorem 2 (Converse theorem). Any regular set reduced by 
at most a set of measure zero has a uniquely defined measure. 

The theorem is obvious for a set on a rectifiable curve. But any 
regular set, possibly reduced by a subset of measure zero, lies on an 
enumerable set of rectifiable curves, which proves the theorem for the 
general case. 


§ 4. 

We shall give another proof of the theorem 1 which, though appli- 
cable only to the case of linearly measurable sets, has the advantage of 
giving completely the nature of the sets to which the theorem 2 is 
applicable. 


27* 
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Let E be a plane set and EZ’ = 2~' £ its extension on a straight line L. 

Take a finite segment / of L. 

Let FE, be an enumerable set of points c,, c,, ... everywhere dense 
on E’l and E, = 2F,. 

Denote by F,, the set f;,, fen, «--> fun Of the points c,, c¢, ..., ¢, 
in their order on / from the left to the right. Write /;, = 2/;, and 
consider the polygonal lines K, with consecutive vertices at 


fins fen» lille. fan- 

It is obvious that the sequence of lines K, tends to a limit curve K 
of length </ containing all the points of 2H’l. It follows at once 
that the set Z lies on an enumerable (finite or infinite) set of rectifiable 
curves. 

But it is obvious that the measure function y’ E is defined uniquely 
for all sets on a rectifiable curve, and thus we see that sets satisfying 
Theorem 1 are those lying on an enumerable set of rectifiable curves. 
These sets are of course regular. 

Now we know that any regular sets can be placed either entirely, 
or with a remainder of measure zero, on an enumerable set of rectifiable 
curves. Thus the class of sets for which the measure is defined uni- 
quely consists of those regular sets for which no remainder exists. 


§ 5. 

We shall now pass to the investigation of Kolmogoroff’s conjecture 
on the relation between the minimum measure and the Carathéodory 
measure. 

Lemma 1. If D, D’ are two arbitrary points of triangles A BC, 
A’ BC" and d,d’ the distances from each of these points to the farthest 
y vertex of the corresponding triangle, then 
A\(oa) a 


min (DD', d+ @)x<a— < 18a 


Proof. It is easy to see that it is suffi- 
CF-F.9 872) cient to prove the lemma only for the case 
when D lies on AC and D’ on A’C’. We arrive 








‘ = at the proof by considering the following four 
y a8 cases : 
aed) ot 1 ADS}AC, AD SAAC; 
then Vio Vio 
Ma-a) d=DB<a'¥, d sa, 
’ yio _ 50 
Fig. 1. e+ 505 <*7- 
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AD>3AC, ADD}3AC; 


then = 
DD =MM' aol colt. 
3. AD>jsAC, AD <}3A'C’; 
then 


DD <MA' =a!®. 


4. AD<}AC, AD>}4A4'C; 
this case is similar to (3). 

Lemma 2. No set E contained in the triangles A BC, A’ B’C” can 
50 
T° 

Proof. Let EE, =2(E) be a contraction of E on the X-axis. 
Given 0< e< = there exist points 4, A’ of EF, such that 

(4—e, A’ +e)> E£,. 

Let D, D’ be the corresponding points of Z. 


If D, D’ belong to one of the two triangles, then DD’ <a. E, being 
a contraction of E we have 


4 —-A<DD <a 


be contracted into a linear set of measure >a 


and 
, 3 \50 
mE,< A +e—A+eSa+ecza<cae .¥ 
which proves the lemma for this case. 
Let now D, D’ belong to different triangles, say D to A BC and 
D’ to A’ B’C’, and let d, d’ be the distances from D and D’ to the 
farthest vertices of triangles A BC and A’ B’C’. Then points of EF, 
corresponding to all points of ExABOC, belong to the interval 
(4 — ¢, 4+ d) and those corresponding to points of E x A’ B’C’ belong 
to the interval (4’—d, A’+ e«). Thus 


(1) mE,<d+d'+2e. 
On the other hand 


(2) mE,S4—-A+2eS DD +28. 
By (1), (2) and Lemma 1 


mE,<a' +426 


which proves the lemma, since ¢ is arbitrary. 
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§ 6. 

Denote the figure of Lemma 1 by F, and call it a triangle-pair of 
diameter 2a and of centre O. Let n,, m,,... be a rapidly increasing 
sequence of positive integers. 

Construct now the figure F, consisting of 4, triangle-pairs of dia- 
meter BAS and with centres at the points 

My 


04 Za}, (0,4 (0-)) (+($-s)> (45+ SS) 
k=1,2,...2,—L 


Similarly we -construct 4, triangle-pairs in every triangle-pair of 
F, and we call the aggregate of these 4n,4n, triangle-pairs the figure 
F, and so on. We shall also denote by F, the set of interior points of 
triangles of F;. 

Let 


F =[7F,. 
1 


By an argument similar to some of those in my paper cited above, it 
can be proved that 
(3) AF = 2a. 
We shall prove that 
Va 
4 


wFsa 


Lemma 3. If H be a set of triangle-pairs of aggregates F,, F,,..., 
each external to others, then denoting by d the diameter of the general ele- 
ment (triangle-pair) of H 

AF-H = 2d. 


This becomes obvious after (3) has been proved. 
Lemma 4. Given ¢ and a closed subset G of F there exists a finite 
set H as defined in Lemma 3 including G and such that 


Dd< séGe. 
H 


For, G being closed, there exists a finite set U(o) of open areas 
A,, each of diameter < g, such that U (e) > G and 


Ld<isG+ 5: 
Ue) 


Each point of G can be included in a triangle-pair, of one of aggre- 
gates F,, entirely included in U (e), and by the Heine-Borel theorem we 
arrive at the existence of a finite set H of such areas including the 
whole of the set G. 
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But for sufficiently small o 


AHF < Jd4+5<AG+e 
U@ 


and by Lemma 3 
dDd<isAGse 
H 


which proves the lemma. 


Corollary. Given a positive « and a B-measurable subset G of F 
there exists a finite or enumerably infinite set H of Lemma 3 including 
almost all points of G and such that 


Dd<AG+e. 
H 
Lemma 5. A B-measurable subset G of F cannot be contracted into 
a linear set of measure > ag. le. 


Take H as in the preceding corollary, it is easy to see from 
Lemma 2 that the measure of any linear set which is a contraction of G 


is less than or equal to 50 5 a ies 150 (4 @ +) which proves the 
H 


8 8 
lemma since ¢ is arbitrary. 
Theorem. 
wFrs 180 ay , 
Represent F as the sum of non-overlapping B-measurable sets 
F => 2 G,. 
By Lemma 5 for any contraction 2, of G, we have 
mx,G,< AG,. 
Hence 
“F = u. bd. Ym2,G, 
<'@ saa, 
< ap. 


(Eingegangen am 30. 5. 1936.) 
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Einleitunz. 

J. Hjelmslev hat gezeigt'), daB die absolute Geometrie in der Ebene 
ohne Benutzung von Anordnungs- und Stetigkeitsforderungen auf der 
Grundlage der Eigenschaften der ebenen Spiegelungen begriindet werden 
kann. Die vorliegende Arbeit*) stimmt in dieser Zielsetzung mit der von 
Hjelmslev tiberein, weicht jedoch in methodischer und axiomatischer Hin- 
sicht von ihr ab. Sie bildet in dieser Beziehung eine Erginzung zu der 
Begriindung der elliptischen Geometrie im GroBen, die E. Podehl und 
K. Reidemeister gegeben haben‘). 


1) Einleitung in die allgemeine Kongruenzlehre, Math.-fys. Meddelelser, Kgl. 
Danske Videnskabernes Selskab 8, 11 und 10, 1, 1929. Die Begriindung ist bisher 
nur fiir die ,,einfache Geometrie“, in der zwei Punkte eine Gerade bestimmen, 
durchgefiibrt. Wir betrachten ausschlieBlich diesen Fall. — Vgl. auch die 
frihere Arbeit von Hjelmslev: Neuve Begriindung der ebenen Geometrie, Math. 
Annalen 64 (1907), 8S. 449—474, und die Darstellung bei F. Schur, Grundlagen der 
Geometrie, Leipzig 1909, § 7. In diesen Arbeiten werden jedoch noch Anordnungs- 
tatsachen und starkere Kongruenzaxiome benutzt. 

2) Das Problem dieser Arbeit ist von Herrn Professor Reidemeister gestellt 
und bereits von Herrn Podehi ein Stiick weit verfolgt worden. Ich habe von Herrn 
Podehls Einfiithrung der uneigentlichen Punkte und von seinen Vorarbeiten fiir die 
Einfahrung des kinematischen Raumes Gebrauch gemacht. 

3) Hamburger Abhandlungen 10 (1934), S. 231—255. 
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Das hier benutzte Axiomensystem geht aus dem von Podehl und 
Reidemeister durch eine Gabelung hervor. Die beiden Axiomensysteme 
bestehen aus einer gemeinsamen Gruppe von Axiomen, zu der dort die 
Forderung ,,Es gibt wenigstens eine Gerade, die einen Pol besitzt“*) und 
hier die Negation dieser Aussage, nimlich die Forderung, da8 von einem 
Punkt auf eine Gerade héchstens ein Lot gefillt werden kann, hinzu- 
genommen ist. Die volle elliptische Ebene geniigt daher dem hier zugrunde 
gelegten Axiomensystem nicht, und es sind in der Formulierung der Axiome 
eine Reihe von Vereinfachungen méglich, da die polare Lage von Punkten 
und Geraden nicht beriicksichtigt zu werden braucht. 


Im Gegensatz zu Hjelmslev wird bei der hier gegebenen Begriindung 
der absoluten Geometrie ebenso wie bei Podehl und Reidemeister die 
Halbierbarkeit einer Strecke nicht allgemein vorausgesetzt. Um zu sichern, 
daB die Aufeinanderfolge der Spiegelungen an drei Geraden, die auf einer 
Geraden g senkrecht stehen, durch die Spiegelung an einer zu g senk- 
rechten Geraden ersetzt werden kann, braucht man jedoch zwei spezielle 
Mittelpunktssitze. Wahrend nun diese Sitze aus den iibrigen Axiomen 
der elliptischen Geometrie im GroBen beweisbar sind, ist der Beweis in 
der absoluten Geometrie nicht gelungen, und es mubte daher die Giiltig- 
keit dieser Mittelpunktssitze axiomatisch gefordert werden (Axiom III9 
und III 10). 


Zum Beweis der Sitze von Desargues und Pascal fiir Konfigurationen 
aus eigentlichen Geraden werden im Anschlu8 an die von Reidemeister 
in seinem Vortrag ,,Geometria proiettiva non euclidea“*) entwickelten 
Gedanken ebenso wie in der erwahnten Arbeit von Podehl und Reide- 
meister Eigenschaften eines kinematischen Raumes benutzt, dessen Elemente 
durch die Spiegelungen an eigentlichen Geraden und die Drehungen um 
eigentiiche und uneigentliche Punkte der Ebene definiert sind. Es ergibt 
sich fiir Konfigurationen aus eigentlichen Punkten und Geraden der Ebene 
zunachst der Satz von Desargues mit Hilfe des Satzes von den perspektiven 
Dreikanten, der im kinematischen Raum nach bekanntem Verfahren bewiesen 
werden kann, und dann der Satz von Pascal aus einer riumlichen Fassung 
des Satzes von Brianchon, dessen Beweis aus der Existenz von Regel- 
flachen im kinematischen Raum mit einem einfachen Schluf hergeleitet 
wird. Mit Hilfe des kinematischen Raumes gelingt es also, den Desargues- 
schen Satz direkt, ohne den Hessenbergschen Umweg iiber den Pascal- 
schen Satz, zu beweisen und die Hessenbergschen Satze iiber Gegen- 


*) Aus dieser Forderung folgt, in Verbindung mit den iibrigen Axiomen, daB 
zwei Geraden stets einen Schnittpunkt haben. 
5) Rendiconti d. Sem. Mat. d. R. Universita di Roma 13, 1934. 
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paasrung, auf denen der Beweis der Schnittpunktssitze bei Hjelmslev beruht, 
zu vermeiden. 

Die Hjelmslevschen Halbdrehungen werden zur Einfiihrung uneigent- 
licher Geraden noch benutzt, jedoch nicht mehr zur Einfiihrung der un- 
eigentlichen Punkte. Sie spielen bei der Zuriickfiihrung der allgemeinen 
Fassungen der Siatze von Desargues und Pascal fiir beliebige auf eigent- 
liche Konfigurationen nur noch die Rolle von projektiven Kollineationen, 
die es gestatten, alle Punkte der Ebene auBer denen, die einer gewissen 
Geraden angehéren, in eigentliche Punkte zu transformieren. Diese Zuriick- 
fihrung erledigt Hjelmslev durch eine Fallunterscheidung, indem er sie in 
verschiedener Weise, zunichst unter der Voraussetzung, da® jedes Viereck 
mit drei rechten Winkeln ein Rechteck ist (,,singularer Fall‘), und dann 
unter der Voraussetzung, daB kein Rechteck existiert (,,ordinarer Fall“), 
durchfiihrt. Dabei wird von speziellen metrischen Eigenschaften der Halb- 
drehungen Gebrauch gemacht. Diese Fallunterscheidung ist hier durch 
einen einfachen projektiven Gedankengang, der in jedem Falle zum Ziele 
fiihrt, vermieden ‘). 

Die Begriindung der absoluten Geometrie ist wie bei Hjelmslev bis 
zur Einbettung der durch die Axiome charakterisierten Ebene in eine 
projektive Ebene, in der die Satze von Desargues und Pascal gelten, 
durchgefiihrt. Die Geometrie laBt sich nun in bekannter Weise algebrai- 
sieren. Der Nachweis, daB in dem entstehenden Kérper eine quadratische 
Form mit den Eigenschaften des MaSkegelschnittes existiert, wird in einer 
gemeinsamen Arbeit von K. Reidemeister und dem Verfasser erbracht 
werden. 


§ 1. 
Das Axiomensystem. 
Als Axiomensystem legen wir der vorliegenden Arbeit das folgende 
System von Aussagen zugrunde: 


I. Inzidenzaxiome. 
1. Zwei Punkte inzidieren mit einer und nur einer Geraden. 
2. Es gibt drei Punkte, die nicht mid einer Geraden inzidieren. 


*) Die von uns gegebene projektive AbschlieBung der absoluten Ebene ist 
daher unabhingig von der Entsecheidung der von Hijelmslev nicht behandelten 
Frage, ob die Disjunktion: singulérer Fall — ordin&rer Fall vollstandig ist. Wir 
werden jedoch in der am Schlu8 der Einieitung angekiindigten Arbeit zeigen, da8 
die Volistandigkeit dieser Disjunktion eine einfache Folgerung aus den Ergebnissen 
der vorliegenden Arbeit ist. Die Liicke, die die von Hjelmslev nicht beantwortete 
Frage in seinem Aufbau darstellt, 148t sich also jedenfalls auf diesem Wege tber 
die AbschlieBung der Ebene schlieBen. [In der friheren Arbeit von Hjelmslev 
(s. Anm. ')), in der eine stérkere Beweglichkeit der Figuren in der Ebene voraus- 
gesetzt wurde, war die genannte Disjunktion trivialerweise vollstandig; s. d. Satz 7.] 
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II. Axiome des Senkrechtstehens. 
1. Steht eine Gerade a auf einer Geraden b senkrecht, so steht b auf a 
senkrecht und ist von a verschieden. 
2. Zu einer Geraden a gibt es durch jeden Punkt genau eine Gerade b, 
die auf a senkrecht steht. 
3. Zwei zueinander senkrechte Geraden haben einen Punkt gemeinsam. 
Die Beziehung Senkrechtstehen bezeichnen wir durch ,,1“. 


III. Kongruenzaxiome. 


Sind A und B zwei verschiedene Punkte, so verstehen wir unter der — 
Strecke A B das (nicht-geordnete) Punktepaar A, B. Die Kongruenz- 
beziehung ist eine Relation zwischen Strecken, wir bezeichnen sie durch ,,~“‘. 

1. Wenn A B = A’ B’ ist, so ist A’ B’ > AB. 

2. Wenn AB = A’ B und A’ B = A” B" isi, 80 ist A B= A” B". 

3. Sind A und B zwei verschiedene Punkte, so gibt es auf der Ge- 
raden (A B) einen und nur einen von A und B verschiedenen Punkt B’, 
so dap 

ABX+AB 
ist. ; 

Satz 1. Jede Strecke ist mit sich selbst kongruent. 

Folgt aus den Axiomen III 1 bis 3. 

Satz 2.-Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte. 

Beweis: Aus Axiom III,3 folgt, daB auf jeder Geraden, auf der 
zwei Punkte liegen, drei Punkte liegen. Aus dea Axiomgruppen I und II 
folgt aber, daB auf jeder Geraden wenigstens zwei Punkte liegen. Denn 
nach I, 2 gibt es drei Punkte A, B, C, die nicht auf einer Geraden liegen. 
Auf den durch diese Punkte bestimmten Geraden liegen mindestens zwei 
Punkte. Ist nun g eine beliebige andere Gerade, so existieren auf g nach 
II, 3 die FuBpunkte der von A, B und C auf g gefillten Senkrechten. 
Nach II,2 ist es ausgeschlossen, daB diese drei FuBpunkte in einem 
Punkt zusammenfallen. 

4. Sind M,, M,, M, drei verschiedene Punkte einer Geraden g, sind 
A,, Ay, Ay, A, 4, A, sechs weitere Punkte, ist A, = A,, falls A, auf g 
liegt, ist A, + A,, M,A,=M,A,, (M,A,) 19, (M,A,)1 9, falls A, auper- 
halb von g liegt, und liegen die Punkie A, auf einer Geraden, so liegen 
auch die Punkte A, auf einer Geraden (v = 1, 2, 3). 

5. Sind M,, M,, M, drei Punkte einer Geraden g, sind A,, A,, A, drei 
verschiedene Punkte und Aj, Ay, A; drei verschiedene Punkte, ist A, = Aj, 
falls A, auf g liegt, ist A, + A,, M,A,=M,A,, (M,A,) 1g, (M,A,) 19, 
falls A, auBerhalb von g liegt, und ist 

(A, A,) i (A, A,), 
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so ist 
(A; Ay) 1 (Ay As). 

6. Sind M,, M, zwei Punkte einer Geraden g und sind A,, A,, A\, Aj 
vier weitere Punkte, ist A, = A,, falls A, auf g liegt, ist A, + A), 
(M, A,) ig, (M,A;) 19, M,A, = M,A,, falls A, auBerhalb von g liegt, 
so ist 

4, 4, = 4, 4,. 

Definition 1. Sind A, B, M drei verschiedene Punkte einer Geraden 

und ist 
AM = MB, 
so heiBt M ein Mittelpunkt der Strecke A B. 

7. Jede Strecke hat héchstens einen Mittelpunkt. 

8. Sind O, A, A’ drei Punkte, die nicht in einer Geraden liegen, und 
ist OA = OA’, 80 ist der FuBpunkt des Lotes von O auf die Gerade (A A’) 
ein Mittelpunkt der Strecke A A’. 

9. Sind A, B,C drei Punkte einer Geraden und besitzen die Strecken A B 
und AC je einen Mittelpunkt, so besitzt auch die Strecke BC einen Mittel- 
punkt. 

Definition 2. Ist a eine Gerade, A ein Punkt, der nicht auf a 
liegt, und S der FuBpunkt des Lotes von A auf a, so nennen wir den 
nach Axiom III,3 eindeutig bestimmten, von A 
verschiedenen Punkt A, auf der Geraden (AS), 
a rs oe he fir den AS = SA, ist, den Spiegelpunkt 
von A in bezug auf die Gerade a. 

10. Sind a,b,c drei Geraden, die auf einer 














Be A z 9  Geraden g senkrecht stehen, ist B der Schnitt- 
I, age punkt von b und g, B’ ein von B verschiedener 
Punkt auf 6, sind B, und B, bzw. B, und 

Fig. 1. 


B. die Spiegelpunkte von B und B’ in bezug 
auf a bew. c, ist M Mittelpunkt der Strecke B, B,, m die Senkrechte auf g 
in M, so ist m senkrecht zu (B, B:). 


§ 2. 
Spiegelungen und Drehungen. 

Auf der Grundlage unseres Axiomensystems kénnen die Definitionen 
der Spiegelung und der Drebung ebenso wie in der ,,Begriindung der 
elliptischen Geometrie“ von Podehl und Reidemeister*) vorgenommen 
werden, und es besitzen eine Reihe der dort bewiesenen Satze iiber die 
Bewegungen auch hier Giiltigkeit. So entsprechen die Definitionen 3, 4, 5 
und die Siatze 3 bis 16 des Folgenden bestimmten Erklarungen und den 
Satzen 12 bis 27 der genannten Arbeit. Da die Beweise aus denen der 
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entsprechenden Satze durch geringfiigige Modifikationen hervorgehen, geben 
wir diese Saitze (auBer Satz 8 und 14) ohne Beweis an. 

Definition 3. Eine umkehrbar eindeutige Abbildung, die die Gesamt- 
heit der Punkte und die Gesamtheit der Geraden in sich iiberfiihrt, die 
die Inzidenz zwischen Punkten und Geraden und das Senkrechtstchen 
zwischen Geraden erhalt und jede Strecke in eine kongruente Strecke 
iiberfiihrt, nennen wir eine Bewegung. 

Satz 3. Die Bewegungen bilden eine Gruppe. 

Satz 4. Eine Bewegung, die drei Punkte, die nicht auf einer Ge- 
raden liegen, stehen laBt, ist die Identitit. 

Definition 4. Unter der Spiegelung an der Geraden g verstehen wir 
diejenige Abbildung der Gesamtheit der Punkte in sich, bei der jeder 
Punkt von g in sich und jeder Punkt, der nicht auf g liegt, in seinen 
Spiegelpunkt in bezug auf die Gerade g iibergefiihrt wird. 

Satz 5. Die Spiegelung an einer Geraden g ist eine von der Identitat 
verschiedene involutorische Bewegung, die die Punkte der Geraden g und 
nur sie stehen Ja8t. 

Satz 6. Sind A und B zwei Punkte, so gibt es genau eine von der 
Identitat verschiedene Bewegung, die die Punkte A und B stehen abt, 
nimlich die Spiegelung an der Geraden (A B). 

Satz 7. Eine Spiegelung JaBt eine von der Spiegelungsachse ver- 
schiedene Gerade dann und nur dann stehen, wenn sie senkrecht zur 
Spiegelungsachse ist. 

Satz 8. Sind a und 6b zwei Spiegelungen, so ist die aus ihnen zu- 
sammengesetzte Bewegung a-b keine Spiegelung. 

Beweis: Es sei A ein Punkt, der auf der Geraden a und nicht auf 
der Geraden 6} liegt. Ist A’ der Spiegelpunkt von A in bezug auf 6, so 
fihrt sowohl die Bewegung 6 als die Bewegung a-b A nach A’. Ware 
nun a-b eine Spiegelung, so miiBte die Spiegelungsachse die Mittelsenk- 
rechte von AA’ sein, also mit 6 iibereinstimmen. Es miiBte also a-b = 6b 
sein; das ist aber unméglich. 

Definition 5. Sind a und 6b zwei Spiegelungen, deren Achsen einen 
Punkt O gemeinsam haben, so nennen wir die Bewegung a-b eine Drehung 
um den Punkt O. Der Punkt O heiBt der Drehpunkt der Drehung. 
Drehungen bezeichnen wir mit kleinen deutschen Buchstaben. 

Satz 9. Sind OA und OA’ zwei verschiedene kongruente Strecken, 
so gibt es genau zwei Bewegungen, die 0A nach OA’ iiberfiihren: eine 
Spiegelung, deren Achse durch O geht, und eine Drehung um 0. 

Satz 10. Eine Bewegung, die einen Punkt stehen laBt, ist entweder 
eine Spiegelung, deren Achse durch den Punkt geht, oder eine Drehung 
um diesen Punkt. 
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Satz 11. Das Produkt dreier Spiegelungen, deren Achsen einen 
Punkt gemeinsam haben, ist eine Spiegelung, deren Achse durch diesen 
Punkt geht. 

Satz 12. Sind a, b, a’ drei Spiegelungen, deren Achsen einen Punkt 
gemein haben, so gibt es eine Spiegelung 6’, so daB 


a-b =a’-b’ 
ist, und eine Spiegelung 6”, so daB 
a-b = b”-a’ 


ist. 

Satz 13. Die Gesamtheit der Drehungen um einen Punkt bildet 
eine Gruppe. 

Die Gruppe der Drehungen um einen Punkt A bezeichnen wir mit 
A, die Gruppe der Drehungen, die durch eine Drehung } bestimmt ist, 
mit {bd}. 

Satz 14. Die Gruppe der Drehungen um denselben Punkt ist 
kommutativ. 

Beweis: a =a,-a, und 6 = b,-b, seien zwei Drehungen um den 
Punkt O. Das Produkt aus je drei der vier Spiegelungen a,, a,, b,, 6, ist 
nach Satz 11 eine Spiegelung und la8t sich daher durch das inverse 
Produkt ersetzen. Daher ergibt sich: 

a-b = a,-a,-b,-b, = b,-a,-a,-b, = b,-b,-a,-a, = b-a. 

Satz 15. Ist b eine von der Identitét verschiedene Drehung und a 
eine Spiegelung, so ist die Bewegung a-> dann und nur dann eine 
Spiegelung, wenn der Drehpunkt von d auf der Spiegelungsachse a liegt. 

Satz 16. Wird eine Drehung a durch die Spiegelungsprodukte a, -a, 
und a,-a, dargestellt, so sind die Schnittpunkte der Geradenpaare a, -a, 
und a,-a, miteinander identisch. 

Satz 17. Eine Drehung a-6 ist dann und nur dann involutorisch, 
wenn die Geraden a und 6 aufeinander senkrecht stehen. 

Beweis: Zunichst eine Vorbemerkung: Ist a eine Spiegelung, so 
bleiben bei der Bewegung a-b-a die Punkte des Bildes 6, einer beliebigen 
Geraden 6 stehen. Besitzen nun die Geraden a und 6b einen Schnitt- 
punkt, so ist die Bewegung a-b-a nach Satz 11 eine Spiegelung und es 
muB8 6, die Achse dieser Spiegelung sein. Es gilt also: 

a-b-a=b,. — 

Steht nun a auf 6 senkrecht, so ist nach Satz 7 b = 6,. Es ergibt 

sich also a-b-a = 6 und daraus 
a-b = b-a, 
Die Drehung a-6 ist also in der Tat involutorisch. 

Ist andererseits a-b involutorisch, d. h. a-b = b-a, so ist 
a-b-a = b. 
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b geht also durch Spiegelung an a in sich tiber und steht daher nach 
Satz 7 auf a senkrecht. 

Satz 18. Eine involutorische Drehung laBt jede Gerade durch den 
Drehpunkt stehen. : 

Beweis: Ist a-6 eine involuterische Drehung um den Punkt O und c 
eine beliebige Gerade durch QO, so ist a-b-c nach Satz 11 eine Spiegelung s. 
Aus a-b = s8-c folgt nun, daB s-c involutorisch und also c = s-c-s 
ist; ¢ bleibt also bei Anwendung der Spiegelung s und daher auch 
bei der Drehung s-c, also bei a-6 stehen. 

Aus Satz 17 und 18 folgt: 

Satz 19. Sind a, b, c,d vier Geraden, die einen Punkt gemein haben, 
und ist a1 6 und cid, so ist 

a-b =c-d. 

Satz 20. Sind a,b,c drei Spiegelungen, deren Achsen senkrecht auf 
einer Geraden g stehen, so ist die Bewegung a-b-c eine Spiegelung, 
deren Achse senkrecht auf g steht. 

Beweis: Der Satz ist trivial, falls a = 6 oder b= c ist. Ista =—c 
und 6, die Bildgerade von 6 hinsichtlich der Spiegelung a, so ist a-b-c = b,. 
Wir kénnen daher im folgenden voraussetzen, daB a,b,c voneinander 
verschieden sind. 

Es sei B der Schnittpunkt von b und g, B’ ein von B verschiedener 
Punkt auf 6, B, und B, seien die Spiegelungspunkte von B und B’ in 
bezug auf a, B, und B, die Spiegelungspunkte in bezug auf c. Nach 
Axiom III, 9 hat die Stiecke B, B, einen Mittelpunkt M. Ist m die Senk- 
rechte auf g im Punkte M, so steht diese nach Axiom III, 10 auch auf 
der Geraden (Bi, B.) senkrecht. Die Spiegelung m fiihrt also diese Gerade 
in sich tiber. Sie vertauscht auBerdem die Punkte B, und B,, die Lote 
auf g in B, und B, und daher auch die Schnittpunkte B, und B, dieser 
Lote mit der sich selbst entsprechenden Geraden (B, B,). 

Die Bewegung a-b-c fiihrt die Punkte B,, B, in die Punkte B,, B; 
iiber; die Bewegung a-b-c-m laBt daher die Punkte B, und B, stehen, 
ist also nach Satz 6 entweder die Identitét oder die Spiegelung an der 
Geraden 6, = (B, B,). Wire der zweite Fall erfiillt, so ware, da b, = a-b-a 
ist, c-m = a, die Bewegung c-m also eine Spiegelung; das ist aber nach 
Satz 8 ausgeschlossen. Es muB also a-b-c-m die Identitét und daher 

a-b-c=™ 
sein. 

Satz 21. Sind a, 6, c drei verschiedene Spiegelungen, ist die Be- 
wegung a-6-c eine Spiegelung und stehen zwei von den Spiegelungsachsen 
auf einer Geraden g senkrecht, so steht auch die dritte auf der Geraden g 
senkrecht. 
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Beweis: Angenommen, die Spiegelungsachsen a und 6 seien senk- 
recht zu g, ¢ sei aber nicht senkrecht zu g. Ist dann C ein beliebiger 
Punkt auf ¢ und c’ das Lot von C auf g, so gibt es nach Satz 20 eine 
zu g senkrechte Gerade m’, so daB 

a-b-c' = m’ 
ist. m’ kann nicht durch C gehen; denn sonst wire nach Axiom II,2 
m’ = c’ und also a-b die Identitaét, im Widerspruch zu unserer Voraus- 
setzung, daB a + 6 ist. Da nun a-6-c nach Voraussetzung eine Spiegelung m 
ist, muB 

c-c’ = m-m 


gelten. Das ist aber nach Satz 16 nur méglich, wenn m und m’ sich im 
Schnittpunkt von ¢ und c’ schneiden: m’ miiBte also doch durch C 
gehen. Die Annahme, da c nicht auf g senkrecht steht, fiihrt also zu 
einem Widerspruch. 


§ 3. 
Einfiihrung der uneigentlichen Punkte. 
Satz 22 (Lotensatz). Sind a, 6b, c drei verschiedene Geraden, ist B 
ein Punkt auf 6, sind p und gq die Lote von B auf a und c, A und C 
deren FuSpunkte und ist s das Lot von B 
auf die Gerade (AC), so ist die Beziehung 
ge 0-9 
die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafiir, daB die Bewegung a-b-c eine Spie- 
gelung ist. 
Beweis. 1. Es sei p-s = 6-g. Dann 
gilt: 
a-b-c = (a-p)(p-b-q) (q-c) = (a-p)s(q-e). 
Sind a’ und c’ die Lote auf der Geraden g 
= (AC) in den Punkten A und C, so ist 
nach Satz 19 
ap=ga, qe=c-g 
und nach Satz 20 existiert eine Gerade m, so dab 





a’-s-c =m 


ist. Es ergibt sich also: 


a-b-c = (g-a’)8(c'-g) = g(a'-s-c’)g = g-m-g. 
Da nach Satz 20 die Geraden g und m aufeinander senkrecht stehen, ist 
g:m-g =m und also 


a-b-c =m. 
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2. Es existiere eine Gerade m, so daB a-b-c = m ist. Nach Satz 11 
gibt es eine Gerade s’ durch B, so daB 
f ma-b. 
ist. Es gilt daher lh 
a-b-c = (a-p)(p-b-g)(q-¢) = (g-a’)8'(c’-g) =m 
und also 
a’-s'-c' = g-m-g. 
Nun ist g-m-g eine Spiegelung m’, und daher erfiillen a’, s’, c’ die Vor- 
aussetzungen des Satzes 21. Es ergibt sich also 
sig. 
Da s’ und s zwei Lote auf der Geraden g sind, die den Punkt B gemein 
haben, gilt nach Axiom II, 2 
ss =s8 
und daher 
pe? = b-q. 
Satz 23 (FuBpunktsatz). Sind a,, a,, a, drei verschiedene Geraden, 
ist P ein Punkt auBerhalb dieser Geraden, s, das Lot von P auf a, 
(k = 1, 2, 3), A, der FuB- 
punkt dieses Lotes, a,, die 
Gerade (A, A,) (k,l = 1,2,3; 
k + 1) und gibt es eine 
Gerade p durch P, so daB die 
Bewegungen a,-p-a, und 
a,-p-a, Spiegelungen sind, 
so liegen die FuBpunkte A,, 
der Lote s,, von P auf die 
Geraden a, , auf einer Geraden. 





Beweis: Der Beweis Fig. 3. 
gelingt durch eine viermalige Anwendung des Lotensatzes. Daraus, da 
a,-p-a, und a,-p-a, Spiegelungen sind, folgen zunichst die Gleichungen 


(1) 8,°5i9 = PS 
(2) 8,°8)3 = P-8;. 
Ist a, die Gerade (A,,, A,;), 82 das Lot von P auf aj, so ergibt sich 
(3) 82 = 819° 85° 895. 
Ist a, die Gerade (A,,, A,,), 8; das Lot von P auf aj, so ergibt sich 
(4) 8; = 845° 85° 8,5. 


Da aus (1) und (2) die Beziehung s,,-s, = s,,-8, folgt, ist 
8; = 8,5°853°Sy3, 
also 
8 = 8. 


Mathematische Annalen. 113. 
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Hieraus folgt nun auch ; 

a, = 4;, 
da das Lot von A,, auf die Gerade s, = s, nach Axiom II,2 eindeutig 
bestimmt ist. Die Punkte A,,, A,,, A,, liegen also auf eimer Geraden. 

Der Lotensatz und der FuSpunktsatz liefern die fiir die Einfiihrung 
der uneigentlichen Punkte grundlegenden Siatze. 

Wir beweisen zunichst die beiden folgenden Siatze: 

Satz 24. Sind a und c zwei Geraden und B ein Punkt, der weder 
auf a noch auf c liegt, so gibt es genau eine Gerade 6 durch B, so dab 
die Bewegung a-b-c eine Spiegelung ist. 

Beweis: Sind p und gq die Lote von B auf a unde, A und C 
deren FuSpunkte, und ist s das Lot von B auf (AC), so ist die durch 
die Gleichung 

b= p-s-q 
nach Satz 12 eindeutig bestimmte Gerade b nach dem Lotensatz die 
Gerade durch B, die die verlangte Eigenschaft hat. 

Satz 25. Sind a,, a,, a,, p vier Geraden und sind die Bewegungen 
a,-p-a, und a,-p-a, Spiegelungen, so ist auch die Bewegung a,-p-a, 
eine Spiegelung. 

Beweis: Benutzen wir die Bezeichnungen des FuSpunktsatzes, so 
haben wir, um nachzuweisen, daB a,-p-a, eine Spiegelung ist, nach dem 
Lotensatz zu beweisen, da8 


84°8335 = P°8; 


ist. — Da nach Satz 11 die Bewegung a,,-s,-a,, eine Spiegelung ist, 
gilt nach dem Lotensatz 


819° == 8,° 8,9; 

hieraus folgt mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3) aus dem Beweise des 
FuBpunktsatzes die behauptete Beziehung. 

Wir definieren nun: 

Definition 6’). Sind a und 5b zwei Geraden, so nennen wir die 
Gesamtheit der Geraden c, fiir die die Bewegung a-6-c eine Spiegelung 

7) Es sei auf die Analogie hingewiesen, die zwischen Begrifisbildungen wie 
,»,Geradenbiischel“ und den haufig zu Definitionen verwendeten Klassenbildungen 
in Bereichen, in denen eine 2-stellige Aquivalenzrelation erklart ist (s. z. B.: 
B. L. v. d. Waerden, Moderne Algebra I. Berlin 1930, § 5), besteht. Ist allgemein 
in einem Bereich $8 eine 3-stellige Relation R mit den folgenden Eigenschaften 
gegeben: 1. zu zwei Elementen a und } aus % gibt es stets ein Element c in 8, 
so daB R(abc) yilt, 2. aus R(abc) folgt R(acb) und R(bac) (Symmetrie), 3. aus 
R(abc) und R(abd) folgt R(cbd) (Transitivitat), so lassen sich die Elemente von 
% so in Klassen zusammenfassen, daB alle Elemente einer Klasse zueinander in der 
Relation R stehen und daB auBerhalb einer Klasse kein Element liegt, das zu zwei 
Elementen der Klasse in der Relation R steht. Die Klassen werden durch zwei beliebige 
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ist, ein Geradenbiischel. Wir nennen ein Geradenbtischel eigentlich oder 
uneigentlich, je nachdem die Geraden a und 6 einen gemeinsamen Punkt 
haben oder nicht. 

Aus Satz 24 und 25 ergeben sich die beiden wichtigen Siitze iiber 
Geradenbiischel: ,,Durch jeden Punkt geht genau eine Gerade, die zu einem 
vorgegebenen Biischel gehért“‘ und ,,Ein Biischel ist durch zwei Geraden, 
die zu ihm gehéren, bestimmt“. Ferner folgt aus Satz 15, daB ein eigent- 
liches Geradenbiischel aus der Gesamtheit der Geraden durch einen festen 
Punkt besteht, und aus Satz 20 und 21, daB die Gesamtheit der Geraden, 
die auf einer festen Geraden senkrecht stehen, ein uneigentliches Geraden- 
biischel bildet. 

Definition 7. Unter einem eigentlichen Punkt verstehen wir ein 
eigentliches und unter einem wneigentlichen Punkt ein uneigentliches 
Geradenbiischel. Wir sagen, da8 ein eigentlicher oder uneigentlicher Punkt 
mit einer Geraden inzidiert, wenn das zugehérige Geradenbiischel die 
Gerade als Element enthalt. Den uneigentlichen Punkt, der von den zu 
einer Geraden g senkrechten Geraden gebildet wird, bezeichnen wir als 
den Pol von g. Kigentliche und uneigentliche Punkte bezeichnen wir 
zusammenfassend wiederum als Punkte. 

Es gelten dann die Inzidenzsitze: 

Satz 26. Zwei Geraden bestimmen einen (eigentlichen oder un- 
eigentlichen) Punkt. 

Satz 27. Zwei Punkte, die nicht beide uneigentlich sind, bestimmen 
eine Gerade. Durch zwei useigentliche Punkte geht héchstens eine Gerade. 

Definition 8. Sind a und b zwei Geraden, die einen uneigent- 
lichen Punkt O gemein haben, so nennen wir die Bewegung a-b eine 
uneigentliche Drehung um O. 

Aus der Definition der uneigentlichen Punkte folgt: 

Satz 28. Die Gesamtheit der Drehungen um denselben uneigent- 
lichen Punkt bildet eine kommutative Gruppe. 

Wir verwenden die Bezeichnungen fiir eigentliche Drehungen und die 
aus ihnen gebildeten Gruppen auch fiir uneigentliche Drehungen und 
deren Gruppen. 

Satz 29. Das Produkt zweier Drehungen ist eine Drehung. 

Beweis: Es sei a =a,-a, eine Drehung mit dem Drehpunkt 4, 
b = 6,-b, eine Drehung mit dem Drehpunkt B. Wir betrachten zu- 





ihrer Elemente bestimmt, sind aber nicht mehr, wie im Fall 2-stelliger Aquivalenz- 
relationen, elementefremd. Die Relation ,,a-b-c ist eine Spiegelung“ erfillt, wie 
wir in den Satzen 24 und 25 nachgewiesen haben, die Forderungen 1. und 3. und, 
wie mar leicht erkennt, auch 2.; die Geradenbiischel sind die charakterisicrten 
Klassen. 


23* 
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nichst den Fall, daB eine der beiden Drehungen, etwa a, eigentlich ist. 
Dann existiert nach Satz 27 die Verbindungsgerade s der beiden Dreh- 
punkte A und B. a und 6 seien die durch die Gleichungen 
a-s=a,-a, und s-b=b5,-b, 
bestimmten Spiegelungen. Dann ist die Bewegung 
a-b =a-s-s-b=a-b 
eine Drehung. 

Sind nun die Drehungen a und b beide uneigentlich, so wiahlen wir 
auf der Geraden a, einen eigentlichen Punkt C und bestimmen die 
Gerade c, so, da8 sie mit c, = (BC) die Gleichung 

c,:¢, = b,.b, 
erfiillt. Es sei ferner D ein eigentlicher Punkt auf a,, d die Gerade (DC), 
e die durch die Gleichung 

d-e = a,-¢, 
bestimmte Spiegelung. Dann ist 

a-b = a@,-a,-¢,-¢, = a,-d-e-e,. 

Hierbei ist a,-d eine eigentliche Drehung mit dem Drehpunkt D; damit 
ist der zweite Fall auf den ersten zuriickgefiihrt. 

Aus Satz 29 folgen: 

Satz 30. Die Gesamtheit der Drehungen bildet eine Gruppe. 

Satz 31. Jedes Produkt aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen 
la8t sich als eine Drehung, jedes Produkt aus einer ungeraden Anzahl 
von Spiegelungen als eine Spiegelung oder als Produkt aus drei 
Spiegelungen darstellen. 

§ 4. 
Definition des kinematischen Raumes. 

Aus den in §§2 bis 3 definierten Spiegelungen und Drehungen er- 
klaren wir die Elemente eines projektiven Raumes und die Inzidenz- 
relationen zwischen ihnen. Wir nennen diesen Raum einen ,,kinematischen 
Raum“, seine Elemente R-Punkte, R-Ebenen und R-Geraden, und werden 
mit seiner Hilfe die Schnittpunktsitze von Desargues und Pascal fiir 
Konfigurationen aus eigentlichen Punkten und Geraden der Ausgangs- 
ebene beweisen. 

Definition 9. Unter einem R-Punkt verstehen wir eine Drehung, 
und zwar nennen wir einen R-Punkt eigentlich oder uneigentlich, je 
nachdem die Drehung eigentlich oder uneigentlich ist. Die Identitat 
nennen wir den Einheitspunkt. Die R-Punkte bezeichnen wir wie die 
zugehérigen Drehungen mit a, b, ¢, ..., den Einheitspunkt mit e. Unter 
einer R-Ebene verstehen wir eine Bewegung, die sich als Produkt von 
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drei Spiegelungen darstellen la8t. Die R-Ebenen bezeichnen wir mit 
a, B, y,.... Wir sagen, daB ein R-Punkt a mit einer R-Ebene « inzi- 
diert, wenn die Bewegung a-« eine Spiegelung ist. Eine R-Ebene, die 
mit dem Einheitspunkt inzidiert, nennen wir eine R,-Ebene. 

Satz 32. Eine R-Ebene « ist dann und nur dann eine R,-Ebene, 
wenn die Bewegung « eine Spiegelung ist. 

Die R,-Ebenen bezeichnen wir wie die zugehérigen Spiegelungen mit 
a, Bi Gicem 

Definition 10. Unter einer R-Geraden verstehen wir die Gesamt- 
heit der Drehungen mit einem festen Drehpunkt, die nach Satz 13 und 28 
eine Gruppe bilden, oder eine rechtsseitige Nebenklasse nach einer solchen 
Gruppe innerhalb der Gruppe aller Drehungen. Wir nennen eine 
R-Gerade eigentlich oder uneigentlich, je nachdem der Drehpunkt der zu- 
gehérigen Drehungsgruppe ein eigentlicher oder uneigentlicher Punkt ist. 
Die R-Geraden bezeichnen wir mit A, B, C€,..., {a}, {b}, {c},... oder 
wie die zugehérigen Nebenklassen mit {a}-b, {c}-d,.... Wir sagen, daB 
eine R-Gerade U mit einem R-Punkt a inzidiert, wenn die Gruppe oder 
Nebenklasse &% von Drehungen die Drehung a als Element enthilt, und 
daB YU mit einer R-Ebene « inzidiert, wenn es zwei verschiedene R-Punkte a 
und b gibt, die sowohl mit { als auch mit « inzidieren. Eine R-Gerade, 
die mit dem Einheitspunkt inzidiert, nennen wir eine R,-Gerade. 

Satz 33. Eine R-Gerade U ist dann und nur dani eine R,-Gerade, 
wenn % die Gesamtheit der Drehungen mit einem festen Drehpunkt ist. 

Die R,-Geraden bezeichnen wir wie die zugehérigen Drehungsgruppen 
mit A, B,C,.... 


§ 5. 
Inzidenzsitze im kinematischen Raum. 

Satz 34. Zu jeder R,-Geraden A gibt es drei verschiedene R- 
Punkte, die mit ihr inzidieren. 

Beweis wie in der ,,Begriindung der elliptischen Geometrie“ *). 

Satz 35. Ist a ein vom Einheitspunkt verschiedener R-Punkt, so 
gibt es eine und nur eine R,-Gerade, die mit a inzidiert. 

Satz 36. Zwei R-Punkte a und b, die voneinander und vom 
Einheitspunkt verschieden sind, die nicht auf derselben R,-Geraden liegen 
und von denen einer eigentlich ist, inzidieren mit einer und nur einer 
R,-Ebene. 

Folgt aus Satz 27. 

Satz 37. Wenn ein vom Einheitspunkt verschiedener R-Punkt a 
mit einer R,-Ebene a inzidiert, so inzidiert jeder R-Punkt, der mit der 
durch a bestimmten R,-Geraden inzidiert, mit a. 
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Folgt aus Satz 15. 

Satz 38. Zu jeder R,.-Geraden A gibt es drei verschiedene R,-Ebenen, 
die mit ihr inzidieren. 

Satz 39. Ist a eine R,-Ebene -und « eine R-Ebene, so gibt es zwei 
verschiedene R-Punkte, die mit @ und «& inzidieren. 

Beweis: Ist « = a,-a,-a,, S der Schnittpunkt von a, und a,, P’ 
und P” zwei verschiedene eigentliche Punkte auf a, a, und a; die 
Geraden (S P’) und (S P”), a, und a; die durch a,-a,; = a;-a; = a,-a, 
bestimmten Geraden, ’ und Q” die Schnittpunkte von a, mit a, und ay, 
p und p” die Geraden (P’ Q’) und (P” Q”), 
so sind die Drehungen p’-a, und p”-a; zwei 
verschiedene R-Punkte, die mit a und « 
inzidieren. 

Satz 40. Wenn zwei verschiedene R- 
Punkte a, und a, mit zwei verschiedenen 
R,-Ebenen a, und a, inzidieren, so inzidieren 
sie mit einer R,-Geraden. 

Ist a ein bestimmter R-Punkt und 
bilden wir einen beliebigen R-Punkt p auf 
p-a, eine beliebige R-Ebene « auf a~!-« 

Fig. 4. und eine beliebige R-Gerade MU auf U-a ab, 

so ist damit eine Kollineation des kinema- 

tischen Raumes festgelegt. Denn diese Abbildung ist eineindeutig und 

bildet nach Satz 31 die Gesamtheit der R-Punkte auf sich, die Gesamtheit 

der R-Ebenen auf sich und die Gesamtheit der R-Geraden auf sich ab, und 

zwar so, daB ein Element dann und nur dann mit einem anderen inzidiert, 

wenn ihre beiden Bildelemente miteinander inzidieren. Lassen wir a simt- 

liche R-Punkte durchlaufen, so erhalten wir eine Gruppe von Kollinea- 

tionen. Mit Hilfe von Kollineationen dieser Gruppe lassen sich aus den 
Satzen 34 bis 36 die folgenden Siatze 41 bis 43°) herleiten: 

Satz 41. Zu jeder R-Geraden U gibt es drei verschiedene R-Punkte, 
die mit ihr inzidieren. 

Satz 42. Sind a und b zwei verschiedene R-Punkte, so gibt es 
eine und nur eine R-Gerade, die mit a und b inzidiert. 

Satz 43. Drei verschiedene R-Punkte a, b, c, die nicht mit einer 
R-Geraden inzidieren und von denen zwei eine eigentliche Verbindungs- 
R-Gerade haben, inzidieren mit einer und nur einer R-Ebene. 








*) Far Satz 43 wird benutzt, daB die Kollineation x’ — z-b~ * zwei R-Punktea 
und b, die eine eigentliche Verbindungs-R-Gerade haben, in die eigentlichen R-Punkte 


a-b~? und e iiberfiihrt. Da namlich {a-b~*}-b die Verbindungs-R-Gerade von 
a und b ist, besagt ihre Eigentlichkeit, daB der R-Punkt a-b~? eigentlich ist. 








a sienna 
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Aus Satz 41, 42 und 43 ergeben sich die Sitze 


Satz 44. Eine eigentliche R-Gerade U und ein R-Punkt ¢, der nicht 
mit YW inzidiert, inzidieren mit einer und nur einer R-Ebene. 

Satz 45. Zwei verschiedene R-Geraden U und 8, die nicht beide 
uneigentlich sind und die mit einem R-Punkt inzidieren, inzidieren mit 
einer und nur einer R-Ebene. 

Mit Hilfe von Kollineationen der angegebenen Gruppe gewinnt man 
weiter aus den Siatzen 37 bis 40 die folgenden Sitze 46 bis 48: 

Satz 46. Wenn zwei verschiedene R-Punkte a und b mit einer 
R-Ebene « inzidieren, so inzidiert jeder R-Punkt, der mit der durch a 
und b bestimmten R-Geraden inzidiert, mit «. 

Satz 47. Zu jeder R-Geraden U gibt es drei verschiedene R-Ebenen, 
die mit ihr inzidieren. 

Satz 48. Zwei verschiedene R-Ebenen « und f inzidieren mit einer 
und nur einer R-Geraden. 

Es gibt im kinematischen Raum Korrelationen. Ist namlich y eine 
bestimmte R-Ebene und bilden wir einen beliebigen R-Punkt p auf p-y 
und eine beliebige R-Ebene § auf y~'-é ab, so ist damit (wieder auf 
Grund von Satz 31) eine eineindeutige Abbildung der Gesamtheit der 
R-Punkte auf die Gesamtheit der R-Ebenen und der Gesamtheit der 
R-Ebenen auf die Gesamtheit der R-Punkte festgelegt, die die Eigenschaft 
hat, daB ein R-Punkt dann und nur dann mit einer R-Ebene inzidiert, 
wenn seine Bildebene mit dem Bildpunkt inzidiert. Das Bild einer 
R-Geraden U bestimmen wir folgendermaBen: Man wihle zwei ver- 
schiedene R-Punkte a, und a,, die mit & inzidieren (sie existieren nach 
Satz 41). Durch die Abbildung der R-Punkte gehen a, und a, in zwei 
verschiedene R-Ebenen a, und a, iiber. Die nach Satz 48 durch «, und a, 
eindeutig bestimmte R-Gerade Y’ erklairen wir als die Bildgerade von 4%. 

Hierdurch ist zunichst fiir jede R-Gerade eine R-Gerade als Bild- 
gerade festgelegt. Es ist aber auch jede R-Gerade 8’ Bildgerade einer 
R-Geraden 8. Wahlt man nimlich zwei R-Ebenen f; und £;, die mit 
%’ inzidieren, so bestimmen die R-Punkte b, und b,, deren Bilder #, und f, 
sind, nach Satz 42 genau eine R-Gerade B, als deren Bild sich nach 
dem beschriebenen Verfahren $8’ ergibt. 

Die Geradenabbildung ist weiter inzidenztreu und also eineindeutig. 
Wir behaupten, genauer ausgesprochen: Durch die definierte Abbildung 
wird die Gesamtheit der R-Punkte, die mit einer Geraden & inzidieren, 
auf die Gesamtheit der R-Ebenen, die mit der Bildgeraden &’ inzidieren, 
und die Gesamtheit der R-Ebenen, die mit & inzidieren, auf die Gesamt- 
heit der R-Punkte, die mit W’ inzidieren, abgebildet. 
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Ist nimlich a ein von a, und a, verschiedener R-Punkt, der mit U 
inzidiert und sind a, und a, zwei verschiedene R-Ebenen durch U, so 
inzidiert a nach Satz 46 auch mit a, und a,, also die Bildebenen «’, «,, «, 
von a,a,,a, mit den Bildpunkten a, und a, von a, und a. Es inzidieren 
also zwei R-Punkte der Schnitt-R-Geraden UY’ von a, und a,, und daher 
WM’ selbst mit «. Jedem R-Punkt, der mit U inzidiert, entspricht also 
eine R-Ebene, die mit YW’ inzidiert. Hieraus folgt, daB die Definition der 
Bildgeraden Y’ von der speziellen Wahl der R-Punkte a, und a, un- 
abhangig ist. 

Ist weiter « eine R-Ebene, die mit & inzidiert, so inzidiert « mit a, 
und a,. Der Bildpunkt a’ von « inzidiert daher mit «, und a), also nach 
Satz 48 mit UW’. Jeder R-Ebene, die mit & inzidiert, entspricht also 
ein R-Punkt, der mit YU’ inzidiert. 

Die umgekehrte Betrachtung ergibt, da8 in der Tat jeder R-Punkt, 
der mit & inzidiert, das Bild einer R-Ebene ist, die mit W inzidiert, 
und daB jede R-Ebene, die mit YW’ inzidiert, das Bild eines R-Punktes 
ist, der mit W inzidiert. 

Aus der Existenz von Korrelationen folgt die Giiltigkeit des Dualitdts- 
prinzips im kinematischen Raum: 

Satz 49. Ein Inzidenzsatz bleibt giiltig, wenn man an jeder Stelle, 
an der sie in ihm auftreten, die Wérter ,,R-Punkt“ und ,,R-Ebene“ durch 
die Worter ,,R-Ebene“ und ,,R-Punkt‘ ersetzt. 

Auf Grund des Dualitatsprinzips*) erhalt man aus den Sitzen 43 
bis 45 die folgenden: 

Satz 50. Drei verschiedene R-Ebenen «, # und y, die nicht mit 
einer R-Geraden inzidieren und von denen zwei eine eigentliche Schnitt- 
R-Gerade haben, inzidieren mit einem und nur einem R-Punkt. 

Satz 51. Eine eigentliche R-Gerade U und eine R-Ebene « inzidieren 
entweder oder haben genau einen R-Punkt gemein. 


®) Es wird auBerdem die Tatsache benutzt, daB es zu jeder eigentlichen 
R-Geraden & eine Korrelation p’ = p-y gibt, die UM in eine eigentliche R-Gerade XH’ 
tiberfihrt. Man itiberzeugt sich hiervon folgendermaBen: Ist U— A-D eine eigent- 
liche R-Gerade und sind ¢, und a, zwei verschiedene R-Punkte von UY, so laBt 
sich a, in der Form a, = a,-a@-@-c, = @,-¢,, @, in der Form a, = a,-a-a-c, 
= a,-c, schreiben, wo a die Verbindungsgerade des eigentlichen Punktes A mit 
dem Drehpunkt von d, und c, durch D = a-c, definiert ist; a, und a, schneiden 
sich in A. Wa&hlt man nun ¢, als cine Gerade durch A, c, als eine beliebige Ge- 
rade, so fiihrt die Korrelation p’=p-c,-c,-c, UW in die R-Gerade YU’ — 
(Cg-@,-Cy-Cz}-v-cg tiber (v eine beliebige Gerade durch den Spiegelpunkt von A in 
bezug auf c;), da die Bild-R-Ebenen a,-c,-c, und a,-c,-cs von a, und a, mit WI’ 
inzidieren. &' ist eigentlich, da der Drehpunkt der Drehungsgruppe {c;- a, - cy - 3} 
der Spiegelpunkt von A in bezug auf ¢, und daher eigentlich ist. 
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Satz 52. Zwei verschiedene R-Geraden U und B, die nicht beide 
uneigentlich sind und die mit einer R-Ebene inzidieren, haben genau einen 
R-Punkt gemein. 


§ 6. 
Die Sitze von Desargues und Pascal fiir eigentliche Konfigurationen. 


Hilfssatz 1. Inzidiert ein R-Punkt a mit einer R,-Ebene a, so gibt 
es zwei verschiedene eigentliche R-Geraden, die mit a und a inzidieren 
und nicht R,-Geraden sind. 

Definition 11. Drei R,-Geraden A, B, C, die nicht in einer R,- 
Ebene liegen und die zu je zweien eine R,-Ebene bestimmen, nennen wir 
Kanten, die durct. sie bestimmten R,-Ebenen Seitenflaichen des Drei- 
kants A BC. 

Satz 53 (Satz von den perspektiven Dreikanten). Schneiden sich 
entsprechende Seitenflichen zweier eigentlichen Dreikante A, B,C, und 
A, B,C, in eigentlichen R,-Geraden einer R,-Ebene s und schneiden sich 
zwei von den drei Verbindungs-R,-Ebenen entsprechenden Kanten in einer 
eigentlichen R,-Geraden G, so lauft auch die dritte durch G. 

Beweis")™): Es seien a,, 6,, c,, @,, ,, ¢,, die Seitenflichen der 
beiden Dreikante; A, B, C die R,-Geraden, die durch Schnitt der 
R,-Ebenen-Paare (a,,a,), (b,,5,), (¢,,¢,) ent- 
stehen (48); a, 6,c die R,.-Ebenen, die durch 
Verbindung der R,-Geraden-Paare (A,, A,), 
(B,, B,), (C,, C,) entstehen (sie existieren 
nach Voraussetzung). 

Ist g ein beliebiger R-Punkt auf der 
R,-GeradenG, die durch Schnitt der R,-Ebenen b 
und ¢ entsteht (48), so kann man nach Hilfs- 
satz 1 durch g in 6 eine eigentliche R-Gerade 
$8 und in ¢ eine eigentliche R-Gerade € 
legen, so da8 $ und € nicht R,-Geraden a 
sind. ® schneidet sich mit B, und B, in ~ § 
zwei R-Punkten b, und b,, € mit C, und C, in zwei R-Punkten c, und c, 
(52). Durch 8 und © wird eine R-Ebene « bestimmt (45) die a, in 








10) Der Beweisgang stimmt mit dem in der projektiven Geometrie fir den 
Satz von den perspektiven Dreikanten tiblichen (siche z. B. F. Schur, Grundlagen 
der Geometrie, § 2) iiberein. 

11) In diesem Beweis verweisen die in Klammern beigefiigten Zahlen auf die 
bei den einzelnen Beweisschritten benutzten Inzidenzsitze des vorangehenden Para- 
graphen. 
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einer R-Geraden U, und. a, in einer R-Geraden U, schneidet (48). a sei 
der eindeutig bestimmte Schnittpunkt von « und A (51). 

In der R,-Ebene s la8t sich nach Hilfssatz 1 durch a eine eigent- 
liche R-Gerade S legen, die nicht mit « inzidiert. GS schneidet die 
R.-Gerade B in einem R-Punkt b und die R,-Gerade C in einem 
R-Punkt ¢ (52). Die R-Geraden S und U,, und S und A, bestimmen 
zwei R-Ebenen ¢, und e, (45), die voneinander und von « verschieden 
sind. Es mége ¢, die R,.-Ebenen 6, und ¢, in den R-Geraden 8, und €, 
(48) und die R,-Gerade A, in dem R-Punkt a, (51) schneiden; ent- 
sprechend mége «, b, und c, in B, und ©, und die R,-Gerade A, in a, 
schneiden. Sind nun # und y die durch die beiden R-Punkte-Tripel b, c,, ¢, 
und ¢, b,, b, bestimmten R-Ebenen (43), so miissen a, und a,, und also 
auch die durch a, und a, bestimmte R-Gerade A (42), sowohl mit f als 
mit y inzidieren. Ist der R-Punkt g’ der Schnitt von a, B, y (50), so 
ist daher g’ mit g identisch. Die R-Geraden MU, 8B, € schneiden sich 
also in dem R-Punkt g, und die R,-Ebenen a, 6b, c in der R,-Geraden G. 


Die R,-Geraden und R,-Ebenen des kinematischen Raumes lassen 
sich auf die Punkte und Geraden der Ausgangsebene abbilden. Ordnen 
wir nimlich jeder R,-Geraden A den Drehpunkt A der zugehdrigen 
Drehungsgruppe und jeder R,-Ebene a die Achse a der zugehdérigen 
Spiegelung zu, so ist diese Zuordnung umkebrbar eindeutig, es entsprechen 
den eigentlichen R,-Geraden die eigentlichen und den uneigentlichen die 
uneigentlichen Punkte, und nach Satz 15 inzidiert eine R,-Gerade A mit 
der R,-Ebene a dann und nur dann, wenn der Punkt A mit der Ge- 
raden a inzidiert. Aus der Existenz dieser inzidenztreuen Abbildung 
folgt, daB& jeder Schnittpunktsatz fiir R,-Geraden und R,-Ebenen auch 
fiir die Punkte und Geraden der zu Grunde liegenden Geometrie giiltig ist. 

Es ergibt sich daher aus Satz 53 der Desarguessche Satz fiir die 
Ausgangsebene in der folgenden Fassung: 

Satz 54. Schneiden sich entsprechende Seiten zweier eigentlichen 
Dreiecke in eigentlichen Punkten einer Geraden und schneiden sich zwei 
von den drei Verbindungsgeraden entsprechender Ecken in einem eigent- 
lichen Punkt, so geht auch die dritte durch diesen Punkt. 

Hieraus ergibt sich, da®B die zweite Teilaussage des Desarguesschen 
Satzes unter denselben Voraussetzungen gilt. 


Hilfssatz 2. Ist A die Gesamtheit der Drehungen um einen Punkt 
und a eine beliebige Drehung, so ist a-A eine R-Gerade. 

Beweis: Es ist a-A = (a-A-a~')-a und a-A-a~' die Gesamtheit 
der Drehungen um einen Punkt. 
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Satz 55. Sind A und B zwei verschiedene eigentliche R,-Geraden, 
sind a,, a,, a;, 6,, b,, 6, sechs voneinander und von der Verbindungs- 
R,.-Ebene s von A und B verschiedene R,-Ebenen, inzidiert A mit a,,a,,a,- 
und B mit 6,, 6,, 6,, ist die Schnitt-R,-Gerade P,, von a, und b, 
(k, 1 = 1,2,3; k +1) eigentlich, ist g,, die Verbindungs-R,-Ebene von 
P,, und P,, und schneiden sich g,, und g,, in der eigentlichen 
R,.-Geraden Q, so liegt Q auch in g,,. 

Beweis"): Es sei 

b, = 8-b,, a, = a,°8 (k = 1, 2, 3) 
gesetzt. Es inzidiert dann die R-Gerade q-B mit a, und die eigent- 
liche R-Gerade A-b, mit },. 

Die beiden R-Geraden-Tripel a,-B und A-b, besitzen die beiden 
folgenden Eigenschaften von Geraden aus zwei Scharen von Erzeugenden 
einer Regelfliche (zweiter Ordnung); 

a) Zwei R-Geraden a,- B und 
A-b, haben einen R-Punkt, namlich 
den R-Punkt a,-b,, den wir mit p,, 
bezeichnen, gemein; 

b) Zwei R-Geraden a,-B und 

a,- B und ebenso zwei R-Geraden Fig. 6. 
A-b, und A-b, (k +1) haben keinen Punkt gemein. — Wire nimlich 
z. B. ein R-Punkt a,-b der R-Geraden a,-B mit einem R-Punkt a,-b’ 
der R-Geraden a,-B identisch, so miiBte ay'-a, = b’-b-', also a,-a, 
mit einer Drehung um B identisch sein; das ist aber nicht méglich, da 
a, nach Voraussetzung von a, verschieden ist. 

Aus a) ergibt sich, daB a,-B und A-b, eine R-Ebene «, bestimmen 
(45). Die beiden R-Ebenen a, und «, (k +1) haben die beiden ver- 
schiedenen R-Punkte p,, und p,,, also auch ibre Verbindungs-R-Gerade G,, 
gemein. Da p,, in a, und 6,, also auf der Schnitt-R-Geraden P,, von 
a, und 5, liegt, liegt G,; in g,,;. — Aus b) ergibt sich, daB «,, a,, a, 
paarweise voneinander verschieden sind. 

Die eigentliche R,-Gerade Q und die R-Gerade 6,,, die beide in 
der R-Ebene g,, liegen und voneinander verschieden sind, haben einen 
R-Punkt q,, gemein (52). Entsprechend haben die R-Geraden Q und G,,, 
die in der R-Ebene g,, liegen und voneinander verschieden sind, einen 
R-Punkt q,, gemein. q,, mu8 mit q,, identisch sein, da sonst Q in a, 
lage — was mit unseren Voraussetzungen nicht vertraglich ist'*). Die 





12) Lage naimlich Q in «,, so miiBe «, eine R,-Ebene sein. Da ©), und 6,, 
nicht R,-Geraden sein kénnen, miBte daher g,, mit g,, identisch sein. Das ist 
aber durch die Voraussetzung, da8 die R,-Ebenen a, und b, von s verschieden 
sind, ausgeschlossen. 


k 
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beiden verschiedenen R-Ebenen a, und a, haben nun die R-Gerade 6,, 
und den R-Punkt q,,") gemein; q,, liegt also auf G,, und, da 6,, in 
der R-Ebene g,, liegt, in g,,. Da die beiden verschiedenen R-Punkte e 
und q,, von Q mit g,, inzidieren, mu8 schlieBlich Q mit g,, inzidieren. 


Mit Hilfe der Abbildung der R,-Geraden und R,-Ebenen des kine- 
matischen Raumes auf die Punkte und Geraden der Ausgangsebene 
ergibt sich aus Satz 55 der Satz von Brianchon und damit der Satz von 
Pascal fiir die Ebene in der folgenden Fassung: 


Satz 56. Liegen die Ecken eines eigentlichen Sechsecks abwechselnd 
auf zwei Geraden, und sind die drei Schnittpunkte der Paare gegeniiber- 
liegender Seiten eigentlich, so liegen diese drei auf einer Geraden. 


Nachtrag zu den Satzen 54 und 56. In den Sitzen 54 und 56 
braucht nicht vorausgesetzt zu werden, da8 simtliche Punkte der Kon- 
figurationen eigentlich sind. 


Satz 54 gilt bereits unter der Voraussetzung, daB alle Geraden der 
Konfiguration existieren und daB zwei Punkte einer Geraden der Konfi- 
guration und der dieser Geraden in der Konfiguration ,,gegentiberliegende“ 
Punkt eigentlich sind. Im Beweise des Satzes 53 haben wir naimlich nur 
benutzt (und zwar, um auf Grund von Satz 51 die Existenz der 
R-Punkte a, a,, a, zu erschlieBen), daB dic R,-Geraden A, A,, A, eigent- 
lich sind. Mit Hilfe der Abbildung der R,-Geraden und R,-Ebenen auf 
die Punkte und Geraden der Ausgangsebene ergibt sich daher die Giiltig- 
keit des Desarguesschen Satzes in der Ebene unter der Voraussetzung, 
daB8 zwei entsprechende Eckpunkte der Desarguesschen Dreiecke und der 
Schnittpunkt der beiden Dreieckseiten, die diese Ecken nicht enthalten, 
eigentlich sind. Aus der Symmetrie der Desarguesschen Konfiguration 
folgt dann die genannte Verschirfung von Satz 54. 

Dementsprechend geniigt es, im Satz 56 vorauszusetzen, daB alle 
Geraden der Konfiguration existieren und zwei Punkte der Konfiguration, 
die nicht auf einer Geraden der Konfiguration liegen, eigentlich sind. Im 
Beweise von Satz 55 haben wir naimlich nur davon Gebrauch gemacht 
(und zwar um mit Satz 45 die Existenz der R-Ebenen a, und um mit 
Satz 52 die Existenz der R-Punkte q,, und q,, nachzuweisen), daB die 
R.-Geraden A und Q eigentlich sind. Mit Hilfe der Abbildung der 
R,-Elemente auf die Punkte und Geraden der Ebene ergibt sich daher 
die Giiltigkeit des Brianchonschen und damit des Pascalschen Satzes in 
der genannten Verscharfung. 

Im folgenden wird von diesen Verschirfungen kein Gebrauch gemacht. 


13) Da 6G. und also Gis mit ae,» und G,; und also Gis mit Xs inzidiert. 
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§ 7. 
Halbdrehungen. 

Definition 12. Jeder nicht-involutorischen Drehung > um einen 
eigentlichen Punkt O ordnen wir eine Abbildung von Geraden auf Ge- 
raden zu, die wir die zu d gehérige Halbdrehung um den Punkt O nennen. 
Das Bild g, einer Geraden g erhilt man nach der Vorschrift: Geht g 
durch O, so ist g, die durch die Gleichung 

9-9, =d 
bestimmte Gerade; geht g nicht durch O, ist g das Lot von O auf g, Q 
der FuBpunkt dieses Lotes und q, die durch 

q°% =d 
bestimmte Gerade, so ist g, das Lot von Q auf q,. 

Auf Grund dieser Definition ergibt sich: 

Satz 57. Durch eine Halbdrehung §, um einen Punkt O wird jeder 
Geraden eineindeutig eine von ihr verschiedene Bildgerade zugeordnet. 
Dabei wird das Biischel der Geraden 
durch O in sich iibergefiihrt. Das Lot / 
auf einer Geraden g durch O wird in ein 
Lot /, auf der Bildgeraden g, durch O 
iibergefiihrt. 

Satz 58. Sind a, b, ce drei ver- 
schiedene Geraden, a,, 6,, c, ihre Bild- 
geraden in bezug auf eine Halbdrehung 5p 
um einen Punkt O, so gehéren a, b, c 
dann und nur dann einem Biischel an, 
wenn @,, b,, c, einem Biischel angehéren. 

Beweis: 1. Ist g eine Gerade und g’ eine von g verschiedene Ge- 
rade durch den FuBpunkt Q des Lotes g von O auf g, sind g,, g\, q, die 
Bildgeraden der Geraden g, g’, g hinsichtlich der Halbdrehung §, um O 
und ist Q, der Schnittpunkt der Geraden g, und 4,, so geht g, durch Q.. 

Folgt aus der Definition der Halbdrehung, dem Lotensatz und 
Axiom II, 2. 

2. Da durch jeden eigentlichen Punkt eine Gerade existiert, die zu 
einem vorgegebenen Biischel gehért und die Biischelzugehérigkeit transitiv 
ist (Satz 24 und 25), kénnen wir bei dem Beweise unseres Satzes 
voraussetzen, daB eine der Geraden a,b,c, also etwa die Gerade }, 
durch O geht. 

Stehen a,b,c auf einer Geraden A durch O senkrecht, so stehen die 
Bildgeraden a,, 6,,c, nach Satz 57 auf der Bildgeraden h, von h senkrecht 
und gehéren daher nach Satz 20 wiederum einem Biischel an, und 
umgekehrt. 








Fig. 7. 
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Besitzen a,b,c kein gemeinsames Lot durch O, so fallen wir von 0 
aus die Lote p und g auf a und ¢ und das Lot s auf die Verbindungs- 
gerade der FuGpunkte A und C dieser beiden Lote. Werden dann die 
Geraden p,q, s durch §» in die Geraden p,, q,, 8, tiberfiihrt und sind A, 
und C, die Schnittpunkte der Geraden p,,a, und q,,¢,, so geht nach 1. 
die Gerade (AC) in die Gerade (A,C,) iiber und es ist nach Satz 57 

Pia, gic, 8,1(4,C), p,-8, = p-s, 6,-g, = 5-g. 
Daher gilt 
ps =b-q 
dann und nur dann, wenn 
ny = b,-4; 

das bedeutet aber nach dem Lotensatz, daB die Geraden a,.b,c dann 
und nur dann einem Biischel angehéren, wenn die Geraden a,, b,,c, 
einem Biischel angehdéren. 

Aus Satz 58 folgt unmittelbar 

Satz 59. Durch eine Halbdrehung wird jedem Punkt P eineindeutig 
ein Bildpunkt P, zugeordnet, und P inzidiert dann und nur dann mit 
einer Geraden g, wenn P, mit der Bildgeraden g, von g inzidiert. 

Satz 60. Jede Halbdrehung §, um den Punkt O fiihrt jeden 
eigentlichen Punkt P in einen eigentlichen Punkt P, iiber. 

Beweis: Da nach Satz 59 das Bild von P ein Punkt sein muB, 
geniigt es, zu zeigen, daB zwei Geraden durch P in zwei Geraden mit 
einem eigentlichen Schnittpunkt iibergehen, der dann mit P, identisch 
sein muB. Ist g die Gerade (OP), p das Lot auf g im Punkte P und 
sind g, und p, die Bildgeraden von gq und p in bezug auf §p, so ist 
aber der Schnittpunkt von g, und p, nach Axiom [I,3 ein eigentlicher 
Punkt. 

Satz 61. Zu jedem uneigentlichen Punkt P, der nicht Pol einer 
Geraden durch den eigentlichen Punkt O ist, gibt es eine Halbd-ehung §, 
um O, die P in einen eigentlichen Punkt P, iiberfiihrt. 

Beweis: Ist g die Gerade (OP), p eine beliebige andere Gerade 
durch P, gq, das Lot von O auf p und P, der FuSpunkt dieses Lotes, so 
fiihrt die durch 

=2¢°¢ 
bestimmte Halbdrehung §, um O P in den Punkt P, iiber, da das Bild 
von P nach Satz 59 ein Punkt ist und durch P, die Bildgeraden zweier 
Geraden (p und qg) durch P laufen. P, ist nach Axiom II,3 eigentlich. 

Satz 62. Ist §, eine Halbdrehung um den Punkt O, so fiihrt die 
Abbildung §;' drei Punkte A,B,C, die auf einer Geraden liegen, in 
drei Punkte A,, B,, C, tiber, die wiederum auf einer Geraden liegen, falls 
einer dieser Punkte eigentlich ist. 
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Satz 63. Sind §, und §, zwei Halbdrehungen um denselben 
Punkt O, so gilt fiir jeden beliebigen Punkt P: 
H7* 9, (P) — 9, DF* (P). 


Beweis: 1. Wir zeigen zunichst: Ist a eine beliebige Gerade und 
existiert eine Gerade }, so daB 


b = $7 ' (a) 
97° 9, (2) = 9, $3" (@). 
Ist §, die zu der Drehung d,, §, die zu der Drehung d, gehérige 


Halbdrehung, p das Lot von O auf a und A der FuBpunkt dieses Lotes, 
so bestimmen wir die beiden Geraden d und gq, fiir die z 


d-p=d, und d-q=Dd, 
ist. Die Gerade 6 mu8 dann das Lot auf d im 


Schnittpunkt B von a und d sein. Die Gerade c, 
fiir die . 


ist, so gilt 





c= 9, (6) _ 9, 97 ' (2) 
gilt, ist das Lot von B auf q. Ist andererseits s 
die durch die Gleichung 


p:s = Dd, Fig. 8. 


bestimmte Gerade, so mu8 das Lot von A auf s, d.h. die Gerade §, (a) 
durch den Schnittpunkt C von c und gq gehen. Weiter ist nach dem 
Lotensatz 





q°s = Dd, 
und daher 
¢ = $;*((AC)) = $7°S, (@). 
2. Wir beweisen nun die Aussage des Satzes 63. Es sei 
P, = $7'(P), P, = §,(P)). 
Wahlen wir nun zwei Geraden g, und h, durch P,, so existieren nach 
Satz 57 die vier Geraden 
9.(9;) = 9, 9, (9,), H, (h,) = h, 9, (h,) 
und es gilt daher nach 1.: 
9, S5* (9) = Hr* G, (9), 
9, Dy*(h) = HF*H, (A). 
Aus diesen beiden Gleichungen folgt auf Grund von Satz 59, daB 


auch der Schnittpunkt P von g und h durch die beiden Abbildungen 
§, Hy* und HF" §H, in denselben Punkt iibergefiihrt werden muB, w.z.b.w. 
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§ 8. 
Einfiihrung der uneigentlichen Geraden. Die O-Geraden. 

Definition 13. Die bisher betrachteten Geraden bezeichnen wir 
als eigentliche Geraden. 

Ist O ein eigentlicher Punkt, so nennen wir 

1. jede Gesamtheit von Punkten, die nicht auf einer eigentlichen 
Geraden liegen und zu denen es eine Halbdrehung § um O gibt, durch 
die sie in die Gesamtheit der Punkte einer eigentlichen Geraden iiber- 
gefiihrt werden, 

2. die Gesamtheit der Pole der Geraden durch O 
eine uneigentliche O-Gerade. 

Unter O-Geraden verstehen wir zusammenfassend die eigentlichen 
Geraden und die uneigentlichen O-Geraden. Die Gesamtheit der Pole 
der Geraden durch O bezeichnen wir als die Polare des Punktes O. 

Satz 64. Eine beliebige Halbdrehung § um O und ihre Inverse 
fiihren einen Punkt P und eine O-Gerade, die miteinander inzidieren, in 
einen Punkt und eine O-Gerade iiber, die miteinander inzidieren. 

Beweis: Es geniigt offenbar zu zeigen, daB drei Punkte A, B,C 
einer uneigentlichen O-Geraden g bei der Anwendung von § und bei der 
Anwendung von §~' in drei Punkte A,, B,,C, einer O-Geraden iibergehen. 

Ist g die Polare von O, so folgt dies daraus, daB die Polare bei 
jeder Halbdrehung um 0 in sich iibergeht. 

Ist g nicht die Polare von O, so ist der Beweis der genannten 
Aussage erbracht, sobald gezeigt ist, daB es eine Halbdrehung §, um O 
gibt, die A,, B,,C, in drei Punkte einer eigentlichen Geraden iiberfiihrt. 

Wir wihlen zu diesem Zweck §, als eine beliebige Halbdrehung 
um O, die A, in einen eigentlichen Punkt A, iiberfiihrt (s. Satz 61); 
B, und C, mégen bei Anwendung von §, in die Punkte B, und C, 
iibergehen. Ist nun §, die (definierende) Halbdrehung um O, die A, B,C 
in drei Punkte A,, B,, C, einer eigentlichen Geraden iiberfiihrt, so gilt: 

9, (A, B,C,) = §, 5 H5* (4; B,C;) 

= §7'(H, (A, B,C,)), (nach Satz 63) 
wo §, § (A, B, C,) nach Satz 59 drei Punkte einer eigentlichen Geraden 
sind. Da nach Definition 

A, B,C, = §,(A, B,C,) 

ist, gehen also A, B,C, durch die Inverse >! einer Halbdrehung aus 
drei Punkten einer eigentlichen Geraden hervor und liegen daher nach 
Satz 62 auf einer eigentlichen Geraden. 

Fiir die Inverse §~' schlie8t man entsprechend mit Hilfe der Tatsache, 
daB A, B,C, durch die Aufeinanderfolge $;1 5~' der Inversen von zwei 
Halbdrehungen aus drei Punkten einer eigentlichen Geraden hervorgehen. 




















Begrindung der absoluten Geometrie in der Ebene. 449 


Satz 65. Zwei verschiedene O-Geraden a und b haben einen und 
nur einen Punkt gemein. 

Beweis: Ist eine der beiden O-Geraden, etwa a, die Polare des 
Punktes O, so gibt es eine Halbdrehung um QO, durch die 5 in eine 
eigentliche Gerade 6, iibergeht. Bei dieser Halbdrehung geht a in sich 
iiber. Da nun a und 6, genau einen Punkt (naimlich den Pol des Lotes 
von O auf 6,) gemein haben, gilt nach Satz 64 dasselbe fiir a und b. 

Sind a und 6 beide von der Polaren von O verschieden, so gibt es zwei 
Halbdrehungen, durch deren Aufeinanderfolge a und 6 in zwei eigentliche 
Punkte a, und 5, iibergefiihrt werden. Da a, und 6, genau einen Punkt 
gemein haben, mu8 dasselbe fiir a und 6 gelten. 

Satz 66. Zwei verschiedene Punkte A und B bestimmen eine und 
nur eine O-Gerade. 

Beweis: Aus Satz 65 folgt, daB A und B héchstens eine O-Gerade 
gemein haben. Liegen daher zunichst A und B auf der Polaren von O, 
so ist (A B) mit dieser Geraden identisch. Liegt einer der beiden Punkte, 
etwa der Punkt A, nicht auf der Polaren von O, so gibt es nach 
Satz 61 eine Halbdrehung um O, die A in einen eigentlichen Punkt A, 
iiberfiihrt. Geht dabei B in B, iiber, so besitzen A, und B, nach 
Satz 27 eine eigentliche Verbindungsgerade, die durch die Inverse der 
angewendeten Halbdrehung in eine gemeinsame O-Gerade von A und B 
iibergefiihrt wird. 

§ 9. 
Die Satze von Desargues und Pascal in allgemeiner Fassung. 


Die Siatze von Desargues und Pascal gelten fiir jede Konfiguration, 
die die Voraussetzungen der allgemeinen Fassungen dieser Satze erfiillt 
und die Polare des Punktes O nicht enthilt, da eine solche Konfiguration 
durch Halbdrehungen um O in eine Konfiguration iibergefiihrt werden 
kann, fiir die die in § 6 bewiesenen Spezialfille dieser Satze gelten, und 
nach Satz 64 bei Halbdrehungen um O und ihren Inversen Koinzidenzen 
zwischen Punkten und O-Geraden erhalten bleiben. 

Um die Giiltigkeit der Saitze von Desargues und Pascal auch fiir die 
Konfigurationen nachzuweisen, die die Polare des Punktes O enthalten, 
betrachten wir das 3-Gewebe aus den Biischeln U, B, € der O-Geraden 
durch drei Punkte A, B,C einer Geraden g, die wir so wahlen, daB 
weder A noch B noch C auf der Polaren von O liegt. In einem 
3-Gewebe lassen sich aus den (gerichteten) Strecken auf den Geraden 
jedes der drei Biischel nach K. Reidemeister'*) allgemein dann, wenn fiir 
die Geraden des Gewebes ein gewisser SchlieBungssatz gilt, Vektoren 


14) K. Reidemeister, Grundlagen der Geometrie. Berlin 1930, Kap. 4. 
Mathematische Annalen. 118. 29 
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definieren, die eine Gruppe bilden. Dieser SchlieSungssatz ergibt sich 
durch Einfiihrung zweier Hilfsgeraden, die in unserem Falle stets so 
gewaihlt werden kénnen, daB sie von der Polaren von O verschieden sind, 
in einfacher Weise aus dem Desarguesschen Satz"®). Zu jedem Vektor 
l48t sich eine Punkttransformation definieren™), die als Translation 
bezeichnet wird. Wir beschrinken uns im folgenden auf die Betrachtung 
der Gruppe der &-Vektoren, die aus den Strecken auf den Geraden des 
Biischels & definiert sind und zeigen nun, daS die Translationen nach 
U-Vektoren in der von uns betrachteten Ebene Kollineationen sind. 

Hilfssatz 3. Die Translationen nach den %-Vektoren eines 
UBC-Gewebes, das die Polare von O nicht enthilt, fiihren die Gesamtheit 
der O-Geraden in sich iiber. 

Beweis: Es sei ein Vektor a(+ 0) aus der Gruppe der U-Vektoren 
gegeben. Die Polare des Punktes O bezeichnen wir abgekiirzt mit p (0). 

Aus der Definition der Translation folgt unmittelbar, da8 dic 
Gesamtheit der O-Geraden des Gewebes in sich iibergeht und daB allgemein, 
falls die Bildpunkte einer O-Geraden s siamtlich auf einer O-Geraden 
liegen, jeder Punkt von ¢ Bild eines Punktes von s ist. 

Gehért die O-Gerade s dem Gewebe nicht an, so nehmen wir zunichst 
an, daB s von p(O) verschieden ist und das Bild héchstens eines Punktes 
von s auf p(O) liegt. Wir zeigen nun: 
Ist S der Schnittpunkt von s mit der 
O-Geraden g, P, ein Punkt von s und 
P, P, eine Strecke, die den Vektor a 
reprasentiert, so liegen die Bilder der 
Punkte von s auf der O-Geraden (P,5S). 
Ist namlich Q, ein beliebiger Punkt von 
s, so bestimmen wir sein Bild Q,, indem 
wir die O-Geraden (BP,) und (CQ,) in 
R, und die O-Geraden (A R,) und (BP,) 
in R, zum Schnitt bringen und dann 
den Schnittpunkt der O-Geraden (AQ,) 
und (C R,) konstruieren (s. Fig.9). Da 
(P,Q,) und (P,Q,) von p(Q) verschieden sind, kann der Desarguessche 
Satz angewendet werden, und es ergibt sich, daB Q, auf der O-Geraden 
(P,8) liegt. 





15) u. zw. aus dem sogenannten kleinen Desarguesschen Satz mit g als 
Desarguesscher Geraden. Dieser Satz reicht bekanntlich aus, um die Addition 
projektiver Strecken einzufiihren. Das 3-Gewebe dient hier nur dazu, die Trans- 
lation in einem bestimmten Geradenbiischel (A-Geraden) auszuzeichnen. 

16) a.a.O., 8.70. 
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Liegen die Bilder wenigstens zweier Punkte von s auf p(Q), so ist s 
von p(O) verschieden und gehért dem Gewebe nicht an. Die Bilder 
aller Punkte von s liegen dann auf p(O). Sind nimlich P, und Q, zwei 
Punkte von s, deren Bilder P, und Q, auf p(O) liegen, und 7, ein Punkt 
von 8, dessen Bild 7, nicht auf p(Q) liegt, so ergibt sich mit Hilfe des 
Desarguesschen Satzes, daB die beiden O-Geraden (P,7,) und (Q,7,) 
durch § gehen, 7, also auf (P,Q,), d.h. auf p(O), liegt. 

DaB die Polare »(O) durch die Translation a auf eine von ihr ver- 
schiedene O-Gerade abgebildet wird, folgt daraus, da8 es eine O-Gerade s 
gibt, von der durch die Translation — a wenigstens zwei Punkte und da- 
her — wie man durch den vorstehenden Schlu8 erkennt — alle Punkte 
auf p(O) abgebildet werden. 

SchlieBlich ergibt sich, daB jede O-Gerade hinsichtlich der Trans- 
lation a Bild einer O-Geraden ist. 


Durch eine Translation der betrachteten Art kann jede Konfiguration, 
die die Polare des Punktes O enthilt, unter Erhaltung der Koinzidenzen 
zwischen Punkter und O-Geraden in eine Konfiguration ibergefiibrt 
werden, die die Polare nicht mehr enthalt, und daher besitzen die Siatze 
von Desargues und Pascal allgemeine Giiltigkeit. Hieraus ergibt sich 
insbesondere die Unabhangigkeit der Begriffs der uneigentlichen Geraden 
von der speziellen Wahl des Zentrums der Halbdrehungen. Sind nimlich O, 
und O, zwei verschiedene eigentliche Punkte und liegen drei Punkte P,Q, R 
auf einer uneigentlichen O,-Geraden, so gibt es Desarguessche Konfigu- 
rationen, die auBer dieser nur eigentliche Geraden enthalten; da der 
Desarguessche Satz auch fiir O,-Geraden giiltig ist, liegen daher P,Q, R 
auch auf einer uneigentlichen O,-Geraden. Wir kénnen daher folgende 
Definition aufstellen: 

Definition 14. Eine Gesamtheit von Punkten heiBt eine Gerade, 
wenn sie bei beliebiger Wahl des eigentlichen Punktes O mit der Gesamt- 
heit der Punkte einer O-Geraden identisch ist. 

Fiir die so definierten Geraden und die in Definition 7 eingefiihrten 
Punkte gilt dann 

Satz 67. Die Punkte und Geraden geniigen den ebenen projektiven 
Inzidenz-Axiomen und den allgemeinen Saétzen von Desargues und Pascal. 


(Eingegangen am 23. 4. 1936.) 
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Uber die Stabilitit von Liésungen eines Systems 
von Differentialgleichungen. 


Von 


N. Moisseiev in Moskau. 


In seiner beriihmten Abhandlung: ,,Uber die Stabilivat der Bewegung“, 
Comm. Soc. Math. Kharkow 1892 (russisch), und deren franzésischer Uber- 
setzung, ,,Probléme général de la stabilité du mouvement‘ (Annales de 
Toulouse (2) 9 (1907)) hat A. Liapounoff unter anderem folgende Frage 
untersucht (2. Kapitel, No. 33—40): 

Es sei das Gleichungssystem vorgelegt: 


= = —Ayt+ X(z,y, z,, Z,,...5 Za) 
(1) SY Aa HY (a, ys 255045 ---5 tn) 
dz = 
a = a,2 + Bey + D> Pinte + X,(Z, Y, L, » Ly, +++» En) (s - 1, 2, ..., 9), 


k=1 

wo A> 0, 7,x,a,,8, reelle Konstanten sind, und X, Y und X, holomorphe 
Funktionen der Veranderlichen z,y und z,, deren Entwicklungen nach 
steigenden Potenzen von z,y und z, keine Glieder nullter und erster 
Ordnung enthalten. Es wurde von Liapounoff bewiesen, daB8 mittels 
einer analytischen Variablentransformation, die den Nullpunkt in sich 
selbst tiberfiihrt, die Gleichungen (1) immer in eine solche Form gebracht 
werden kénnen, daB die Funktionen X und Y gleichzeitig mit z und y 
verschwinden. Dabei sind die konstanten Koeffizienten p,, so beschaffen, 
daB die ,,bestimmende“ Gleichung in x 


Pir — * Pia» +++ Pin 
Pei» Pas — *) -++> Pan 

— ern), Peer ee eee eee = 0 
Par» Pna> *++> Pan —% 


nur Wurzeln mit negativen Realteilen besitzt. 

Wir betrachten nun die Funktion 
(3) U0 = 2 +y? +f (Zz, y,2,,%,--+> Zn); 
wo f eine ganze algebraische Funktion ihrer Argumente ist, die keine 
Glieder von nullter, erster und zweiter Ordnung enthalt, und wir berechnen 


bas Talia a aa 
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die erste Ableitung von U nach ¢ unter der Bedingung, da8 die Ableitungen 


d 
oe oY und waa durch ihre Ausdriicke (1) ersetzt werden sollen. 


Die Entwicklung dieser Ableitung a nach steigenden Potenzen der 


Verinderlichen x,y und x, enthilt keine Glieder von nullter, erster und 
zweiter Ordnung. 

Es kann vorkommen, da8 fiir ein beliebig groBes m die Funktion / 
immer so gewahlt werden kann, daB die obengenannte Entwicklung keine 
Glieder enthalt, deren Ordnung niedriger ist als die m-te. In diesem 
Falle ist, wie dies von Liapounoff bewiesen wurde (I. c.), die sogenannte 
,triviale Lésung“ 


(4) toyr=7r,=-%=>...=7,=0 


des Gleichungssystems (1) stabil und auBerdem gibt es eine Schar von 
periodischen Lésungen des Systems (1), der sie angehért'). 

Aber es kann auch vorkommen, und dies ist der allgemeine Fall, 
daB eine Zahl N existiert, so daB sich durch keine Wah! der Funktion 
dU 
dt 
(2N +1) sind, zum Verschwinden gebracht werden kénnen. In diesem 
Falle ist von Liapounoff bewiesen worden, da durch eine passende 
Wahl der ganzen algebraischen Funktion f vom Grade 2N man die 


in der Entwicklung von alle Glieder, deren Ordnungen niedriger als 


Ableitung = immer in der Form 


(5) as = G(a* + y*)* + vg w41 (2, Y,2,,-++) In) +... 
darstellen kann, wo @ eine Konstante ist, die bloB von den Koeffizienten 
der Glieder der (2 N — 1)-ten Ordnung in der Funktion / abhangt. 
Nachdem die Konstante G bestimmt ist, wendet sich Liapounoff zu 
geistreichen, aber sehr verwickelten Umgestaltungen des Gleichungs- 
systems (1), deren Zweck ist, das System (1) in eine Form zu bringen, 
die cine leichte Entscheidung der Frage iiber die Stabilitaét der trivialen 
Lésung zulaBt. Das Resultat ist folgendes: 
Ist G negativ, so ist die Lésung (4) stabil und jede_,,gestérte“ 
benachbarte Bewegung nahert sich asymptotisch dieser Lésung (4). 


1) Die triviale Lésung (4) des Systems (1) heiBt nach Liapounoff positiv 
stabil, wenn es eine solche positive GréBe o gibt, daB fir jedes positive 1 < 9 man 
eine GréBe ¢ finden kann, so daB jede Bewegung z(t), y(t), zs (¢) mit den Anfangs- 
bedingungen x(t,), y(t)» x, (t,)s 2? (¢,) + y*(t,) + 2 x}(t,)<¢, fiir alle Werte t> t, 
der Ungleichung z* + y* + 22? < / Geniige leistet. Im entgegengesetzten Falle ist 
die triviale Lésung unstabil. 
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Ist @ positiv, so ist die triviale Lésung (4) im Liapounoffschen 
Sinne unstabil. 

Im vorliegenden Aufsatz wollen wir zeigen, daB in dem Falle eines 
von Null verschiedenen G die obenerwahnten Liapounoffschen Umgestal- 
tungen des Systems (1) iiberfliissig sind, und da8 die Stabilitatsfrage mit 
Hilfe der Konstruktion eines passenden topographischen Systems entschieden 
werden kann. 

Einfachheitshalber beschrinken wir uns auf den Fall von drei 
Variablen: z, y und z. Das Resultat ist aber auch fiir den allgemeinen 
Fall der (n + 2) Verinderlichen giiltig. 

Also, es sei fiir das System 


dz 


d 
(6) qr = 42+, 
dz 


di =ar+By—pz+Z, 


(wo A4>0,p > 0,a,8 — reelle Konstante sind) gelungen, eine solche 
Funktion 


(7) 0D=("+y¥)+ut+ut...+ ty 

zu konstruieren, (wo « eine Form k-ten Grades in bezug auf die Ver- 
anderlichen z, y und z bezeichnet), daB die Ableitung von U nach t 
folgendermaBen aussehe: 


dU ; 
(8) ai = G(2? + y*)*¥ + tpy4i t+ Dengat..-, 
wo pv, eine Form k-ten Grades in bezug auf die Veriinderlichen zx, y und z 
bezeichnet und G@ eine von Null verschiedene Konstante ist. 
Aus den Gleichungen (3) und (5) und den Bedingungen, denen die 
Funktionen X und Y unterworfen sind, folgt, daB die Funktion U und 


ihre Ableitung or folgendermaBen aussehen werden: 

(9) U =rf[l+ f,(0,7r,2) +f, (8,7,2) +... + few—2(%,7,2)], 
(10) oO = PGP 8-2 4 gy y_1(8,2,2) +...) 

wo 

(11) z = rcos #, y =rsind 


gesetzt ist, und /, und g, homogene algebraische Formen der Verinder- 
lichen r und z sind, deren Grad dem Index k gleich ist. Die Koeffizienten 


dieser Formen sind ihrerseits ganze Funktionen von sin und cos des 
Winkels #. 
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Jetzt wollen wir in der Umgebung des Ursprungs O des rechtwinkligen 
Koordinatensystems 2z,y,z folgende Flachen betrachten, die fiir die zu 
untersuchende Frage iiber die Stabilitét der trivialen Lésung 

(12) t=y=2=0 

des Systems (6) von Bedeutung sind: 

1. die Flache z*, d.i. der geometrische Ort der Punkte, wo die 
z-Komponente der Strémungsgeschwindigkeit der Phasenfliissigkeit gleich 
Null ist; 

2. die Fliche U°, d..i. der geometrische Ort der Punkte, wo die 
Funktion U verschwindet; 

3. die Flache U°, d.i. der geometrische Ort der Punkte, wo die 
Geschwindigkeit der Verinderung der Funktion U (infolge der Bewegung 
des Phasenpunktes (zx, y,z) lings der Bahnkurve des Systems) gleich Null 
ist; und schlieBlich: 

4. eine gewisse Flache (/), deren Bedeutung aus dem folgenden 
klar wird. 


1. Die Gleichung der 2°-Flache ist: 


(13) az+By—pztiZ=0. 

Diese Fliche geht durch den Ursprung O, wo sie die Ebene 
(14) az+By—pz=0 
beriihrt, die mit der z-Achse den von Null verschiedenen Winkel 
(15) 6 = are sin ——? ___ 

V ot + B+ p? 

bildet. 

Betrachten wir den Kegel 
(16) K2 2% = a? + y?. 


Aus den Gleichungen (13), (14), (15) und (16) foigt: Wenn k der 
Ungleichung 


; Pp 

ie Saree 
Geniige leistet. so liBt sich immer eine reelle Zahl R, finden, derart, 
daB die GréBe 
(18) zt = 2[ae+Py—pz+Z] 
innerhalb des Kegels (16) und innerhalb der Kugel 
(19) oty+2 = R 
negativ definit wird. 

Gleichfalls kann man sich davon iiberzeugen, daB fiir die Zahl k, 
die die Bedingung (17) befriedigt, sich auch eine Kugel um O mit einem 
endlichen Halbmesser R, finden la8t, derart, daB auf dem ganzen Teil 
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der Kegeloberfliche (16), der innerhalb dieser Kugel (R,) eingeschlossen 
ist, die Ableitung der Funktion 


(20) W=7+y7-—F2, 
mit Hilfe der Differentialgleichungen (6) berechnet, d.h. die Funktion 
(21) OW = 2(eX+ y¥—Me(ar+Py—pz+2)], 


positiv definit ist. 

Indem wir bemerken, daB auf der Kegeloberfliche (16) die Funktion W 
selbst gleich Null ist, und daB auBerhalb des Kegels (16) diese Funktion W 
positiv definit ist, kommen wir unter anderem zum Schlusse, daf in 
jeder endlichen Umgebung des Ursprungs 0 die Oberfliche eines jeden 
Kegels (16), der die Bedingung (17) befriedigt, durch die Phasenpunkte 
stets in der Richtung von innen nach auBen durchsetzt werden wird. 

2. Aus der Form der Gleichung der U°-Oberflache 
(22) P(l+f+.--+fhew—2] = 0 
la8t sich ersehen, daB es eine endliche Zah] R, gibt, so daB die Kugel 
um O mit Radius R, in ihrem Innern keinen einzigen Punkt der Ober- 
fliche U° enthalt, der nicht auf der z-Achse liegt. 

Also ist die Funktion U positiv definit in dem Bereiche, der innerhalb 
der Kugel (R,) und auBerhalb des Kegels (16) liegt. Die einparametrige 
Flachenschar, die durch die Gleichung 
(23) U=C 
bestimmt ist, wo C den Scharparameter bedeutet, wird in dem oben er- 
wihnten Raumteil topologisch aquivalent der Schar der Zylinder, deren 
gemeinsame Achse auf der zy-Ebene senkrecht steht. Dabei wird in 
demselben Gebiete die Verschiebung aus dem Innern des Zylinders nach 
auBen der Zunahme des Scharparameters C entsprechen. 

3. Aus der Form der Gleichung der U°-Flache 
(24) P(GrX-24 9.7 ,+...]) =0 
folgt, daB U° durch den Koordinatenursprung O geht, indem jede der 
Schnittkurven der U°-Flache mit der Ebene 

@ = konst. 
die z-Achse in O beriihrt. 

Daraus folgt, daB bei jedem Parameterwert k sich eine solche end- 
liche Zah] R, finden la8t, daB die Kugel um O mit Radius R, keinen 
einzigen Punkt (auBer dem Punkte O) enthalten wird, der gleichzeitig 
dem Kegel (16) und der U°-Flache angehért. Dabei wird in dem ganzen 
Raumteil auBerhalb des Kegels (16) und innerhalb der Kugel (R,) die 
GroBe U definit sein, und zwar positiv definit, wenn G positiv, und nega- 
tiv definit, wenn @ negativ ist. 























Stabilitat der Lésungen von Differentialgleichungen. 457 


4. Die Oberfliche, die von uns obea durch das Symbol (!) bezeichnet 
wurde, wird durch folgende Gleichung bestimmt: 

(25) Pt =U, 

wo | eine Konstante ist. die wir nach Belieben wahlen kénnen. 

Aus dieser Gleichung folgt, daB die Schnittkurven der Ebene 


@ = konst. 
mit der (l)-Fliche und mit dem Kegel 
(26) Po = z+ y? 


sich im Koordinatenursprung O beriihren. 

Demgema8 gibt es solche Zahlen k,, k, und R,, daB innerhalb der 
Kugel um O mit dem Halbmesser R, die (1)-Fliche mit allen ihren Punkten 
(mit Ausnahme des Koordinatenursprungs 0) zwischen zwei Kegeln (16), 
die den Werten k = k, und k = k, entsprechen, eingeschlossen ist. 

Indem wir iiber die Zahlen k,, k, und | auf die Weise verfiigen, 
daB die Bedingung 

Pp 
(27) k<l<k< jet eip 
befriedigt wird, wird, nach dem oben gesagten, immer 

a) innerhalb der kegelihnlichen Oberfliche (/) (d. h. in dem Raum- 
teil, wo die z-Achse liegt) der Ausdruck ae als Ortsfunktion betrachtet, 
negativ definit sein; 

b) bei negativem G auBerhalb der Fliche (1), wie auch auf der (l)- 
Flache selbst, die GréBe oe negativ definit sein. 


Hiernach ist es nicht schwer, die im Anfang dieses Aufsatzes aus- 
gesprochenen Thevreme iiber die Stabilitit und Unstabilitiét zu beweisen. 

Es sei G negativ. 

Die Zahl 1, die in der Gleichung (25) auftritt, sei der Bedingung (27) 
gemaB gewahlt. Es sei ferner R, die kleinste der oben bestimmten 
Zahlen R,, R,, R,, R, und R,. Dann definieren wir innerhalb der 
Kugel um O, deren Radius R, ist, eine Ortsfunktion V derart, daB: 

a) innerhalb (im oben erwahnten Sinne) der (/)-Flaiche die Funktion V 
durch die Gleichung 
(28) y..# 
bestimmt wird; 

b) auBerhalb der (l)-Flache dieselbe Funktion durch die Gleichung 
(29) V=U0 
bestimmt wird; 

c) auf der (l)-Flache selbst die Funktion V nach Belieben durch die 
Gleichung (28) oder (29) bestimmt wird. 
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Infolge des Obenerérterten wird die auf diese Weise definierte V- 
Funktion stetig, eindeutig und positiv definit in dem ganzen Innern der 
Kugel (R,). Die Ableitung dh der Funktion V, die gemaiS den Diffe- 
rentialgleichungen (6) berechnet ist, ist innerhalb der Kugel (R,) negativ 
definit. 

Infolgedessen kommen wir zum Schlusse, daB im Falle G <0 die 
Phasenfliissigkeit in der betrachteten Umgebung des Koordinatenursprungs O 
derart strémt, daB dieselbe stets in das Innere der durch die Flichen 
des topographischen Systems 
(30) V=C 
begrenzten Gebiet eintritt, d. h. in diejenigen Gebiete, die in ihrem Innern 
den Koordinatenursprung enthalten. 

Dabei kann die Geschwindigkeit der Abnahme des Parameters C nicht 
gegen Null streben, wenn der Phasenpunkt nicht gegen den Koordinaten- 
ursprung O strebt. 

Was aber den Punkt O selbst betrifft, so ist derselbe der einzige 
singulare Punkt des topographischen Systems (30) in der betrachteten 
Umgebung, namlich ein isolierter Punkt, in den die Flache (30) fir C = 0 
ausartet. 

Aus diesen Betrachtungen ist augenscheinlich, daB in dem betrachteten 
Falle, wo G negativ ist, die triviale Lésung (12) unserer Gleichungen (6) 
asymptotisch-stabil sein muB. In der Tat ist das System (30) der Um- 
gebungen des Punktes O im topologischen Sinne dem System der Kugeln 


f+yiz=e, 


aquivalent, mit denen die Liapounoffsche Definition der Stabilitat operiert *). 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, wo @ positiv ist. 





2) Man. kann den Beweis auch im Sinne Liapovnoffs rein analytisch fihren. 
Dazu hat man nur zu bemerken, da8 die von uns konstruierte V-Funktion allen 
Forderungen der zweiten Anmerkung zum ersten Satz des Paragraphen 16 der oben 
zitierten Schrift von Liapounoff Geniige leistet, mit Ausnahme der Forderung der 


Stetigkeit- der Ableitung ort allein diese Forderung ist, wie wir friiher bemerkt 


haben (Moisseiev : » Uber die Unwesentlichkeit einer der Einschrankungen ...“, C. R. de 
l’Acad. de l"URSS. I. Nr. 4, 1936), nicht wesentlich, denn alle Satze der zweiten Me- 
thode Liapounoffs behalten ihre Kraft, falls wir zulassen, daB die Ableitung e 
endliche Spriinge in den Punkten von analytischen Mannigfaltigkeiten geringerer 
Dimension erleiden kann. In unserem Falle ist diese Bedingung erfiillt, denn die 


Ableitung dd ist iberall eine stetige Funktion des Ortes, mit Ausnahme der Schnitt- 
punkte der Trajektorie mit der /-Flache. 
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Zum Beweis der Instabilitét der trivialen Lésung im Sinne Liapounoffs 
reicht es hin nachzuweisen, da8 in jeder beliebig kleinen Umgebung dieser 
Lésung sich ein Punkt finden l48t, der auf einer Bahnkurve liegt. die 


sich von der trivialen Lésung auf eine angebbare Phasendistanz entfernen 
kann. 


Wir beschranken uns, wie oben, auf die Betrachtung des Innern der 
Kugel vom Halbmesser R, um O und konstruieren einen der Kegel (16), 
der der Bedingung (17) entspricht. Gemai8 der Bemerkung, die in bezug 
auf die Formel (21) gemacht wcrden ist, kann keines der Phasenfliissig- 
keitsteilchen, das im Anfangsmoment innerhalb der Kugel (R,) und auBer- 
halb des Kegels (k) gelegen ist, die Oberfliche dieses Kegels (k) durch- 
setzen, ohne vorher das Innere der Kugel (R,) verlassen zu haben. 


Wenn aber der Punkt auBerhalb des Kegels (k) bleibt, so muB er, 
den Bemerkungen gemiB, die in bezug auf die Formeln (22), (23) und 
(24) gemacht worden sind, bei positivem G mit endlicher und von Null 
verschiedener Geschwindigkeit so fortschreiten, daB er stets die Flaichen 
des topographischen Systems (23) von innen nach auBen durchsetzt. 
Dies kann sich erst dann andern, wenn der Punkt aus dem Innern der 
Kugel (R,) ausgetreten ist. 


Die angefiihrten Bemerkungen geniigen vollstindig fiir den Beweis 
der Instabilitét der trivialen Lésung in dem Falle G > 0.*) Was die ana- 
lytische Durchfiihrung unseres Beweises betrifft, so kann sie auf einen 


schénen Satz von N. Cetajew (Kasan) begriindet werden, den wir uns hier 
anzufiihren erlauben, und der eine ganz natiirliche Verallgemeinerung der 
bekannten Satze von Liapounoff iiber die Instabilitaét darstellt *). 


Der Satz von Getajew laatet: 


Falls die Differentialgleichungen der gestérten Bewegung so beschaffen 
sind, daB 


5) Liapounoffs Definition der Instabilitat lat eine Verfeinerung zu. In 
seinem Sinne besteht Instabilitét, wenn in jeder beliebigen Phasenumgebung der 
zu untersuchenden Bewegung sich irgendwelche Phasenpunkte finden, die Bewegungen 
entsprechen, die von den untersuchten auf endliche Phasendistanzen abweichen. 
Man kann verfeinernd nach der Dichte dieser Phasenpunkte fragen. Ich habe zu 
diesem Zwecke (,,{ber die Wahrscheinlichkeit der Stabilitat nach Liapounoff*, C. R. 
de l’Acad. de l’URSS. I. Nr. 5., 1936) den Begriff der ,,Instabilitatswahrscheinlich- 
keit** eingefiihrt. Wendet man ihn auf unser Problem an, so ergibt sich bei posi- 
tivem @ die Instabilitétewahrscheinlichkeit 1. 


4) N. Cetajew, Un théoréme sur linstabilité. C.R. de Acad. de l’URSS. 
1934, Nr. 9. 
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1. fiir eine gewisse Funktion V, die mit abnehmendem Abstand vom 
Nullpunkt gegen Null strebt, und zwar gleichmadfig fiir t > T, ein Gebiet 
existiert, wo 

dV 
Vz, >0 
ist, und 

2. wenn fiir gewisse, dem absoluten Betrage nach geniigend kleinen 
Werte der Verdnderlichen x, y, 2, ... in diesem Gebiet (V 5" > 0) sich ein 
Teilgebiet abgrenzen laBt, wo eine Funktion W positiv ist, wiaihrend an der 
Begrenzung dieses Teilgebietes (W = 0) die Werte der Ableitung © einer. 
lei Vorzeichen haben, 

so ist die ungestérte Bewegung instabil. 

Zur Anwendung dieses Satzes in unserem Falle reicht es hin, als 
Funktion V die Funktion U (7) selbst zu wahlen und anzunehmen, daB 


die Cetajewsche Funktion W durch die Gleichung (20) bestimmt wird. 


Zum Schlusse wollen wir noch eine Bemerkung machen. 

In Bd. 109 (S. 395 ff.) dieser Zeitschrift ist eine interessante Arbeit von Herrn 
Frommer erschienen: ,,Uber das Auftreten von Wirbeln und Strudeln“. Im ersten 
Paragraphen dieser Arbeit zeigt der Verfasser die Aquivalenz der notwendigen Be- 
dingungen von Poincaré mit den hinreichenden Bedingungen von Bendixson fiir die 
Existenz eines Wirbels im Falle eines Systems zweiter Ordnung. Ich méchte dar- 
auf hinweisen, daB dieses Resultat sich schon in Liapounoffs Arbeit von 1892 (bzw. 
der franzésischen Ubersetzung von 1907) vorfindet. Allerdings unterscheidet sich 
Frommers sehr elegante und einfache geometrische Methode wesentlich von Lia- 
pounoffs rein rechnerischer Darstellung. Aber im Grunde ist die Methode Liapou- 
noffs (die sog. ,,zweite Methode*) auch ganz geometrisch und nichts anderes als 
ein Spezialfall der allgemeinen direkten Methode der ,,Beriihrungscharakteristiken“ 
oder ,,topographischen Flichen“ von Poincaré-Hadamard (vgl. Hadamard, Sur cer- 
taines propriétés des trajectoires en dynamique, J. de Math. (5) 3 (1897)). Von diesem 
Standpunkt aus steht der erwihnte §1 der Frommerschen Arbeit auch methodisch 
Liapounoff sehr nahe. Diese Tatsache duBert sich auch in der offenbaren Abnlich- 
keit des 1. Paragraphen Frommers und meines vorliegenden Aufsatzes, in dem ich, 
ohne Frommers Arbeit gekannt zu haben, die ,,zweite Methode“ Liapounoffs geo- 
metrisch deutete. 


(Eingegangen am 14. 3. 1936.) 
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In der vorliegenden Arbeit beschaftigen wir uns mit einem Umkehr- 
satz fiir analytische fastperiodische Funktionen, d.h. fir allgemeine 


° . A ° > 
Dirichletentwicklungen Y A, e°"*, den der eine von uns vor einigen 


n 
Jahren bewiesen hat'). Wir werden teils einen neuen Beweis dieses 
Satzes geben, teils den Satz auf verschiedene Weisen erginzen. Eine 
dieser Erginzungen, die sich auf absolut konvergente Dirichletsche Reihen 
bezieht, wurde neulich von Hermann Schmidt auf ganz anderem Wege 
bewiesen*). Die betreffenden Siatze lassen sich nicht nur als Satze iiber 
allgemeine Dirichletentwicklungen, sondern nach der einfachen Variablen- 
transformation e* = z auch als Satze iiber irregulire Potenzreihen 
» A, x*" aussprechen. Aus Bequemlichkeitsgriinden haben wir vorgezogen, 


die Beweise fiir die erstgenannte Formulierung durchzufiihren, und geben 
erst zum Schlu8 die véllig gleichwertige Formulierung fiir irregulire 
Potenzreihen, welche inshesondere den Umkehrsatz selbst als unmittel- 
bare Verallgemeinerung des klassischen Umkehrsatzes fiir gewéhnliche 
Potenzreihen hervortreten laBt. 

1) H. Bohr [3]. 

2) Herm. Schmidt [1}. 
Mathematische Annalen. 113 
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g 1. 


Einfiihrende Bemerkungen iiber analytische fastperiodische Funktionen. 
Formulierung des Umkehbrsatzes und eines Stetigkeitssatzes. 


Bevor wir den Umkehrsatz formulieren, erinnern wir zunachst kurz 
an die wichtigsten Eigenschaften der analytischen fastperiodischen Funk- 
tionen *). 

Eine auf der Zahlenachse liegende Punktmenge wird relativ dicht 
genannt, falls sie in jedem Intervall einer gewissen Linge | mit minde- 
stens einem Punkt vertreten ist. Kine in einem vertikalen Streifen 
a, << Rs <a, (—- © So, <o, = + o)*) der komplexen s-Ebene regu- 
lare Funktion heiBt fastperiodisch in o, << Rs < a, oder kiirzer in (¢,,¢,), 
falls zu jedem ¢ > 0 eine relativ dichte Menge von Verschiebungszahlen 
t = t(e) = 1,(e) existiert, d.h. reellen Zahlen rt, fiir welche die Un- 
gleichung : 

f(s +117) —f(s)| Se 
fiir alle s des Streifens erfiillt ist. Ferner hei®t eine in o, < Rs < a, 
regulare Funktion fastperiodisch in [o,,,], falls sie in jedem beschnittenen 
Streifen (0, <) a, << Rs < a, (< o,) fastperiodisch ist, und sie heift 
fastperiodisch in [o,,0,) bzw. in (o,,¢,], wenn sie in jedem einseitig be- 
schnittenen Streifen (¢, <)a, << Rs < a, bzw. o, << Rs < a,(< a,) 
fastperiodisch ist. Uberhaupt werden eckige Klammern in diesem Sinne 
gebraucht; es gilt der Satz, daB jede in [¢,,0,] fastperiodische Funktion 
in [o,,¢,} beschrinkt und gleichmaBig stetig ist. 

Zu jeder in [o,,¢,] fastperiodischen Funktion /(s) gehért eine sogenannte 
Dirichletentwicklung 

i(s) ~~ DA,e*"" 


mit reellen Exponenten A, und komplexen Koeffizienten A, +0, welche 
ihrerseits die Funktion eindeutig bestimmt. Periodische Funktionen der 
Periode ip sind dadurch charakterisiert, daB ihre Exponenten ganz- 
zahlige Vielfache der Zahl 22/p sind. Wenn die Exponenten A, in einer 
abzihlbaren Menge von Zahlen 4, enthalten sind, ist es oft bequem, 
durch Hinzufiigung von Gliedern mit den Koeffizienten 0 die Dirichlet- 
entwicklung in der Form 


f(s) ~ EC,e%" 


8) Siehe fiir die Theorie dieser Funktionen H. Bohr {1}. Einfabrungen in die 
Theorie der fastperiodischen Funktionen findet man in A. 8. Besicovitch [1], 
H. Bohr [4] und J. Favard [1]. 


*) Der Gebrauch des Wortes Streifen sol] nicht ausschlieBen, daB a, = — oo 
oder «, = + oc, wo der Streifen eine Halbebene oder die ganze Ebene ist. Wenn 
a, = — ce baw. o, + 2c, sprechen wir von einer linken bzw. rechten Halbebene, 


schlieBen aber dabei den Fail oc, = — x, «, + occ nicht aus. 
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zu schreiben. Wo diese Bezeichnung benutzt wird, soll es jedesmal be- 
sonders erwahnt werden. 

Die Eigenschaft der Fastperiodizitaét ist gegeniiber einfachen Rechen- 
operationen wie Addition, Multiplikation und gleichmaSigem Grenziiber- 
gang invariant, und zwar spiegeln sich derartige Rechnungen in den ent- 
sprechenden formalen Rechnungen mit den Dirichletentwicklungen ab. 

Damit eine Funktion f(s) in [o,,¢,] fastperiodisch sei, ist notwendig 
und hinreichend, da8 sie Grenzfunktion einer in [o,,¢,] gleichmaBig kon- 
vergierenden Folge von Exponentialpolynomen p(s) = Sa,e"* mit reellen 


Exponenten 4, und komplexen Koeffizienten a, ist. Die Dirichletent- 
wicklung entsteht dann aus diesen Polynomen durch formalen Grenz- 
iibergang. Hieraus folgt imsbesondere, daB jede in einem Streifen 


6, < Rs <a, absolut konvergente Reihe der Form ¥ A,e'"* eine in 
n 


[o,,@,] fastperiodische Funktion /(s) mit dieser Dirichletentwicklung dar- 
stellt. 


Zu einer beliebigen in [¢,,0,] fastperiodischen Funktion 
f(s) ~ DA,e*™* 


gibt es immer eine Folge von Exponentialpolynomen 
N w 
f(s) = FAP *, 
n=1 

wobei jeder Exponent A\” einer der Exponenten A,, ist, welche gleich- 
maBig in [o,,¢,] gegen {(s) konvergiert. Eine derartige Folge von Ex- 
ponentialpolynomen 148t sich allein auf Grund der Dirichletentwicklung 
von f(s) mittels eines Summationsverfahrens angeben. 

Unter dem Modul M, einer fastperiodischen Funktion {(s) ~ Y A, e""" 


versteht man den kleinsten Zahlenmodul, welcher die Exponenten A, der 
Funktion enthalt, also die Gesamtheit aller Zahlen, welche auf mindestens 
eine Weise durch eine Linearkombination 
h, Ay, +...+ hy An, 

mit ganzzahligen Koeffizienten h,,...,, darstellbar sind. Periodische 
Funktionen der primitiven Periode ip sind dadurch charakterisiert, daB 
ihr Modul aus allen ganzzahligen Vielfachen der Zahl 22/p_besteht. 
Zwischen den Verschiebungszahlen und den Exponenten einer fastperiodischen 
Funktion bestehen einfache Zusammenhinge, wonach fiir zwei in [o,,¢,] 
bzw. [¢,,0@,] fastperiodische Funktionen f(s) und g(s) der Modul M, dann 
und nur dann im Modul M, enthalten ist, wenn es fiir zwei beschnittene 
Streifen a, << Rs < a, bzw. B, << Rs < B, zu jedem y > O eine > 0 
30* 
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derart gibt, daB jede zu f(s) in a, < Rs < a, gehdrige Verschiebungs- 
zahl r(¢) zugleich eine zu g(s) in 8, < Rs < #, gehdrige Verschiebungs- 
zahl x(n) ist®). 

Wenn /(s) ~ J A, e“"* in [o,, 0] fastperiodisch ist, und alle A, > 0 


sind, so konvergiert die Dirichletentwicklung fiir 4, < Rs < a, absolut 
und stellt daher die Funktion dar. Die Menge aller Punkte s, fiir 
welche die Reihe absolut konvergiert, bildet einen Streifen von einer der 
Formen (— © S) of < Rs < oF (Sl + we), (— wo <)ofT = Rs < a} 
(Ss + @), (— we Sot < Rs S oF (< + ew) oder (— wo <)oT HRs 
< of (< +o); im allen vier Fallen ist f(s) offenbar in [of, of] fast- 
periodisch; ferner ist bei endlichem of oder of die Stelle s = of bzw. 
$8 = of sicher eine singulare Stelle von {(s). 

Fiir die vorliegende Arbeit kommt nur derjenige Fall in Betracht, 
wo o, = — o ist, wo also der Streifen eine linke Halbebene ist. AuBer- 
dem ist fiir unsere Untersuchungen, die sich im wesentlichen nur mit 
dem Verhalten von /(s) in einer geniigend weit nach links abgeschnittenen 
linken Halbebene beschiaftigen, der Wert von o, meistens ohne Belang, 
weshalb wir zweckmaBig von einer Funktion sagen, daB sie in [— o,-] 
bzw. (— o,-] fastperiodisch ist, falls sie fiir ein geeignetes o, 
(— eo <o,< +o) in [— ow;o,] bzw. (— o,0,] fastperiodisch ist. 
Fiir eine in [— o,-| fastperiodische Funktion f(s) ~  A,e*"* bestehen 


die folgenden Méglichkeiten hinsichtlich ihres Verhaltens fiir Rs + — o. 

1. Wenn alle A, > 0 sind, strebt f(s) fir Rs—- — ow gleichmaBig 
einem Grenzwert zu, namlich dem konstanten Glied ihrer Dirichletent- 
wicklung (d. h. natiirlich der Zahl 0, wenn kein konstantes Glied vor- 
kommt, wenn also alle A, > 0 sind). In diesem Falle ist /(s) von selbst 
in (— o,-], nicht nur in [— o,-] fastperiodisch. Ein wesentlicher Unter- 
schied besteht zwischen den folgenden beiden Fallen: 

a) Wenn unter den positiven A, ein kleinstes vorkommt, wird der 
Grenzwert in einer hinreichend weit nach links abgeschnittenen linken 
Halbebene nicht angenommen. 

b) Wenn unter den positiven A, kein kleinstes vorkommt, wird der 
Grenzwert in jeder linken Halbebene angenommen. 

2. Wenn negative A, vorkommen und unter ihnen ein dem Betrage 
nach gréBtes, so strebt f(s) fir Rs — o gleichmaBig gegen unendlich. 





5) Vgl. hierzu H. Bohr [5], § 3, wo der entsprechende Satz fir fastperiodische 
Funktionen einer reellen Variablen bewiesen ist; aus diesem Satz la6t sich der 
obige unter Heranziehung bekannter Sétze der Theorie der analytischen fastperi- 
odischen Funktionen sehr leicht ableiten. 
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3. Sonst, d. h. falls entweder unter den negativen A, dem Betrage 
nach beliebig groBe vorkommen oder die negativen A, beschrinkt sind, 
ohne da8 unter ihnen eines von groéBtem Betrage vorkommt, gilt fiir 
das Verhalten von f(s) fiir Rs-— — o der Picardsche Satz, d.h. in 
jeder linken Halbebene nimmt die Funktion jeden endlichen Wert mit 
héchstens einer Ausnahme an, im Fall beschrankter negativer A, sogar 
ohne jede Ausnahme. 

Wir bemerken, da8 im Falle 1, wo /(s) in (— o,0,] fastperiodisch 
ist, die GréBe 

L(o) = obere Grenze | (s)| 


in — @ <o< a, monoton wichst. Hieraus folgt sofort, da8 eine Folge 
Np (p) 
von Exponentialpolynomen f, (s) = 2 A\? e*" * mit Exponenten A\” > 0, 
n=1 


welche gleichmaBig in [— o,o,] gegen /(s) konvergiert, sogar gleich- 
maBig in (— o,0,] gegen f(s) konvergiert. 

Der Umkebrsatz bezieht sich auf die Fille, wo /(s) fir Rs +> —o 
entweder gleichmaBig gegen einen endlichen Grenzwert strebt, ohne in 
einer hinreichend weit nach links abgeschnittenen linken Halbebene diesen 
Grenzwert anzunehmen, oder gleichmaBig gegen unendlich strebt. Das 
sind nach dem obigen die Fille la und 2. Durch einfache Transforma- 
tionen, die wir nicht auszufiihren brauchen, reduziert sich das Studium 
des Verhaltens von f(s) fiir Rs-» — oo in diesen Fallen auf den Normal- 
fall einer in (— o,-] fastperiodischen Funktion /(s), deren Exponenten 
> 1 sind und wo 1 mit dem zugehérigen Koeffizienten 1 der kleinste 
Exponent ist. Nach dieser Reduktion ist es bequem, die Exponenten 
mit 1+ A, statt mit A, zu bezeichnen und die Dirichletentwicklung in 
der Form 


f(s) we + DA," *4* =e (14+ DA, e’) (alle A, > 0) 
zu schreiben. Setzen wir f(s) = e*(1 + /*(s)), so strebt fiir Rs + — w 
die fastperiodische Funktion f/*(s) ~ ¥ A, e’"* gleichmaBig gegen das kon- 
stante Glied 0 ihrer Dirichletentwicklung*). Der Umkehrsatz besagt nun: 


Satz l. Es sei f(s) eine in (— o,:] fastperiodische Funktion mit 
einer Dirichletentwicklung der Form 


f(s) ~e (1+ DA,e™*) (alle A, > 0). 
Wie wir wissen, gibt es eine Halbebene Rs < co, in der f(s) +0; es set 
h(s) = log f(s) im dieser Halbebene derjenige stetige Zweig des Logarithmus 


6) Natirlich kénnte f(s) = e”, also die Dirichleteuvwicklung von /*(s) leer sein. 
Von der Erérterung derartiger trivialer Falle werden wir durchgehends absehen. 
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won f(s), fiir den h(s)—s fiir Rs + — cw gleichmaPig gegen 0 konvergiert. 
Dann wird vermége der Funktion w = h(s) = log {(s) ein gewisses Teilgebiet S 
der Halbebene Rs < a, welches seinerseits eine Halbebene Rs < o* enthalt, 
schlicht auf eine Halbebene Rw <0 abgebildet. Bezeichnet man die Umkehr- 
funktion von w = h(s) mit s = k(w) und setzt &t™ = g(w), so daB die 
inverse Abbildung durch s = k(w) = log g(w) dargestellt wird, wobei offenbar 
k(w) —w fir Rw— — ow gleichmafig gegen 0 konvergiert, so ist die 
Funktion g(w) in (— oc, -] fastperiodisch und thre Dirichletentwicklung ist 
von der Form 


g(w)~e" (1+ 2 B,,e"™") (alle M,, > 0). 


Wird ferner {(s) = e (1+ /*(s)) und g(w) = e”(1+g9*(w)) gesetzt, 
so sind die Moduln M, und M, der beiden fastperiodischen Funktionen 
{*(s)~ A, e“*" und g*(w)~ Z B,, e"™” identisch. 


Es ist klar, daB es in den Fallen 1b und 3 keinen Umkehrsatz 
von dieser Art geben kann. 


Dem Umkehrsatz schlieBt sich der folgende Stetigkeitssatz an: 


Satz 2. Es sei f,(s), f,(s),... eine Folge von fastperiodischen Funk- 
tionen der in Satz 1 betrachteten Art, welche fiir ein gemeinsames ao in 
(— o, 0] fastperiodisch sind; ferner sei die Folge in (— cw, a] gleichmapig 
konvergent; die Grenzfunktion f{(s) ist dann ebenfalls eine in (— co, a] fast- 
periodische Funktion der betrachteten Art. Die im Sinne von Satz 1 zu- 
gehérigen Funktionen seien g,(w), g,(w),... und g(w). Dann gibt es ein o 
derart, daB in (— cw, @] diese Funktionen alle fastperiodisch sind und daB 
ferner in (— @,@] die Folge g,(w), g,(w),... gleichmaBig gegen g(w) 
konvergiert. 

Fiir den Beweis des Umkehrsatzes ist es bequem, demselben zuniichst 
eine andere Form zu geben. Da die durch f(s) = e*(1 + /*(s)) definierte 
Funktion /*(s) fir Rs-—- — o gleichmaBig gegen das konstante Glied 0 
ihrer Dirichletentwicklung konvergiert, gibt es fiir ein gegebenes positives 
r< 1 eine Halbebene Rs < a, in der |/*(s)|< r. In dieser Halbebene 
ist sicher /(s) + 0, und der in Satz 1 betrachtete Zweig des Logarithmus 
von {(s) wird dort durch 


h(s) = log f(s) = s + log(1 + /*(s)) = 8 + p(s) 


gegeben, wo p(s) den Hauptwert des Logarithmus von 1 + /*(s) bedeutet, 
also 


e() = S(— yr Fer, 

















— 
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Wegen der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe ist die Funktion ¢(s) 
ebenfalls in (— oo, -] fastperiodisch, und ihre Dirichletentwicklung, welche 
durch formales Rechnen entsteht, ist offenbar von der Form 


p(s) ~ EZ Anetnt (alle A;, > 0); 


ferner ist der Modul M, im Modul Mp enthalten. Da umgekehrt 1 + /*(s) 
=e, also 


fr(y= Seer 

n=1 
wo die Reihe in der Halbebene Rs < « gleichmaBig konvergiert, ist aber 
auch der Modul M, im Modul M, enthalten. Die beiden Moduln M,. 
und M, sind also identisch. Ist umgekehrt (s) eine in (— o, -] fast- 


periodische Funktion mit einer Dirichletentwicklung der Form 
p(s) ~ J Aen’, (alle A), > 0), 
so zeigen entsprechende Schliisse, “aad die Funktion f(s) = ee? in 
(— oc, -] fastperiodisch ist mit einer Dirichietentwicklung der Form 
f(s)~we (1+ 2A, e“n*) (alle A, > 0). 


In entsprechender Weise ergibt sich, daB die im Umkehrsatz auf- 
tretende Funktion g(w) = e*™ dann und nur dann in (— o,-] fast- 
periodisch ist mit einer Dirichletentwicklung der angegebenen Form, wenn 
k(w) = w+ p(w) ist, wo y(w) in (— o, -] fastperiodisch ist mit einer 
Dirichletentwicklung der Form 

p(w) ~ > Bem” (alle M;, > 0), 


und da8 dann die Moduln M,. und M,, identisch sind. Der Umkehrsatz 
ist deshalb mit dem folgenden Satz gleichwertig: 

Satz 3. Es sei p(s) eine in (— c,-] fastperiodische Funktion mit 
einer Dirichletentwicklung der Form 

y (s)~ = A, e'"* (alle A, > 0). 
Dann gibt es ein Gebiet S, welches eine Halbebene Rs < o* enthilt und 
welches vermége der Funktion 
3 w = h(s) = 8 + g(s) 

schlicht auf eine Halbebene Rw < o abgebildet wird. Bezeichnet man die 
Umkehrfunktion von w = h(s) mit s = k(w) und setzt k(w) — w = p(w), 
so daB die inverse Abbildung durch. 


s = k(w) = w+ y(w) 
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dargestellt wird, so ist die Funktion p(w) in (— o,-] fastperiodisch und 
thre Dirichletentwicklung ist von der Form 


y(w) ~ 5 B,, em” (alle M,, > 0). 


Ferner sind die Moduln M, und M,, der beiden fastperiodischen Funk- 
tionen p(s) und w(w) identisch. 

Ebenso leicht ergibt sich die Gleichwertigkeit des Stetigkeitssatzes 
mit dem folgenden Satz: 


Satz 4. Es sei ~,(s), p,(s),... eine Folge von fastperiodischen Funk- 
tionen der in Satz 3 betrachteten Art, welche fiir ein gemeinsames a in 
(— o, «| fastperiodisch sind; ferner sei die Folge in (— o, o] gleichmapig 
konvergent; die Grenzfunktion ~(s) ist dann ebenfalls eine in (— oe, a] 
fastperiodische Funktion der betrachteten Art. Die im Sinne von Satz 3 
zugehdrigen Funktionen seien y,(w), y,(w),... und wy(w). Dann gibt es 
ein @ derart, daB in (— @, 0] diese Funktionen alle fastperiodisch sind und 
dap ferner in (— @,0] die Folge y,(w), y,(w),... gleichmafig gegen 
y(w) konvergiert. 


§ 2. 
Neuer Beweis des Umkehrsatzes und Beweis des Stetigkeitssatzes. 


Der Umkehrsatz wurde urspriinglich in Analogie zu einem ent- 
sprechenden einfacheren Satz iiber fastperiodische Funktionen einer reellen 
Variablen’) durch eine Methode der sukzessiven Approximation bewiesen. 
Fiir den genannten einfacheren Satz haben wir spiter in einer gemein- 
samen Arbeit*) einen kiirzeren Beweis mitgeteilt, welcher auf einer geo- 
metrischen Betrachtung beruht. Diesen Beweis werden wir jetzt auf den 
vorliegenden Fall der analytischen fastperiodischen Funktionen iibertragen. 
Um den Gedankengang des Beweises méglichst deutlich hervortreten zu 
lassen, beweisen wir zunichst einen Hilfssatz, welcher vom Begriff der 
Fastperiodizitét unabhangig ist, aus dem sich aber nachher sowohl der 
Umkehrsatz als auch der Stetigkeitssatz fast unmittelbar ableiten lassen . 

Hilfssatz. Es sei p(s) eine in einer Halbebene Rs < a beschriinkte 
analytische Funktion, etwa | p(s)|< k. Dann ist bei der Abbildung 


w=s-+ (8) 


jeder Punkt w, der Halbebene Rw << « — k Bildpunkt genau eines Punktes s, 
ier Halbebene Rs <a, und dasjenige Teilgebiet S von Rs < a, welches 
auf Rw<a—k abgebildet wird, enthilt die Halbebene Rs <a — 2k. 


7) H. Bohr [2)}. 
*) H. Bohr und B. Jessen [1]. 
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Die inverse Funktion von w = s+ p(s), welche also die Halbebene 
Rw <a—k schlicht auf das Gebiet S abbildet, sei in der Form 





s= w+ y(w) 
geschrieben, so daB in je zwei zu engehérigen Punkten s und w die 
Relation p(w) = s—- w = — (8) besteht, also insbesondere | w(w)| < k 


in Rw <a—k gilt. 

Es sei ferner y*(s) eine weitere in Rs < « analytische Funktion, fiir 
welche ebenfalls | p*(s)|<k in Rs <a, und w* (w) diejenige in Rw <a —k 
analytische Funktion, welche in demselben Sinne zu *(s) gehdrt wie p(w) 
zu p(s); das zugehdrige Teilgebiet der Halbebene Rs < « sei S*. 

Gilt dann in Rs <a die Ungleichung 


| o*(s)— p(s)| Se, 
so gilt sicher in der ganzen Halbebene Rw <a — 3k die Ungleichung 


| p* (w) — p(w)| < 2e. 


Zum Beweis, daB bei der Abbildung w = s + (s) jedes w, der Halb- 
ebene Rw < «—k Bildpunkt genau eines Punktes s, der Halbebene 
Rs<— a ist, verwenden wir den 
Rouchéschen Satz (siehe Fig. 1). “#7 
Wegen |y(s)|<k ist zunichst 
klar, daB jedes eventuelle s, der 
Halbebene R s < « mit w, als Bild- 
punkt dem Kreise | s — w,|< k an 
gehéren mu8, welcher (inklusive 
Rand) in der Halbebene Rs < « 
enthalten ist. Auf dem Rande 
dieses Kreises geniigen nun die 
beiden Funktionen A(s) = s— w, 
und g(s) der Bedingung | (s)| < |A(s)| = k, woraus folgt, daB 
h(s) + p(s) = s + p(s) — w, im Innern des Kreises dieselbe Anzahl von 
Nullstellen besitzt wie A(s), d. h. genau eine. 

Da fiir jedes s, der Halbebene Rs << a—2k das zugehérige 
w, = s,+ (s,) der Halbebene Rw < «—k angehéren muB, ist klar, 
daB dasjenige Teilgebiet S von Rs < a, welches auf Rw << «—k ab- 
gebildet wird, die Halbebene Rs << «— 2k enthilt, womit der erste Teil 
des Hilfssatzes dargetan ist. 


iP 





8] 











Fig. 1. 


Um den zweiten Teil des Hilfssatzes zu beweisen, bemerken wir zu- 
nichst, daB wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit « << k annehmen 
kénnen, da fiir e>k die Aussage trivial ist. Es seien w, ein beliebig 
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gewahiter fester Punkt der Halbebene Rw < «—3k und s, = w, + w(w,) 
bzw. s; = w,-+ y* (w,) die entsprechenden Punkte in S bzw. S* (siehe Fig. 2); 
diese gehéren beide der Halbebene 
——. w-fhene Rs < «a—2k an, so daB insbeson- 
s dere nicht nur s,, sondern auch 8% 
in S gelegen ist. Die Behauptung be- 
. sagt, daB |s} — s,| <= 2e ist. Wir 
am ak & betrachten den Bildpunkt 
\ w, = 8 + p(s) 
von 8; bei der Abbildung 
w=s+ 9(s) 
Fig. 2. von S auf Rw < «—k; aus 


% 
&+ 
& 
> 
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a ol 


Ww, = 8 + p*(ss) und w, = s}+ —(s>) 
folgt 
| w, — | = | p(s) — y*(ss)| S & 

Nun sind aber die uns interessierenden Punkte s, und s} die Bildpunkte 
von w, bzw. w, bei der zu w = s + p(s) inversen Abbildung s=w-+ p(w). 
In der ganzen Halbebene Rw < a — 2k, zu welcher nicht nur w,, sondern 
wegen |w,—w,| = ¢<k auch w, gehdrt, ist aber nach dem Cauchy- 
schen Satz 

| ye) 





don 
also 
io vin) <2. 


Somit ergibt sich unmittelbar 


\85 — &|S2|v,—w,|S2¢, 
womit der Hilfssatz bewiesen ist. 

Auf Grund dieses Hilfssatzes verliuft nun der Beweis des Umkehr- 
satzes in der zweiten Fassung folgendermaBen. Da die Funktion »(s) 
fiir Rs — o@ gleichmaBig gegen das konstante Glied 0 ihrer Dirichlet- 
entwicklung konvergiert, kénnen wir « so wiblen, daB g(s) in Rs <a 
beschrinkt, etwa | y(s)| << k, und in (— o,«) fastperiodisch ist. Dann 
ergibt sich aus dem Hilfssatz sofort die Existenz eines Teilgebietes S der 
Halbebene Rs < a, welches die Halbebene Rs << «—2k enthalt und 
vermége der Abbildung w = s + p(s) schlicht auf die Halbebene Rw < «—k 
abgebildet wird. Aus y(w) = s — w = — p(s) folgt sofort, daB p(w) fir 
Rw—+ — ow gleichmaBig gegen 0 strebt. Der Satz ist daher in vollem 
Umfang bewiesen, wenn wir zeigen, daB w(w) in (— o, « — 3k) fastperi- 
odisch ist und da8 M, = M,, ist. 
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Es sei 4 eine gegebene positive Zahl und « = 6/2. Wir werden 
zeigen, daB jede Verschiebungszahl tr = t(e) der Funktion p(s) in der 
Halbebene Rs <a zugleich eine Verschiebungszahl tr = 1(d) von p(w) 
in der Halbebene Rw < «— 3k ist; hiermit wird nicht nur die Fast- 
periodizitat von w(w) in (— oo, a — 3k) bewiesen sein, sondern zugleich, 
daB M, in M, enthalten ist. 
Fiir ein beliebiges tr = t(e) von p(s) in Rs < «@ setzen wir 

g* (s) = p(s +r). 

Dann gelten in der Halbebene Rs< a die beiden Ungleichungen 
* 

ee le*() — 9@ISe. 


Nach dem Hilfssatz gilt also, wenn s = w+ y*(w) die inverse Funktion 
von w = s+ g*(s) bedeutet, in der Halbebene Rw << «—3k die Un- 


gleichung ly*(w) — p(w)| 20 = 6. 
Diese Ungleichung ist aber gerade die gewiinschte Ungleichung 
ly(w+it)— y(w)|S9; 
denn die Umkehrung von w = s+ g*(s) = s+ (s+ ir), d. bh. von 
w+it=s+ir+p(s+ir) ist ja s+it = w+it+ p(w+ir), 
d.h. s = w+ y(w+éir), so daB in der Tat y*(w) = y(w+ ir) ist. 
Aus Symmetriegriinden folgt aber unmittelbar, da wir nunmehr 
von w(w) statt von g(s) ausgehen kénnen, daB M, auch in M,, enthalten 
ist, womit der Beweis vollendet ist. 
Der Stetigkeitssatz in der zweiten Fassung ist eine unmittelbare 
Folgerung des zweiten Teils des Hilfssatzes. 


§ 3. 
Verschirfung des Umkehrsatzes beziiglich der Exponenten 
der Umkehrfunktion. 

Unsere weiteren Untersuchungen beziehen sich auf den niheren 
Zusammenhang zwischen den beiden im Umkehrsatz auftretenden Dirichlet- 
entwicklungen, d.h. den Dirichletentwicklungen von f(s) und g(w) bzw. 
von p(s) und w(w), je nachdem wir die erste oder zweite Formulierung 
des Umkehrsatzes zugrunde legen. 

Wir betrachten zunichst den Umkehrsatz in der ersten Formulierung, 


wo es sich um den Zusammenhang zwischen den Dirichletentwicklungen 
der beiden Funktionen 


f(s) = e(1+ f*(s)) ~er (1+ 5 A,e"*’) 


und 


g(w) = e(1 + 9*(w)) ~ev(1+ 5 Be") 
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handelt. Fiir den Spezialfall, wo die Dirichletentwicklung von /(s) in 
einer Halbebene Rs < o, absolut konvergiert, und also in dieser Hulbebene 


f(s) = #(1+ DA,e**") 


ist, hat Hermann Schmidt durch explizite Rechnungen die Dirichlet- 
entwicklung von g(w) bestimmt*). Seine Untersuchung, welche von der 
Theorie der fastperiodischen Funktionen unabhingig ist, da er die Funk- 
tion {(s) durch die Reihe gegeben denkt, liefert fiir diesen Fall zugleich 
einen direkten Beweis des Umkehrsatzes; fiir die Funktion g(w) ergibt 
sich eine ebenfalls in einer Halbebene Rw < oe, absolut konvergente 


Darstellung der Form 

gi) = er(1+ FB, ,. ue mo Sy, 
Wo 7,,..., %, alle méglichen Kombinationen von endlich vielen, wachsend 
geordneten Indizes und fiir jede derartige Kombination die Koeffizienten 
| ree kp, unabhingig voneinander alle positiven ganzen Zahlen durch- 
laufen **). 

Bei den folgenden Untersuchungen betrachten wir beliebige Dirichlet- 
entwicklungen. Im Spezialfall, wo die Dirichletentwicklung von f(s) absolut 
konvergiert, ergibt sich aus unseren Untersuchungen die Form der von 
Hermann Schmidt gefundenen Dirichletentwicklung von g(w) sowie auch 
deren absolute Konvergenz, dagegen ergeben sich natiirlich nicht die 
expliziten Ausdriicke fiir die Koeffizienten ee . Diese sind ja im 


allgemeinen nicht selbst die Koeffizienten der Dirichletentwicklung von 
g(w), indem diese Entwicklung erst durch Zusammenziehen von Gliedern 
mit denselben Exponenten entstebt. 

Die im Umkehrsatz enthaltene Aussage, da8 die Moduln Mp und 
M, identisch sind, bedeutet, daB jedes M,, in der Form h,A,, + ..- 
+h,A,, mit ganzzahligen h,,...,4,, und umgekehrt jedes A, in der 
Form k,My, + .--+ k,Mm, mit ganzzahligen k,,...,k, darstellbar ist, 
im allgemeinen natiirlich auf viele Weisen. Da nun die Exponenten A, 
und M,, alle positiv sind, so liegt es nahe, zu fragen, ob dies dadurch 
zum Ausdruck kommt, da8 die genannten Darstellungen der Exponenten 
M,, bzw. A, stets mit Hilfe positiver h,,...,h, bzw. k,,...,k, méglich 
sind. Im Spezialfall absoluter Konvergenz ist dies nach dem Schmidtschen 
Ergebnis sicher der Fall. Wir werden zeigen, daB es immer der Fall ist. 








*) Hermann Schmiat [1]. Es wird dort die konventionelle Annahme gemacht, 
daB die Exponenten 4, keine Haufungsstellen im Endlichen haben sollen. Diese 
Annahme wird aber nicht benutzt. 

1”) Die von Hermann Schmidt aufgeschriebene Reihe ist nicht die oben 
genannte, sondern die Darstellung von k(w) = log g(w). Der Ubergang zu der 
Darstellung von g(w) liegt natirlich auf der Hand. 
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Um diesen Sachverhalt kurz formulieren zu kénnen, ist es bequem, 
neben dem fiir jede fastperiodische Funktion /(s) ~ J A, e’"’ eingefiihrten 


Begriff des Moduls M, von f(s) fiir Funktionen f(s) ~ 5 A,e*** mit 


lauter positiven Exponenten A, den Begriff des Halbmoduls M, einzu- 
fiihren. Wir verstehen unter einem Halbmodul eine Menge von positiven 
Zahlen, welche mit zwei (gleichen oder verschiedenen) Zahlen a und b immer 
die Summe a +- 6 enthdlt. Der kleinste Halbmodul, welcher die Exponenten 
A,, der Funktion f(s) enthilt, also die Gesamtheit aller Zahlen, welche 
auf mindestens eine Weise durch eine Linearkombination h, A,, +... 
+h,A,, mit positiven ganzzabligen Koeffizienten h,,..., 4, darstellbar 
sind, nennen wir dann den Halbmodul M, der Funktion {(s). Es ist 
klar, daB zwei fastperiodische Funktionen mit positiven Exponenten und 
demselben Halbmodul auch denselben Modul haben; dagegen trifft die 
Umkehrung nicht zu. Der Unterschied zwischen den beiden Begriffen 
tritt besonders deutlich bei solchen Funktionen f(s) hervor, deren Ex- 
ponenten keine Haufungsstellen im Endlichen besitzen, also fiir Funktionen, 
deren Dirichletentwicklung eine gewdhnliche Dirichletsche Reihe vom 


allgemeinen Typus mit povitiven Exponenten, d. h. vom Typus zr ae", 


n=1 
0< 4, <A, <...,4, > o, ist; fiir eine derartige Funktion besitzt 
‘M, offenbar ebenfalls keine Haufungsstellen im Endlichen, wihrend M, 
im allgemeinen (namlich sobald f(s) nicht reinperiodisch ist) tiberall dicht 
auf der ganzen Zahlenachse liegt. Ein wichtiges Beispiel eines Halbmoduls 
ist die Menge der Zahlen log (n+ 1), wo n die positiven ganzen Zahlen 
durchlaiuft; die fastperiodischen Funktionen mit positiven Exponenten, 
deren Halbmodul in diesem Halbmodul enthalten ist, sind genau diejenigen 
Funktionen, welche in einer linken Halbebene durch eine gewéhnliche 
Dirichletsche Reihe vom speziellen Typus ohne konstantes Glied, d. h. 


vom Typus 5 a,(n + 1)* darstellbar sind. 
n=1 


Die genannte Erganzung zum Umkehrsatz besagt also: 

Satz 5. Mit den Bezeichnungen von Satz 1 sind nicht nur die 
Moduln Mp und My, sondern sogar die Halbmoduln Mp und My der 
beiden Funktionen {*(s) und g*(w) tdentisch. 

Dieser Satz ist véllig gleichwertig mit einem Satz, der sich in ana- 
loger Weise an die andere Formulierung des Umkehrsatzes anschlieBt. 
Ein Blick auf die Transformationen, die uns von der ersten zur zweiten 
Formulierung des Umkehrsatzes gefiihrt haben, zeigt, daB mit den dort 
benutzten Bezeichnungen nicht nur die Moduln M,; und M,, sondern 
auch die Halbmoduln My und M, identisch sind. Ebenfalls sind auch 











474 H. Bohr und B. Jessen. 


die Halbmoduln M,. und M,, identisch. Die zu beweisende Erganzung 
zum Umkehrsatz la6t sich also auch so formulieren: 

Satz 6. Mit den Bezeichnungen von Satz 3 sind nicht nur die Moduln 
M, und M,,, sondern sogar die Halbmoduln M, und My, der beiden 
Funktionen p(s) und p(w) identisch. 

Nach den: obigen Bemerkungen ist in diesen Siatzen insbesondere 
enthalten, daB die Dirichletentwicklungen der Funktionen /* (s) und g* (w) 
bzw. p(s) und p(w) gleichzeitig gewéhnliche Dirichletsche Reihen vom 
allgemeinen Typus mit positiven Exponenten sind, sowie das Ergebnis 
speziellerer Art, daB die Funktionen /*(s) und g*(w) bzw. o(s) und p(w) 
gleichzeitig in linken Halbebenen durch gewdhnliche Dirichletsche Reihen 
vom speziellen Typus ohne konstantes Glied darstellbar sind. 

Wir beweisen die Erginzung zum Umkehrsatz in der letzten Formu- 
lierung. Da die Mengen M, und M,, keine Moduln sind, besteht keine 
Méglichkeit, die Identitét von M, und M, etwa durch eine verfeinerte 
Untersuchung der Verschiebungseigenschaften der beiden Funktionen ¢(s) 
und y(w) im Anschlu8 an den obigen Beweis nachzuweisen, sondern wir 
sind darauf angewiesen, die Dirichletentwicklungen 


y(s)~ DA,e*"* und y(w) ~ F Bae” 


der beiden Funktionen direkt zu studieren. Bei diesem Studium werden 
wir iibrigens keinen AnlaB® haben, die Identitét der Moduln M, und M, 
heranzuziehen, und unser Beweis liefert daher zugleich eine neue Begriin- 
dung dieser Tatsache. 

Beweis. Aus Symmetriegriinden geniigt es natiirlich zu beweisen, 
daB8 der Halbmodul M,, im Halbmodul, M, enthalten ist, d.h. daB jedes 
M,, in der Form M,, = h, A,, +...+ hy Ay, mit positiven ganzzabligen 
Koeffizienten h,, ..., 4, darstellbar ist. 

Wir ziehen den Stetigkeitssatz heran, um zu zeigen, da8 wir uns 
beim Beweis ohne Beschrankung der Allgemeinheit auf den Fall be- 
schrinken kénnen, wo die gegebene Funktion p(s) ein Exponentialpolynom 


N 

y(s) = YA, e'"* ist. Fir ein beliebiges p(s) ~ YA, e'"* gibt es ja, falls 
a= 1 n 

p(s) in (— o, o] fastperiodisch ist, eine Folge von Exponentialpolynomen 


NX (p) 
g,(s) = 5 AP en * welche gleichmaBig in (— o,o] gegen (s). kon- 
n=1 


vergiert, und derart, daB jeder auftretende Exponent A® einer der 
Exponenten A, ist. Die im Sinne von Satz 3 zu g,(s) gehdrige Funktion 
sei y,(w). Nach dem Stetigkeitssatz gibt es ein gw derart, da8 in 
(— @, 0] die Funktionen y,(w) alle fastperiodisch sind und da ferner 
in (— @, 0] die Folge der Funktionen y,(w) gleichmaBig gegen p(w) 
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konvergiert. Gilt nun der zu beweisende Satz fiir den Spezialfall, wo 
p(s) ein Exponentialpolynom ist, so folgt, daB die Exponenten jeder 
Funktion y, (w) dem Halbmodul M,,, also um so mehr dem Halbmodul M, 
angehéren, und hieraus ergibt sich dann weiter, daS auch jeder Exponent 


der Grenzfunktion p(w) zu M, gehdrt. 


N 
Es sei also jetzt p(s) = ¥ A,e’** ein Exponentialpolynom und 


n=1 


y(w) ~ J B,,e“™” die entsprechende Funktion. Der Halbmodul M,, 


dessen Zahlen wir mit 4, bezeichnen, hat offenbar eine positive wntere 
Grenze, nimlich die Zahl = Min {A,, ..., Ay}, welche iibrigens selbst zu 
M, gebért. Nach Hinzufiigung von Gliedern mit Koeffizienten 0 laBt 
sich p(s) in der Form 


9 (8) =2 C,,e*n* 


schreiben, wobei natiirlich die Reibe nur formal unendlich ist. In ana- 
loger Weise kénnen wir nach Hinzufiigung von Gliedern mit Koeffizienten 0 
die Dirichletentwicklung von w(w) in der Form 


y(w) ~ J D,, e™” 


schreiben, wo H,, den Halbmodul M,, durchliuft. Zu beweisen ist dann, 
daB jedes H,, ein A, ist. Dies kénnten wir unmittelbar aus dem oben 
erwahnten Resultat von Hermanr Schmidt ablesen, ziehen aber vor, einen 
Beweis auf Grund der formalen Rechenregeln fiir die Dirichletentwicklungen 
zu geben. 

Nach Satz 3 ist vermége w = s+ q(s) oder s = w+ p(w) ein 
Gebiet S, welches eine Halbebene Rs < o* enthiilt, schlicht auf eine 
Halbebene Rw < o abgebildet. In der Gleichung 


w= 8+ (s) 
setzen wir fiir s den Ausdruck s = w+ yw(w) ein und erhalten 
w= w+ p(w) + o(w+ p(w), 
also 
y(w) = — p(w+ p(w)). 
Wegen o(s) = Y C,e’"*, wo die Reihe nur formal unendlich ist, last 


sich die rechte Seite durch Einsetzen sofort ermitteln und wir erhalten 
die Gleichung 
yp (w) ee x C,,e*""” ein Yu) 
n 
oder 
—y A,, °° 4 
y(w) = — ‘ Ce" 41 + T yp (w) + T} y (wy? + =? 


— 
n 
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Diese Gleichung gilt in der Halbebene Rw < 0, und in jedem Glied auf 
der rechten Seite konvergiert die Reihe gleichmaBig in (— o, ge]. Die 
Dirichletentwicklung der rechten Seite entsteht also durch Einfiihrung 
der Entwicklung von w(w) und formales Rechnen; also gilt formal die 
Gleichung 


> Dne™™ = ~ Soe" (14 2 SDyetm"+3*( Y'Daet) +...}: 


Da die Exponenten H,, einen Halbmodul bilden, entstehen offenbar bei 
der formalen Auswertung der rechten Seite nur Glieder mit Exponenten 4, 
und 4,+H,. Jedes H,,, fiir welches der zugehérige Koeffizient D,, + 0 
ist, muB also von dieser Form sein; jedes beliebige H,, ist aber eine 
Linearkombination dieser H,, mit positiven ganzzahligen Koeffizienten; 
somit ergibt sich, da auch die 4, einen Halbmodul bilden, daB jedes H,, 
entweder ein A, oder ein 4, +H, ist. Um jetzt zu beweisen, dab 
jedes H,, ein A,, ist, verfahren wir indirekt. Gabe es ein H,,, welches 
kein A, ist, so ware dieses H,, jedenfalls ein 4,-+H,. Das hierbei 
auftretende H, kénnte ebenso kein 4, sein, da dann die Summe 4, + H, 
auch ein A, ware. Andererseits sind alle 4, > [>0, also H, < H,, — I. 
Durch Wiederholung dieser SchluBweise gelangen wir nach endlich vielen 
Schritten zu einem Widerspruch, da alle H,, > 0 sind. Hiermit ist der 
Satz bewiesen"’). 


§ 4. 


Die Bestimmung der Dirichletentwicklung der Umkehrfunktion, 
insbesondere fiir den Fall einer Exponentenmenge 
ohne Hiufungsstellen im Endlichen. 


Wir wenden uns jetzt der Frage zu, wie man bei der ersten oder 
zweiten Formulierung des Umkebrsatzes, wenn die Dirichletentwicklung 
der Funktion f(s) oder p(s) gegeben ist, die der Funktion g(w) oder p(w) 
bestimmen soll. Auf Grund des expliziten Charakters der Transforma- 
tionen, die uns von der ersten zur zweiten Formulierung des Umkehr- 





") Im Zusammenhang mit diesem Beweis ist es natiirlich zu fragen, ob es 
ein allgemeiner Satz tiber Halbmoduln ist, daB der Halbmodul H,, H,,... im 
Halbmodul 4» 4, --. enthalten ist, wenn jedes H., entweder ein A, oder ein 
4, +H, ist. Der obige Beweis zeigt, daB dies der Fall ist, sobald die untere 
Grenze der A, positiv ist. Da® der Satz nicht allgemein giiltig ist, zeigt der Fall, 
wo A, die Gesamtheit der positiven rationalen Zahlen r durchliuft und H,, die 
Gesamtheit der Zahlen « + )2¢, wo s und ¢ unabh&ngig voneinander die positiven 
rationalen Zahlen durchlaufen. Jedes H,, ist in diesem Fall von der Form 4, +H . 


{[namlich s+ ¥2t =r +(s—r)+ y2¢, wo r < 8], aber kein H» ist ein An. 
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satzes gefiihrt haben, geniigt es, wenn wir die gestellte Frage fiir die 
zweite Formulierung des Umkehrsatzes betrachten. 

Bei dieser Untersuchung ist es bequem, von einem beliebigen, aber 
festen abzihlbaren Halbmodul auszugehen, dessen Zablen wir mit 4,, A,,... 
bezeichnen. Gehéren die Exponenten der Funktion g(s) zu diesem 
Halbmodul, so gilt dasselbe fiir die Exponenten von p(w), so daB wir 
nach Hinzufiigung von Gliedern mit den Koeffizienten 0 die beiden 
Dirichletentwicklungen in der Form 

p(s)~ 5 C,e"* und y(w) ~ J D,,e4™” 


schreiben kénnen. Unsere Aufgabe ist dann, aus der ersten dieser Ent- 
wicklungen die zweite zu bestimmen. 

Auf Grund des Stetigkeitssatzes laBt sich diese Aufgabe sofort auf 
den Spezialfall zuriickfiihren, daB (s) ein Ezponentialpolynom, also 
p(s) = £ C,e*"* ist, wo die Summe nur formal unendlich ist. Fir 
ein beliebiges g(s) ~ J C,e*"* gibt es ja, falls g(s) in (— o, a] 
fastperiodisch ist, eine Folge von Exponentialpolynomen g,(s) mit 
Exponenten aus dem betrachteten Halbmodul, welche gleichmaBig in 
(— @,o] gegen g/(s) konvergiert, und zwar laBt sich eine derartige 
Folge allein auf Grund der Dirichletentwicklung von g(s) mittels 
eines Summationsverfahrens angeben. Wir kénnen diese Exponential- 
polynome in der Form g,(s) = 5 CW e*"* schreiben, wobei dann 
fiir jedes p nur endlich viele CY "yon 0 verschieden sind. Ist nun 
y,(w) ~ & Di?’ e*m” die im Sinne von Satz 3 zu gy, (s) gehérige Funktion, 


m 
so gibt es nach dem Stetigkeitssatz ein o derart, daB in (— o, 9] die 
Funktionen y,(w) alle fastperiodisch sind, und da8 ferner in (— o, @] 
die Folge der Funktionen y,(w) gleichmaBig gegen y(w) konvergiert. 
Hieraus folgt aber DY — D,, fiir p - oo und jedes m, wodurch die 
Koeffizienten D,, bestimmt sind. 

Es sei also jetzt p(s) = 5 C,e* ein Exponentialpolynom. In 
diesem Falle kénnen wir bei der Bestimmung der Dirichletentwicklung 
von y(w) ~ J D,,e*™™ ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, 
daB der betrachtete Halbmodul keine Haufungsstellen im Endlichen besitzt, 
indem wir sonst zu einem geeigneten kleineren Halbmodul iibergehen. 
Nun haben wir im vorigen Paragraphen fiir den Fall, daB g(s) ein 


Exponentialpolynom ist, eine formale Gleichung hergeleitet, welche mit 
den jetzigen Bezeichnungen die Form 


2/Dac’n” - — D'Oro {1+ TD Dat*" + $i(5 Dac") +... 
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annimmt. Da die Exponenten 4, keine Hiaufungsstellen im Endlichen 
besitzen, entsteht bei der formalen Auswertung der rechten Seite nur 
eine endliche Anzahl von Gliedern mit einem vorgegebenen Exponeuten A,, 
und wenn wir uns die 4, wachsend geordnet denken, hingt ferner der 
Koeffizient des Gliedes e*™” nur von C,,...,C,, und D,,...,D,—, ab 
und ist ein Polynom in diesen Variablen. Bezeichnen wir diesen bei der 
formalen Auswertung der rechten Seite entstehenden Koeffizienten mit 
P,,(C,, -+-; Cm; D,, ---s Du—1), 80 lautet also die formale Gleichung 


E Dad O* = FJ Pa (Oy, «- +> Gai Dy, .- » Dans oP”. 
Die damit gleichbedeutendeu Formeln 
Du = Po (Cry «+1 Cen; Dy «+ «> Den—1) 


liefern offenbar bei vorgegebenen C, eine rekursive Berechnung der Koeffi- 
zienten D.,,. 

Hiermit ist die am Anfang dieses Paragraphen gestellte Aufgabe im 
Prinzip gelést. Auf die Angabe der expliziten Formeln zur Bestimmung 
der Koeffizienten D,, bei vorgegebenen 4, und C, kénnen wir verzichten. 
Wenn der vorgegebene Halbmodul Hiufungsstellen im Endlichen besitzt, 
werden diese Formeln durch den be‘ der Betrachtung der approximierenden 
Exponentialpolynome herangezogenen Ubergang zu kleineren Halbmoduln 
kompliziert. Nur falls der vorgegebene Halbmodul keine Hiufungsstellen 
im Endlichen besitzt, erhalten wir ein einfaches Resultat. Wenn die A, 
wachsend geordnet sind, gilt nimlich fiir jedes m und jedes p die 
Gleichung 

D® = P,(C”,..., 0%; Di”, ..., De@_,). 


Ferner gilt fiir jedes » bzw. m, daB C’”’+C, bzw. D® + D,, fir 
p> oo. Somit gelten wiederum die Formeln 


De = Po(Cy: ---1 Cui Dy +» > Dn—1); 


was damit gleichbedeutend ist, dab die oben fiir ein Exponentialpolynom 
gefundene formale Gleichung 


Dd Dne’®” = — 3 Cyne" 1+ DD em +42( S'D, en) +-.| 


auch in dem jetzt vorliegenden Fall richtig ist. Wir kénnen somit den 
folgenden Satz formulieren: 


Satz 7. Es seien A,, A,,... die wachsend geordneten Elemente eines 
Halbmoduls ohne Héujungsstellen im Endlichen und o(s) ~~ ¥ C,e*"* eine 


analytische fastperiodische Funktion. Dann lassen sich die Koeffizienten 
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der im Sinne von Satz 3 zu p(s) gehdrigen analytischen fastperiodischen 
Funktion p(w) ~ J D,,e*™” auf Grund der formalen Gleichung 


dPae’n” _ d)Cnen* {1 +7 2Dac" + =( dda") +--4 
rekursiv berechnen, indem man sukzessive die zu den Exponenten A,, A,,... 
gehérigen Koeffizienten vergleicht. 

Die erhaltenen Formeln haben die Gestalt 

Da, PW as oe Ges Day. «op Dad, 
wobei P,, (C,, ..-; Om; D,,.--, Dm—1) ein Polynom in C,, ..., Cm; Dy, ...» Dn—i 
mit lauter negativen Koeffizienten ist. Das Polynom P,,(C,,..., Om; 
D,, ..-» Dm—1) ist linear in C,,...,C,, und der Koeffizient von C,, ist 
gleich —1. Fiir m = 1 laulet die Formel 
D, = —C,. 

Fiir m > 1 ist die Gestalt des Polynoms P,,(C,, ..., Cm; D,, ..-,; Da—1) 
von dem arithmetischen Charakter der Zahlen A,,..., Am abhingig. 

Dieser Satz legt die Frage nahe, ob die formale Gleichung 


2 Puen" = — 2) Cae" {1 +77 Dace" + F(d Dac”) +--| 


allgemein giiltig ist. Hierzu bemerken wir, daB die Gleichungen w = s + ¢(s) 
und s = w+ w(w) zwar allgemein 
w= w+ p(w) + p(w p(w), 
also 
¥ (w) = — o(w + y(w)) 

liefern. Aus dieser Gleichung entsteht die formale Gleichung, indem man 
fiir die Funktionen ihre Dirichletentwicklungen einfiihrt. Die allgemeinen 
Sitze, wonach einfache Rechnungen mit analytischen fastperiodischen 
Funktionen sich in entsprechenden formalen Rechnungen mit den Dirichlet- 
entwicklungen wiederspiegeln, umfassen aber nicht die Bildung von 
Funktionenfunktionen. In dem hier vorliegenden Fall ist die formale 


Gleichung im allgemeinen nicht nur nicht giiltig, sondern hat sogar keinen 
unmittelbaren Sinn. 


§ 5. 
Der Fall absoluter Konvergenz. 
Bisher haben wir nur formal mit den Dirichletentwicklungen gerechnet, 
und in den Fallen, wo wir eine Funktion auf Grund ihrer Dirichlet- 
entwicklung berechnen wollten, ein Summationsverfahren benutzt. Nun- 
mehr wenden wir uns dem Fall absolut konvergenter Reihen zu. 
31* 
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Wir betrachten zunichst den Umkehrsatz in der ersten Formulierung. 
In diesem Falle gilt nach Hermann Schmidt, wie oben erwahnt, der 
folgende Satz: 

Satz 8. Es sei mit den Bezeichnungen von Satz 1 die Dirichlet- 
entwicklung von {(s) in einer Halbebene Rs < o, absolut konvergent, und 
also in dieser Halbebene 

f(s) = (1+ DA,e"™’). 


Dann ist die Dirichletentwicklung der Funktion g(w) ebenfalls in einer. 
Halbebene Rw < @, absolut konvergent, also in dieser Halbebene 
g(w) = e"(1+ FB,e™™"). 
m 
Diesen Satz kénnen wir nun auch unmittelbar aus dem obigen Er- 
gebnis ableiten. Ein Blick auf die Transformationen, die uns von der 
ersten zur zweiten Formulierung des Umkehrsatzes gefiihrt haben, zeigt, 
da8 der Satz mit dem folgenden Satz gleichwertig ist, welcher sich in 
analoger Weise an die zweite Formulierung des Umkehrsatzes anschlieBt: 
Satz 9. Es sei mit den Bezeichnungen von Satz 3 die Dirichlet- 
entwicklung von p(s) in einer Halbebene Rs < a, absolut konvergent, also 
in dieser Halbebene 
p(s) = J A, ec’. 
Dann ist die Dirichletentwicklung der Funktion w(w) ebenfalls in einer 
Halbebene Rw < o, absolut konvergent, also in dieser Halbebene 
y(w) = 2 B,,e"=" 
Beweis. Es seien 4,, A,, ... die Elemente eines abzihlbaren Halb- 


moduls, welcher die Exponenten Ay und somit auch die Exponenten M,, 
enthalt. Nach Hinzufiigung von Gliedern mit Koeffizienten 0 kénnen wir 


p(s) = TC,e*"* und y(w)~ TD, 
schreiben. Es sei jetzt 
p* (8) — Z\C,\e*"" 
gesetzt, und 
y* (w) ~ J Dj e*™" 
m 


die im Sinne von Satz 3 zu g*(s) gehérige Funktion. Wie wir jetzt 
zeigen werden, gilt dann fiir alle m 


D2 =>9 und [D,| <= Di. 
Da gleichmaBig in (— o, ¢,] die Folge o,(s) = te, e“™* gegen @(s) 


und die Folge g}(s) = — Z \C,|e*"* gegen o* (s) hematiek geniigt es, 
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den Nachweis fiir den Fall zu fiihren, wo (s) ein Exponentialpolynom 
ist, in welchem Fall wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen 
kénnen, da8 der betrachtete Halbmodul keine Haufungsstellen im End- 
lichen besitzt und wachsend numeriert ist. Unter diesen Voraussetzungen 
ist nun mit den Bezeichnungen des vorigen Paragraphen 
ee eee SS ee Oe 

und 

De, = P,,(—|C,|, ..-. —|Ca|; Di, ..-. Da—s). 
Da die Koeffizienten der Polynome P,,(C,,...,; Cm; D,,..-, Dm—.) alle 
negativ sind und P,,(C,,...,Cm; D,,..-, Dn—;) in C,,..., C, linear ist, 
ergeben sich aus diesen Gleichungen sukzessive die angefiihrten Un- 
gleichungen. 

Da somit die Dirichletentwicklung von y*(w) lauter nichtnegative 
Koeffizienten hat, ist sie in der Halbebene, in der w*(w) fastperiodisch 
ist, absolut konvergent. Da sie die Dirichletentwicklung von wy(w) majo- 
risiert, ergibt sich, daB diese letztere jedenfalls in der Halbebene der 
Fastperiodizitaét von p* (w) absolut konvergiert, womit der Satz bewiesen ist. 

Bisher haben wir kein Gewicht darauf gelegt, niheres iiber die Fast- 
periodizitiéitshalbebene der Umkehrfunktion zu sagen. Indem wir uns auf 
die zweite Formulierung des Umkehrsatzes beschrinken, werden wir aber 
im Falle absoluter Konvergenz zu einigen Aussagen hieriiber gelangen. 
Unsere Betrachtungen schlieBen sich nahe an den obigen Beweis an, aber 
es scheint bequem, nicht von einer vorgegebenen Funktion g(s) auszu- 
gehen, sondern gleich eine Klasse von Funktionen p(s) ins Auge zu fassen. 

Es sei 4,, 4,,... ein fester abzihlbarer Halbmodul, und es seien 
Konstanten C% > 0 gegeben, derart, daB die Reihe Y Ct e*"* fiir gewisse 


s absolut konvergiert; wir nehmen an, da8 nicht alle Ci} = 0 sind; die 
absolute Konvergenzabszisse der Reihe sei y. Wir betrachten die Klasse 
aller Funktionen y(s) =  C,e*"* mit |C,| < C%; jede dieser Reihen 


hat eine absolute Konvergenzabszisse > y, und (s) ist somit jedenfalls 
in (— o, y] fastperiodisch. Die im Sinne von Satz 3 zugehérige Funktion 
sei p(w) ~ J D,,e*™”. 

m 


Zu der betrachteten Funktionenklasse gehért insbesondere die Funk- 
tion p*(s) = — Y C%e*’. Von der zugehdrigen Funktion y*(w)~D%,e“™” 
n m 


wissen wir, daB alle D>, > 0 sind, und daG daher die Reihe in der Fast- 
periodizitatshalbebene von w*(w) absolut konvergiert; die absolute Kon- 
vergenzabszisse der Reihe sei 6. Dann ist y*(w) in (— o, 6], aber in 
keiner gréBeren Halbebene fastperiodisch, weil entweder 6 = + o oder 6 
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ein singularer Punkt von py*(w) ist"). Nun folgt fiir jede Funktion ¢(s) 
unserer Klasse aus den Ungleichungen |C,,| < CR genau wie oben, daB 
fiir die entsprechende Funktion p(w) die Ungleichungen |D,,| < D3, be- 
stehen. Jede der Reihen ¥ D,,e*™” hat somit eine absolute Konvergenz- 


abszisse > 6, woraus folgt, da alle Funktionen p(w) in (— », 4] 
fastperiodisch sind. Dieses ist fiir die Klasse das bestmégliche Resultat, 
weil y*(w) unter den Funktionen p(w) vorkommt. Wir werden jetzt 
diese fiir die Klasse der Funktionen charakteristische Zah] 6 bestimmen. 

Hierzu betrachten wir die Funktion g*(s) = — > Cf e**; sie ist in 
(— o, y] fastperiodisch, und da alle Cl > 0 sind, ist entweder y = + 
oder y ein singulirer Punkt von g*(s). Offenbar ist g*(s) negativ und 
abnehmend fir reelle s << y, so daB der Grenzwert lim ¢*(s) existiert; 


a->y 


wenn y endlich ist und die Reihe fiir s = y konvergiert, ist der Grenz- 
wert endlich und gleich der Reihensumme; sonst ist der Grenzwert gleich 
—o. Die Ableitung von g*(s) wird durch g*’(s) = —Z Ct 4,e*"" 


gegeben, wo die Reihe ebenfalls die absolute Konvergenzabszisse y hat. 

Die Funktion g*’(s) ist ebenfalls negativ und abnehmend fiir reelle s < y. 

Fiir s+ — @ gilt *’(s) 0. Wenn der Grenzwert lim g*'(s) endlich 
>y 


ist, was nur bei endlichem y eintreten kann, so ist auch der Grenzwert 
lim *(s) endlich, aber nicht umgekehrt. Nun bestehen zwei Még- 


—>y 
lichkeiten : 
1. Wenn o*(s) > —1 fiir alle reellen s < y, woraus folgt, daB y 
und lim g*(s) endlich sind, so ist 6 = y + lim g* (s). 
o—>y 


oy 

2. Sonst, d. h. wenn die Gleichung y*’ (s) = — 1 eine reelle Wurzel s << 
hat, ist d = s, + —*(s,), wo s, diese Wurzel bezeichnet. 

Aus dieser Bestimmung von 4 ergibt sich, was nicht ohne weiteres 
klar ist, daB immer 6 < + o ist. 

Zum Beweis bemerken wir, daB nach dem Umkehrsatz vermége der 
Abbildungen w = s + g*(s), s = w+ y*(w) ein Teilgebiet S der Halb- 
ebene Rs < y, welches seinerseits eine Halbebene enthalt, schlicht auf 
eine Halbebene Rw < o(< 4) abgebildet wird. Da w+ y*(w) auf der 
reellen w-Achse reell ist, mu8 S in bezug auf die reelle Achse symme- 
trisch sein, woraus folgt, da S einfach zusammenhangend ist, da8 der 
Durchschnitt von S und der reellen s-Achse eine gewisse Halbgerade ist; 
diesem in S gelegenen Stiick der reellen s-Achse entspricht offenbar das 


12) Es ergibt sich weiter unten, da& immer die letztere Alternative eintritt, 
d. h. daB immer 6 < + co ist. 
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Stiick w < @ der reelien w-Achse. Wir betrachten die analytische Fort- 
setzung der Abbildungsfunktion lings der reellen w-Achse fiir w < 4. 


Aus s = w+ y*(w) = w+ > Dse*™™”, wo alle D%, =} 0, folgt rH >} 
m 

so daB s = w+ y*(w) in w < 4 wiichst. Solange s < y bleibt, wird 

offenbar die Umkehrung von s = w+ y*(w) durch w = s+ g* (s) 

=s— S Cte*"" gegeben. Den Grenzwert von s fiir w-—> 4 bezeichnen 


wit mit g, also g = lim (w + y*(w)). Dann muB.g < > sein, d.h. fir 


w < 6 muB s < y» bleiben. Denn wire g > y, so miiBte es ein w< 6 
geben, fiir welches s = y ist. An der betreffenden Stelle w wire aber 
= > 1, also sicher $* +0, was unmdglich ist, da s = y ein singulirer 
Punkt von g*(s), also von w= s-+ *(s) ist. Es bestehen also nur 
die beiden Méglichkeittn g = y und g< y. Wenn g => ist, so ist 
jedes reelle s << y Bildpunkt eines w < 6, und da ae > 1 ist, gilt 


po 1+ 9 (s) > 0, also g*’(s) > —1. Wenn g < y ist, muB aus 


demselben Grunde g*’ (s) > — 1 fiir s < g sein, wahrend p*’(g) = —1 

sein mu, weil sonst g*’ (g) > — 1, also rd =1+ ¢* (g)>0 wire, was 

unméglich ist, da w= 64 ein singularer Punkt von y*(w), also von 

s = w+ y*(w) ist. Die Gleichung y*’ (s) = — 1 hat also reelle Wurzeln 

s<y, und g ist die kleinste von ihnen. Da in beiden Fallen 

6 = lim (s + ¢*(s)) ist, ist hiermit die Behauptung dargetan. Wir for- 
‘—>g 


mulieren das Ergebnis als einen besonderen Satz. 

Satz 10. Es seien A,, A,,... ein vorgegebener Halbmodul und Cl > 0 
Konstanten, derart, daB die Reihe S Cze*™* fiir gewisse s absolut konver- 
giert. Die absolute Konvergenzabszisse der Reihe sei y. Fiir beliebige C, 
mit |C,| < OC} gilt dann, daB die absolute Konvergenzabszisse der Dirichlet- 
entwickluny der im Sinne von Satz 3 zur Funktion o(s) = JC, e*"* ge- 


horigen Funktion p(w) ~ E D,,e“™” immer > 8 ist, so dap y (w) jeden- 
falls in (— ow, 4] jastpevtaliesl ist; dabei ist 5 die absolute Konvergenz- 
abszisse der Dirichletentwicklung der zu der Funktion o*(s) = — ¥ Cze*"* 
gehorigen Funktion wy*(w) ~ 5 Dze™” und lapt sich in der yn be- 
schriebenen Weise auf Grund ie Eigenschaften von p*(s) bestimmen. 


Als eine Anwendung dieses Satzes betrachten wir den Fall eines 
Halbmoduls 4,, 4,,..., fiir den die Reihe Se*"* fiir gewisse s absolut 
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konvergiert. Notwendig und hinreichend hierfiir ist bekanntlich, daB 
die A, keine Haufungsstellen im Endlichen besitzen und, wachsend ge- 





A 

ee > 0 geniigen. In diesem Falle labt 
sich der obige Satz fiir ein gegebenes k > 0 auf die Menge der in 
(— oo, 0] fastperiodischen Funktionen p(s) ~ > C,,e*** anwenden, welche 


ordnet, der Bedingung lim inf 
a> @ 


in der Halbebene Rs < 0 der Ungleichung | p(s)| <= & geniigen. Denn 
fiir jede derartige Funktion gilt die Abschitzung |C,| < k und die Reihe 


ke’ konvergiert ja fiir gewisse s absolut. Also ist die absolute Kon- 
vergenzabazisse der Dirichletentwicklung der zu einer solchen Funktion 
gy (s) im Sinne von Satz 3 gehérigen Funktion y(w) immer > 6 und 
y(w) also jedenfalis in (— o,4] fastperiodisch, wobei 6 in der an- 
gegebenen Weise von der Funktion g*(s) = — Y ke*** aus zu bilden ist. 


Als ein wichtiges Beispiel betrachten wir den Halbmodul 4, = log (n+-1), 
also den Fall ,ewéhnlicher Dirichletscher Reihen. In diesem Falle ist 


die Reihe Se*"’ = J n’ fiir Rs < — 1 absolut konvergent, und zwar mit 


der Summe {(— s) ee Also wird g*(s) = — k(¢(—-s) — 1) und dem- 
nach g*’(s) = k¢’(—s) = —k ¥ logn-n*. In diesem Falle ist y = —1, 


und da ¢’(— s) > — o fiir s+ —1, tritt fiir jedes k > 0 die zweite 
Méglichkeit ein, so daB 4d = s, —k(f(—s,)— 1), wo 8, die (eindeutig 
bestimmte) reelle Wurzel in s << —1 der Gleichung ¢’(— s) = — l/k 
ist. Fir k++o bzw. k+0O gilt 5, + — o@ bzw. s,> —1, also 


56 —+ — ow bzw. d-> — 1, letzteres weil oe +0 fir s,> —1. 
ae 





§ 6. 
Formulierung des Umkehrsatzes als Satz tiber irregulire Potenzreihen. 


Der Umkehrsatz gestuttet eine Formulierung, welche ihn unmittelbar 
als Verallgemeinerung des klassischen Umkehrsatzes fiir Potenzreihen er- 
scheinen la8t"*). In diesem letzten Paragraphen werden wir kurz auf 
diese Formulierung eingehen. 

Es sei z, eine endliche oder unendliche komplexe Zahl; falls z, 
endlich ist, betrachten wir die Riemannsche Flaiche der Funktion 
log (zc — z,), falls z, unendlich ist, die der Funktion —logz. Die un- 
endlichblattrige Kreisumgebung 0 < |x —2,| < & bzw. |z| > 1/& des 


18) H. Bohr [3}. 
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Windungspunktes z, bezeichnen wir mit (0,&). Es sei f(x) eine in der 
Kreisumgebung (0,£) von z, reguliére Funktion. Dann ist offenbar, 
falls z, endlich ist, die Funktion g(s) = f(z, + ¢), falls z, unendlich 
ist, die Funktion g(s) = f(e~*) in der Halbebene Rs < log é regular. 
Ist nun diese Funktion g(s) in [— o,-] bzw. (— o,-] fastperiodisch, 
etwa mit der Dirichletentwicklung 


g(s) ~ J A,e'**, 


so sagen wir von der urspriinglichen Funktion f(z), daB sie in [0,-] bzw. 
(0,-] fastperiodisch ist, und nennen die irregulire Potenzreihe 


f(z) ~ 2 A, (e—a)'" baw. f(2)~ LA,o 


ihre Laurententwicklung; wir sagen, daB f(z) an der Stelle z = 2, eine 
fastperiodische Singularitat besitzt. Natiirlich kénnte man diese Begriffe 
auch direkt, d. h. ohne Ausfiihrung der genannten Variablentransformation, 
durch Forderung eines fastperiodischen Verhaltens der Funktion beziiglich 
des Argumentes arg (x — z,) bzw. arg x definieren. Unter dem Modul M, 
bzw. (fiir lauter positive A,) dem Halbmodul M, verstehen wir den 
kleinsten Zahlenmodul bzw. Halbmodul, welcher die Zahlen A, enthiilt, 
so daB in allen Fallen M, = M, baw. M, = M, ist. 

Fiir das Verhalten einer in [0, -] fastperiodischen Funktion / (2) 


~ J A, (cz —2,)* bzw. f(z) ~ SA, x “* fiir xx, ergeben sich durch 


Ubertragung unmittelbar die folgenden Méglichkeiten: 

1. Wenn alle A, > 0 sind, strebt f(z) fir s+ 2, gleichmaBig in 
allen Blattern einem Grenzwert zu, namlich dem konstanten Glied ihrer 
Laurententwicklung (d.h. natiirlich der Zahl 0, wenn kein konstantes 
Glied vorkommt, wenn also alle A, > 0 sind). In diesem Falle ist f(z) 
von selbst in (0,-], nicht nur in [0,-] fastperiodisch. Die folgenden 
beiden Faille sind zu unterscheiden: 

a) Wenn unter den positiven A, ein kleinstes vorkommt, wird der 
Grenzwert in einer hinreichend kleinen Kreisumgebung von 2, nicht an- 
genommen. 

b) Wenn unter den positiven A, kein kleinstes vorkommt, wird der 
Grenzwert in jeder Kreisumgebung von xz, angenommen. 

2. Wenn negative A, vorkommen und unter ihnen ein dem Betrage 
nach gréBtes, so strebt f(z) fiir s+, gleichmaBig in allen Blattern 
gegen unendlich. 

3. Sonst, d.h. falls entweder unter den negativen A, dem Betrage 
nach beliebig groBe vorkommen oder die negativen A, beschrankt sind, 
ohne da8 unter ihnen eines vom gréBten Betrage vorkommt, gilt fiir 
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das Verhalten von /(z) fiir 2, der Picardsche Satz, d.h. in jeder 
Kreisumgebung von z, nimmt die Funktion jeden endlichen Wert mit 
héchstens einer Ausnahme an, im Fall beschrankter negativer A, sogar 
ohne jede Ausnahme. 

Wir nennen die drei Fille den reguldren, polaren bzw. wesentlich sin- 
guléren Fall. Die beiden Fille la und 2 sind dadurch charakterisiert, 
daB f(z) fir z+, einem Grenzwert zustrebt, ohne in einer gewissen 
Kreisumgebung von z, diesen Grenzwert anzunehmen. In diesen Fallen 
sagen wir, daB f(z) an der Stelle z = 2, eine normale fastperiodische 
Singularitdt besitzt. Durch einfache Variablentransformationen, die wir 
nicht auszufiihren brauchen, reduziert sich das Studium solcher Singu- 
laritéten auf den Fall, wo z, = 0 ist und 1 der kleinste Exponent, dem 
auBerdem der Koeffizient 1 zugehért, so daB die Laurententwicklung 
von /(z) nach Anderung der Bezeichnung die Form 


f(a) ~a2+ SA, *™ =2(1+ T4,2') (alle A, > 0) 


hat. Fiir diesen normierten Fall liefern die obigen Siatze sofort das 
folgende Ergebnis: 

Satz ll. Es set f(z) eine Funktion, welche an der Stelle x = 0 eine 
normale fastperiodische Singularitat besitzt und deren Laurententwicklung 
die Form 

f(e) ~~ #(1+ 24,2") (alle A, > 0) 


hat. Dann wird vermége der Funktion y = {(x) ein Teilgebiet einer un- 
endlichblittrigen Kreisumgebung von 0, welches seinerseits eine solche Kreis- 
umgebung enthilt, schlicht auf cine unendlichblittrige Kreisumgebung von 0 
abgebildet. Die Umkehrjunktion x = g(y) besiizt an der Stelle y = 0 eben- 
falls eine normale fastperiodische Singularitét und ihre Laurententwicklung 
ist von der Form 

g(y) ~ y+ 2 Bay") (alle M,, > 0). 

Dabei haben die beiden fastperiodischen Funktionen {*(z) ~ 5 A, 2"* 
und g*(y) ~ 5 B,y™™ denselben Halbmodul, also umsomehr denselben 
Modul. . 

Ferner haben die beiden Laurententwicklungen gleichzeitig die Eigen- 
schaft, in einer Kreisumgebung von 0 absolut zu konvergieren. 

Dieser Satz enthilt natiirlich den iiblichen Umkehrsatz fiir Funk- 
tionen f{(z), welohe an der Stelle z= 0 regular sind oder allgemeiner 
eine algebraische Singularitét besitzen, wenn diese entsprechend normiert 
sind; dieser Fall tritt ein, wenn alle A, Vielfache einer festen rationalen 
Zahl sind. Nur ist es in diesen Fallen etwas Kiinstlich, f/(z) in einer 
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unendlichblattrigen Kreisumgebung von 0 zu betrachten, da sie sich nach 
einer endlichen Anzahl von Blattern periodisch wiederholt. 

Zum SchluB bemerken wir noch, daB es fiir die symmetrische For- 
mulierung des Umkehrsatzes fiir normale fastperiodische Singularitaéten 
iiberfliissig ist, sich auf den genannten normierten Fall zu beschrianken. 
Die Normierung ist nur ein Vorteil, wenn man den Zusammenhang 
zwischen den Exponenten der Laurententwicklungen von f(z) und g(y) 
beschreiben will. Sieht man hiervon ab, so lJ4B8t sich nach einfachen 
Variablentransformationen, die wir nicht auszufiihren brauchen, der 
folgende allgemeine Umkehrsatz formulieren: 

Satz 12. Es sei y = f(x) eine Funktion, welch? im Punkte x = 2, 
eine normale fastperiodische Singularitét besitzt. Der Grenzwert von f (zx) 
fiir «+z, sei y,. Dann wird durch die Funktion y = f(z) ein Teil- 
gebiet einer unendlichblittrigen Kreisumgebung von «,, welches seinerseits 
eine solche Kreisumgebung enthilt, schlicht auf eine unendlichblattrige Kreis- 
umgebung von y, abgebildet, und die Umkehrfunktion x = g(y) besitet im 
Punkte y = y, ebenfalls eine normale fastperiodische Singularitat. 

Durch die genannte Normierung erhélt man Aufschlu8 iiber den 
Zusammenhang zwischen den Laurententwicklungen von f(z) und g(y). 
Wir bemerken, da8 man aus dem Charakter der auszufiihrenden Variablen- 
transformationen auf Grund des obigen Satzes sofort schlieBt, daB auch 
im allgemeinen Fall die beiden Laurententwicklungen gleichzeitig in einer 
Kreisumgebung von z, bzw. y, absolut konvergieren. 

Es ist klar, da8 es fiir fastperiodische Singularitiiten, welche nicht 
normal sind, d. h. in den obigen Fallen 1b und 3, keinen Umkehrsatz 
von derselben Art geben kann. Bemerkenswert im Vergleich mit dem 
klassischen Umkehrsatz fiir eindeutige oder endlich vieldeutige Funktionen 
ist die Zerlegung des reguléren Falles in die beiden Fille la und 1b, 
von denen nur der erste fiir die Umkehrung in Frage kommt. 

Der letzte Satz erméglicht offenbar eine Erweiterung des Begriffes 
der analytischen Funktion. Sind y = f(z) und z = g(y) zwei inverse 
analytische Funktionen, so zeigt der Satz, daB diejenigen logarithmischen 
Windungspunkte auf den Riemannschen Flachen von f(x) und g(y), an 
denen die Funktionen normale fastperiodische Singularititen besitzen, 
sich gegenseitig entsprechen. Diese Windungspunkte, die in der iiblichen 
Theorie als Randpunkte der Fiaichen betrachtet werden, kénnen also zu 
den Flachen gerechnet werden. Zu diesem erweiterten Begriff der ana- 
lytischen Funktion gelangt man, wenn man bei dem formalen Aufbau 
des Begriffs des analytischen Gebildes auf Grund von Potenzreihen neben 
den gewohnlichen absolut konvergenten Potenzreihen auch die bei normalen 
fastperiodischen Singularitaéten auftretenden irreguléren Potenzreihen zulaBt 
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Uber die mehrfache Rekursion. 
Von 


Rézsa Péter in Budapest. 





Einleitung. 


- 

1, In zwei friiheren Arbeiten’) (die ich hier als bekannt voraussetzen 
werde) habe ich gewisse Eigenschaften der rekursiven Funktionen behandelt. 
Unter rekursiven Funktionen werden diejenigen zahlentheoretischen 
Funktionen verstanden, die von den Funktionen 0 und n+ 1 ausgehend 
durch eine endliche Kette von Substitutionen und Rekursionen entstehen. 
Der Begriff der Rekursion lat sich auf verschiedene Weisen abgrenzen. 
In ,,I und ,,II“ habe ich mich auf die ,,einfache“‘ Rekursion beschriankt, 
wobei die Rekursion bloB nach einer Variablen lauft, wie z. B. bei der 
bekannten Definition der Summe: 

a+0 =a, 
a+(n+1)=(a+n)+1. 
Wie bekannt*), kénnen simtliche Funktionen, die in der elementaren 
Zahlentheorie eine Rolle spielen, durch einfache Rekursionen definiert 
werden. 








1) R. Péter (Politzer), Uber den Zusammenhang der verschiedenen Begriffe 
der rekursiven Funktion, Math. Annalen 110 (1934), S. 612—632; und R. Péter, 
Konstruktion nichtrekursiver Funktionen, Math. Annalen 111 (1935), S. 42—60; 
zitiert im folgenden als ,,I“ bzw. ,,I[“. 

2) Th. Skolem, Begriindung der elementaren Arithmetik durch die rekurrierende 
Denkweise, Videnskapsselskapets Skrifter (Kristiania) I. Mat.-Naturv. Kl. (1923), 
Nr. 6; K. Gédel, Uber formal unentscheidbare Satze der Principia Mathematica 
und verwandter Systeme I., Monatshefte fir Math. und Phys. $8 (1931), S. 173—198. 
In vorliegender Arbeit wird (auBer von a+b, a-b, a’) von folgenden Funktionen 
benutzt, daB sie durch einfache Rekursionen definiert werden kénnen: 


, 0, falls a=b, 
oom er sonst; 

__ (9, falls a = 0, 
ts 1 sonst; 

a 1, falls a — 0, 
te sonst; 

__ { 2, falls n = 0, 

Pn = \ sonst die der GréBe’ nach n-te ungerade Primzahl ; 
0, falls a = 0, 


x, (2) = | 





sonst der Exponent von p, in der Primfaktorendarstellung von a; 
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Jedoch gibt es auch verhaltnismaBig einfache zahlentheoretische 
Funktionen, die sich nur durch ,,mehrfache Rekursionen definieren 
lassen, d. h. durch solche, wobei die Rekursion gleichzeitig nach mehreren 
Variablen lauft. Eine solche Funktion ist z.B. das Ackermannsche 
Beispiel*) y(n), das ist die Funktion, welche den Wert darstcllt, den fiir 
die Argumente n,n die n-te der Operationen ergibt, die man ausgehend 
von der Addition durch sukzessive Iterationen gewinnt; auch das 
Diagonalverfahren, angewandt auf die durch einfache Rekursionen defi- 
nierten Funktionen, fiihrt zu einer solchen Funktion. (Siehe ,,II“, 
Nr. 12, 8. 53). Es erscheint demnach lohnend, auch die mehrfachen 
Rekursionen zu untersuchen. 

2. Die Beschrinkung auf einfache Rekursionen ware im Grunde 
genommen sehr willkiirlich. Eine Funktion wird naémlich durch Rekursion 
definiert, wenn ihr Wert an einer gegebenen Stelle aus Werten aufgebaut 
wird, welche die Funktion an vorherigen Stellen angenommen hat. 
Handelt es sich z.B. um eine zweistellige Funktion g(m,n), so sind die 
in Frage kommenden Stellen: 


(0, 0), (0, 1), (0, 2), eces (0, n), (0, + 1), eee 
(1, 0), (1, 1), "eee (1, n), es Oe... 
(m,0), (m1), (m2. (mm), (mnt),... 


(m + 1,0), (m + 1,1), (m+ 1,2); ..., (m+ 1,n), (m+ 1,n+1),... 
und es ist sehr wilikirlich, nur jene Stellen als vor (m+ 1, -+ 1) 
stehend zu betrachten, welche in friiheren Reithen vorkommen. Viel 
natiirlicher ist jene Anordnung, wobei auch (m+ 1,0) (m+ 1,1), ..., 
(m+ 1,) vor (m+1,”+ 1) stehen; und diese Betrachtung fiihrt zu 
einer Rekursion, bei welcher g(m-+ 1, m+ 1) aus endlich vielen solcher 
Werte der Funktion g aufgebaut wird, wo das erste Argument < m, 
das zweite beliebig, oder das erste Argument m + 1, das zweite < n ist. 
Das ist aber eine zweifache Rekursion. 

Bei gegebenem m und n 1aBt sich nach einer solchen Definition 
g(m,n) in endlich vielen Schritten auf (0,0) zuriickriihren; ist also 
noch g(0,0) gegeben, so ist das eine intuitionistisch einwandfreie Defini- 
tion der Funktion g (m,n). 


n 
ferner wird benutzt, daB mit « (n, @, +++) @,) auch 3» « (z, @.,+++»@,) und 
n =m 
TT «(z, @,» +++» @,) durch einfache Rekursionen definiert werden kénnen. Diese 
z=m 


Tateachen wurden auch in ,,I‘“‘, 8S. 616—619 bewiesen. 


8) W. Ackermann, Zum Hilbertechen Aufbau der reellen Zahlen, Math. Annalen 99 
(1928), 8. 118—133. 
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Im allgemeinen, wenn g(n,,..., %,, @,,...,@,) durch eine k-fache 
Rekursion nach n,,,,..., %, definiert wird, werde ich sagen, da8 eine 
Stelle (m,, ..., my, 5,,..., b,) der Stelle (m,,.... m,,4,,...,4@,) vorangeht, 
wenn es ein i, 1 isk, gibt, so dab m, = n,,...,m_, = m%-, , 
m, < n. 


3. Eine weitere Bedeutung gewinnt die mehrfache Rekursion durch 
die Tatsache, da8 sich simtliche mehrfachen Rekursionen auf einfache 
zuriickfiihren lassen, falls auch die Hilbertsche zweite Stufe*) (auf der 
nicht nur zahlentheoretische Funktionen, sondern auch Funktionsfunktionen 
durch Rekursion nach einer Zahlenvariablen definiert werden kénnen) 
zugelassen wird. 

Sei z. B. die Definition von g (m,n): 

7 (0,n) = 1, 

(m+ 1,0) = 1, 
be g(m+1,n+1) = a(m, n, p(m,B (m,n, p (m+ 1,n))), p(m +1, n)), 
(ich werde beweisen, daB sich die allgemeine zweifache Rekursion auf 
diese Form zuriickfiihren la8t), dann definiere ich die Funktionsfunktion °) 
®,(m,n,f(x)) durch folgende einfache Rekursion: 
{ Pe (m, 0, f(x) = 1, 
| Po (m,n + 1,f(x)) = (m,n, /(B(m,n, (m,n, f (2)))),Po(m,n, (2). 
sei ferner 
y(0,n) = 1, 
y(m + 1,2) = , (m,n, y (m, z)); 
das ist wiederum eine einfache Rekursion. Nun ist 
y (m,n) = p(m, n). 
Dies gilt namlich fir m = 0; ferner ist fiir m + 0 
y (m,0) = D,(m — 1,0, p(m— 1, 2)) = 1 = p(m,0), 
daher gilt die Behauptung fiir die Stellen (m,n), bei denen m-n = 0 ist. 
Angenommen, daB sie schon fiir die Vorgiinger der Stelle (m+ 1, n+ 1) 
besteht, so ist identisch in z 


y (m,z) = p(m, 2), 





*) D. h. jener Spezialfall des allgemeinen Hilbertschen Rekursionsbegriffes 
(D. Hilbert, Uber das Unendliche, Math. Annalen 95 (1916), S. 161—190, insbe- 
sondere 8. 186), wobei der Variablentyp der durch Rekursion definierten Ausdriicke 
héchstens von der Hohe 2 ist. (Der Ausdruck ,,Funktion zweiter Stufe‘‘ fir eine 
Funktion von Funktionen stammt vori Frege). 

5) Der Index xz von ® weist darauf hin, daB ® von der Funktion / und 
nicht von z abbaéngt. 
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also 
y(m +1,2+1)= D, (m,n +1, p (m, z)) 

= a(m, n,Q (m,B(m, n, D, (m,n, p (m, z)))), D, (m,n, p(m, z))) : 
doch ist nach Voraussetzung 


D, (m,n, p (m, z)) = DO, (m,n, y(m, z)) = y(m + 1,n) = p(m+1,n), 
und daher 
y(m+1,2n+1) = a (m,n, p (m, B (m,n, p(m + 1,n))), p(m+ 1,n)) 
= y(m+1,n+1), 
also gilt die Behauptung auch fiir die Stelle (m+ 1,n-+ 1); demzufolge 
gilt sie allgemein. 

Auf die nahere Untersuchung des Zusammenhanges der Hilbertschen 
héheren Stufen mit der mehrfachen Rekursion will ich in einer spiteren 
Arbeit zuriickkommen. 

4. Da die Anordnung der Stellen (m,n) vom Typus o* ist, beruht 
der Beweis der Nr. 3. auf einer transfiniten Induktion*) vom Typus w’. 
Die zweifache Rekursion kaon auch als ein Spezialfall der transfiniten 
Rekursion vom Typus w* aufgefaBt werden. Eine solche transfinite 
Rekursion einer zweistelligen zahlentheoretischen Funktion kann man 
namlich wie folgt schreiben: 


gp (m+ 1,n+1) = O(m,n, p (0,0), p (0,1), ...; (1,0), p(1, 1), .-.3 -..5 
gy (m,0), p(m,1), ...; g(m+ 1,0), p(m+1,1),..., 

gy (m + 1,)) 
= OD, (m,n, p (0,2); p(1,2z); ...; p(m,2z); p(m-+ 1,0), 


p(m+1,1),..., p(m+1,n)), 


*) Die transfinite Induktion vom Typus m*? kann ohne Anwendung mengen- 
theoretischer Begriffe wie folgt formuliert werden. Eine Aussage gilt fir alle 
Stellen (m,n), wenn sie erstens fiir die Stelle (0,0) gilt und wenn sie zweitens fir 
die von (0,0) verschiedene Stelle (m,n) gilt, sofern sie fiir alle Vorganger dieser 
Stelle gilt. Dies kann bekanntlich auch durch gewdhnliche vollstandige Induktion 
bewiesen werden: man beweist zunichst durch vollstandige Induktion in bezug 
auf n, daB die fragliche Aussage fir d'e Stellen (0,m) gilt; dann ebenfalls durch 
volistandige Induktion in bezug auf n, daB die Aussage fir die Stelle (m,n) gilt, 
sofern sie fir alle Vorganger der Stelle (m,0) giltig ist; hieraus ergibt sich durch 
vollstandige Induktion in bezug auf m, daB die Aussage, bei beliebigem m, fir 
die Vorginger der Stelle (m,0) giltig ist, daher gilt sie fir alle Stellen iberhaupt. 
Ebenso kann man fir jedes & die transfinite Induktion vom Typus w* (die in 
entsprechender Weise formuliert werden kann) auf die gewdhnliche vollstandige 
Induktion zuriickfihren. Ich bemerke noch, daB ich in dieser Arbeit immer nur 
folgenden Spezialfall der transfiniten Induktion vom Typus «* anwende: Eine 
Aussage gilt fir alle Stellen (m,,-++»™,), wenn sie erstens fiir alle die Stellen 
(n.. ++ey M) gilt, bei denen n_-...- = 0 ist, und wenn sie zweitens fiir die Stelle 
(nm, +1,.--, +1) gilt, sofern sie fir alle Vorgainger dieser Stelle gilt. 
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und ahnlich: 


gp(m+1,0) = P,(m, p(0,z); p(1,z); ...; pm, z)). 

Um auf eine finite Definition zu kommen, beschranke ich mich auf 
solche Funktionsfunktionen ®, (m,n, 9, (x), ..-,9m+1(%), 454, -+-@,) und 
Y,(m, 9, (2), ---»Gm+1(Z)), die aus m,n,g,(z),...,gm+i(2), und bei ®, 
noch d,,@,,...,@,, und gewissen schon eingefiibrten Funktionen durch 
eine endliche Kette von Substitutionen aufgebaut werden. AuBSerdem 
mu8 der Wert (0,0) angegeben werden, ferner g(0,n + 1) in Abhangig- 
keit von den vorangehenden Werten ; beides zusammen bedeutet eine einfache 
Rekursion fiir gy (0,), kann also in eine Gleichung von der Form 

gy (0,n) = a(n) 
zuzammengefaBt werden. 

Es kénnen auch Parameter 5,,6,,...,6, auftreten. Diese lassen 
sich genau so, wie das in ,,I“ (Nr. 11, 8. 619—620) bei der einfachen 
Rekursion gezeigt wurde, durch einen einzigen Parameter a = po- ps... pr 
vertreten. 

Die angegebene Definition ist eine Wertverlaufsrekursion in einem ent- 
sprechenden Sinne wie in ,,I“ (Nr. 12, 8. 620—621). Sie kann dhnlich, 
wie bei der einfachen Rekursion in ,,I‘‘, aber in zwei Schritten, auf eine 
einfachere Form zuriickgefiihrt werden: die dort dargelegte Methode ist 
erst auf die eine, dann auf die andere Variable anzuwenden. Man erhilt 
so eine Rekursion, in der zum Aufbau eines Funktionswertes bloB die 
Werte der unmittelbar vorangehenden Reihe, und in derselben Reihe 
blo8 der Wert an der unmittelbar vorangehenden Stelle benutzt werden. 
Man kann sich also auf zweifache Rekursionen der folgenden Form 
beschrinken: 


{ y (0, n,a) = a (n, a) 
| gy (m + 1,0, a) = Poy (m, a, p (m, x, y)) 
p(m+1,n+ 1,4) = D,,(m, n, a, p(m, x, y), p(m + 1,n, y)). 
Ahnlich geniigt es bei der k-fachen Rekursion (die als der finite 
Spezialfall einer transfiniten Rekursion vom Typus w* aufgefaBt werden 
kann) folgende Form zu betrachten: 


yp (nm, +1,...,m + 1,0, myo, ..., My, o) 
= Ca... (m,, .--5 Mr, Maes ++, Mey G, MY (M,, Z,.--, Ze), Y (mn, +1, 
My Zqyy +05 Me—1)) +++) 9 (MW, +1, ..., Ma +1, M,Z, --+5 Se—t4r)), 
(l = 0,1,2,...,%) 
(fir 1 = 0 soll die rechte Seite als ®” (m,,...,m,,a) gelesen werden, 
wobei also ®® keine Funktionsfunktion, sondern eine zahlentheoretische 
Funktion ist). 
Mathematische Annalen. 113. 32 
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Il. 


5. Ich werde die Funktionen, die von den Ausgangsfunktionen 0 und 
n-+1 ausgehend durch eine endliche Kette von Substitutionen und k- 
fachen Rekursionen der Form D, entstehen, k-rekursiv nennen. Statt 
,,l-rekursiv werde ich auch ,,rekursiv sagen. 


In § 1 werde ich die Definition D, durch folgende ,,normierte Form“ 
ersetzen: 


PY (M,, ..-, %, @) = 1, falls n,-n,...m, = 0, 
D, p(n, + 3 ee | ny + @ a) = ®,, ...a,(%, er ey M,, a, y (n,, z,; “**) Ly), 
y (m, + 1, m,, Z, ..-. Ze—1), ---» P(M, +1, ..., M1 + 1, Mm, Z,)), 
wobei also alle ,,Anfangswerte‘‘ durch 1 ersetzt wurden. 


Dann werde ich im § 2 die Einschachtelungen in D, teilweise elimi- 
nieren, indem ich zunichst D, auf eine solche Form zuriickfiihre, in 
welcher in y(n, + 1,..., %—1+1, m,, 2,) fiir 2, bloB a eingesetzt wird. 
Diese Zuriickfiihrung kénnte auch durch die Methode vollzogen werden, 
die ich in ,,I“ bei den einfachen Rekursionen angewandt habe, doch kann 
diese Methode nach einer Bemerkung von L. Kalmar wesentlich verein- 
facht werden dadurch, da8 die dort auftretenden kombinatorischen 
Hilfsmittel durch eine Anordnung mittels der Primfaktorenzerlegung er- 
setzt werden’). Diese Zuriickfiihrung erméglicht dann die vollstindige 
Ausschaltung der Parameter; nach unwesentlichen Umformungen kommt 
man so zu der ,,primitiven“’ Form der k-fachen Rekursion: 





@ (my -- +» My) == 1, falls n,, ,, ..., By = O, 
p(n, +1, ..., m+ 1) =a(m,,..., mp, Pp, (M, «.-, Mp), ~~ > Pu (My, -- +> Me); 
wo fir: = 1,2,..., k, 
D, Pz (%,, . . 9 My) = p(n, + 1,..., m1 +1, m, BO(n,,...,m, p(n, + 1,.. 
Mm —1 +1, m)), BY (m,, -.-, me, P(m, + 1, ~~... Me—1 + 1, m)), .-., 
Be (m,, .- +> Me, P(m, + 1,..., M1 + 1, mx))); 
wobei #;’ fir i= 1, 2,..., k—1, 7 = 1,2,..., k—i schon eingefiihrte 


Funktionen sind. In diesem Rekursionsschema treten nunmehr bloB zwei- 
fache Einschachtelungen auf. 

DaB die Einschachtelungen nicht ganz ausgeschaltet werden kénnen, 
zeige ich in §3. Hier betrachte ich nimlich denjenigen Spezialfall von 
D,, wo keine Einschachtelungen vorkommen. Es stellt sich heraus, daB sich 
in diesem Fall die Funktion @ aus gewissen schon eingefiihrten Funktionen 


’) Siehe: R. Péter, A rekurziv faggvények elméletéhez, Matematikai és Fizikai 
Lapok 42 (1935), deutscher Auszug auf 8. 25-28. 
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(die auf der rechten Seite der Definition von ¢ figurieren) und aus re- 
kursiven Funktionen durch Substitutionen aufbauen la8t. Die k-fache 
nicht eingeschachtelte Rekursion fiihrt daher aus der Klasse der 1-rekur- 
siven Funktionen nicht heraus. Da nun die allgemeine k-fache Rekursion 
nach dem Satz von Ackermann schon fiir k = 2 iiber die Klasse der 1- 
rekursiven Funktionen hinausfiihrt, so kann die Kinschachtelung bei der 
allgemeinen k-fachen Rekursion fiir kein k + 1 vermieden werden. 

In § 4 verallgemeinere ich den genannten Ackermannschen Satz da- 
hin, daB die (k-+-1)-fache Rekursion fiir jedes k iiber die Klasse der k- 
rekursiven Funktionen hinausfiihrt. Der Beweis ist ahnlich, wie in ,,II“, 
§ 2, 8.49—53: ich zahle naémlich die k-rekursiven Funktionen mit Hilfe 
einer Funktion ab, die durch eine einzige (k + 1)-fache Rekursion defi- 
niert wird, woraus sich die Behauptung mittels des Diagonalverfahrens 
ergibt. Es wire nicht uninteressant, dieselbe auch mit Hilfe einer ent- 
sprechenden Verallgemeinerung der Ackermannschen Funktion (sozusagen 
durch ein transfinites Iterationsverfahren) zu beweisen. 

Das Zwischenergebnis von §4, daB nimlich jede k-rekursive Funk- 
tion mit Hilfe von 1-rekursiven Funktionen durch eine einzige (k + 1)- 
fache Rekursion definiert werden kann, verwende ich in §5, um eine 
beliebige k-rekursive Funktion  (m,,..., ”,) mittels einer geeigneten 
l-rekursiven Funktion « (m) und einer 1-rekursiven Beziehung B (m, n,, . . ., m;) 
in der Form 

P(N, ---, %) = «(Me (B(x, n,, ..., %))) 


darzustellen; hier bedeutet u,(A(x)) die kleinste Zahl z, fiir die A (x) be- 
steht. (In dieser Arbeit wird das Zeichen u,(A(zx)) ausschlieBlich in 
solchen Fallen benutzt, wo zugleich ein Verfahren zur effektiven Er- 
mittlung einer Zahl z angegeben wird, fiir die A(z) besteht; sonst hat 
man im Falle, daB A(z) fiir kein x besteht, u,(A(z)) = 0 zu setzen.) 
Die Méglichkeit dieser Darstellung von g(n,,...,”,) beweise ich mit 
freundlicher Erlaubnis des Herrn J.v. Neumann durch eine von ihm 
stammende Methode*), die eleganter ist als meine urspriingliche (zwar 
unabhingig von Herrn v. Neumann, aber spiiter entstandene) Beweis- 
anordnung. 

6. Wird das Diagonalverfahren auf samtliche mehrfach-rekursiven 
Funktionen angewandt, so entsteht die ,,Diagonalfunktion durch Ein- 
setzung aus einer solchen Funktion, bei der es vom ersten Argument 
abhingt, wievielstellig die Funktion ist. Das ergibt eine interessante 





*) Ein Hinweis auf das Ergebnis von Herrn v. Neumann, das auch von Herrn 
Gédel durch eine ahnliche Methode gefunden wurde, befindet sich im Buche: 
D. Hilbert und P. Bernays, Grundlagen der Mathematik I (1934), S.421—422. 
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Erweiterung des Rekursionsbegriffes, worunter auch die in ,,I“ behandelte 
Wertverlaufsrekursion als Spezialfall fallt. Es scheint lohnend, diese 
weiteren Rekursionsbegriffe naher zu untersuchen. 

Herrn P. Bernays (Princeton) und L. Kalmar (Szeged) spreche ich 
fiir wertvolle Ratschlige und Vereinfachungen meinen Dank aus. 


§ 1. 
Normierung der Anfangswerte. 
7. Um die Fille, wo eines der Argumente 0 ist, nicht unterscheiden 
zu miissen, fiihre ich die Definition 
gy (m, + 1,..., my +1, 0, m4 2, ..., Mm, ) 
= OD 2, (m, o + op ty y+ By +o oy Muy B, (Hy Lay -. oy Ze)> 
@ (m, +1, my, 2, .~ +) Se—a), «+ 
y(n, +1,...,m—-1 +1, ™, 2, ..-, Ze—141)), 
@ = 0, 1,3,..., 4) 
auf eine solche Form zuriick, wobei der Wert der definierten Funktion 1 
ist an allen Stellen, wo ein Argument 0 ist. 
Zu diesem Zweck fiihre ich die folgende Funktionsfunktion ein: 


Dy czy (My «+ +5 Mer W Yy (ys ~~ +> Teds Go (By, «+ +» De—a)y » - +» Pu ()) 





D, 





= Cr ....at — 1, ..., %y — 1, 9p 4 95 ~~ +p Myr By Jy (Syy -- -» Bp); 
Ga (Bas + + +» Be—a)s - + +> Guys -- +» Se—0 42) 
falls n, + 0, n, + 0,...,m, + 0, m4, = 0; (l= 0,1,2,...,k; fir =k 
ist n, + 0, nm, + 0,...,m, + 0 zu lesen). 
Diese Funktionsfunktion entsteht aus den Funktionsfunktionen !)  , 
und aus rekursiven Funktionen durch EKinsetzung. In der Tat ist 


Dg... ay (Mys «+> Mas B, Gy (Ly, ~ + +> Dads Ju (Lys - ++» Te—a)y oo 9x (2,)) 


t 


k 
=~ a, (m,,...; My) OO s, 1, oo ey Oy 1, m+9, cers 


My, B, GJ, (Ly, ~~ +> Se)s Pg (Lyp «+ -y De—a)y ++ +» Ju(Lys + + +» Te—141))> 
wobei die Funktionen 
(0, falls n,-n,...m, = 0, oder m4, + 0, 
ll, 4, ”, + 0,...,%, + 0,24, =0 


a (n,, eoes n,) = 
rekursiv sind. 
Dann ist 
P(N, ---.%, @)=— OD, (m,,..., m, a, p(n, + 1, 2, ..., 2), 
7 (n,, Ny 1, Diy sees Lp—1), a | y(n, Mg, +++, Me—-1, MH a 1, z,)), 
also gilt fiir die Funktion, die fiir n,-n,...n, + 0 durch 


y(n,, ..., %, a) = p(n, —1,...,m — 1, @) 
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definiert wird, 
y(n, +1,....m+1,4) =D, 2, (m, .... Ma, p(n, — 1, 2, ..., %), 
p (m,, m = 1, , ..., De—a), «+ +5 (My, -- +» M—1, M — 1, %)) 
= 9,» (n,, -- +» Me, @, (m,, 2, +1, ..., M1 +1, %), 
y(n, +1, ny, 2, +1, ..., Ses +1, %-)), --.5 
y(n, +1,.-.,m%-.1 +1, m, 2,)). 
Fiir n,-n,...m, = 0 kann y(n,,..., %,, @) beliebig, z. B. als 1 definiert 
werden; wird also 
Pas... ay (Mrs +++» Mey @ Gy (B, -+y De), » + «> Ju (%,)) 
= Dy, ag (M, «+> Me 9, (%, +1, ~.-, Sea +1, Dp), «+> Ju (%)) 
gesetzt, so lautet die Definition von y(n,, ..., m,, a): 
y(n, ---, %, @) = 1, falls n,-n,...m, = 0, 
y(n, +1,....m+1,4) = Pe. 2,(m, -.., me, y(m,, %, --., Ze), 
| y(n, +1, m, 2, -.-, Ze—-i))- ++) Y(m, + 1,..., M1 +1, m, z,)), 
und aus p(n,,..., %,@) gewinnt man ¢ (n,,..., m, a) durch eine Sub- 
stitution wieder: 
yp (m,, ..., My, @) = p(n, + 1,...,% +1, 2). 
Wird in der Definition von y(n,,..., m,@) statt y wieder gy, und 
statt Y wieder ® geschrieben, so geht sie in die Definition D, der Ein- 
leitung Nr. 5 iiber. 


§ 2. 
Zuriickfiihrung auf die primitive Form. 

8. Nun werde ich die Definition D, auf die ,,primitive Form“ D, 
zuriickfiihren. Wie schon in der Einleitung erwahnt wurde, lasse ich, 
um bei den finiten Definitionen zu bleiben, im Rekursionsschema D, und 
D, nur solche Funktionsfunktionen ® zu, die aus ihren Argumenten und 
gewissen schon eingefiihrten k-rekursiven Funktionen — die ich die Kom- 
ponenten von ® nenne — durch eine endliche Kette von Substitutionen 
aufgebaut sind, wobei simtliche Leerstellen durch Einsetzungen .,gebunden‘‘ 
werden sollen. Ich nenne eine Funktion, die aus 0 und n+1, ferner 
aus gewissen weiteren Funktionen durch Einsetzungen und einfachen 
Rekursionen enteteht, eine (in bezug auf jene weiteren Ausgangsfunktionen) 
ausgezeichnete, und falls nur primitive Rekursionen®) zugelassen werden, 
eine ausgezeichnete primitive Funktion. In diesem Paragraphen werden 


*) Im Sinne von ,,I‘‘, d. h. Rekursionen der Form 
¢ (0, a) = a (a), 
y (%+ 1,4) = B(n,a, p(n, a)). 
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als weitere Ausgangsfunktionen die Komponenten von ® betrachtet. Man 
kann voraussetzen, daB die Anzahl der Argumente aller Komponenten 
gleich, und zwar gréBer als k sei; die Komponenten miissen freilich nicht 
von allen Argumenten tatsichlich abhingen. Aus demselben Grunde 
kénnen wir annehmen, da8 auch n,, n,, ..., m unter den Argumenten 
der Komponenten vorkommen, und damit ist erreicht, daB auch 
My, Mg, -. +; % als Komponenten betrachtet werden kénnen. 
Seien also 
a | ee el ee Se 
Be Gdns « « 2 Mags Bay « » 9 &) 
die Komponenten des in Definition D, auftretenden Terms 
Dy. ay (My «+> Mes @ Jy (Byy ~ + +» Tes «+ +» Iu (2); 
dann kann dieser Term auch in der Form geschrieben werden: 
%,,...» (n,, os ey May @, Jy (Ly, - + +5 Dey e+ or Ie (z,)) 
_ P o,... tn 0,---Bp (a, B, (n,, see Mes Yr ++ Yr); eee 
By (My, «+5 Mes Yrs + +> Yodo Gr (Ty + - +> Beds - ++» Ju (%)), 
wobei die Funktionsfunktion 
Png... yy --tty (Bs Wy (Yas «<> Yods ~ ++» Ae (Ys - + +9 Yod> 
9, (@,, . - -. De), - - +s Ju (Z)) 
ohne Komponenten, d.h. aus seinen Zahlen- und Funktionsargumenten 
durch eine endliche Kette von Substitutionen aufgebaut wird. Eine 
solche Funktionsfunktion werde ich Substitutionsterm nennen. 
9. Um den Gedankengang klarer hervorzuheben, beschrinke ich mich 
zunichst auf den Spezialfall k = 1 von D,: 
y (0, a) = 1, 
gp (n+ 1, a) = ®, (n, a, p(n, 2)). 
In diesem Fall kann ®, in der Form: 
Pey,..-¥- (a, By (m, yy, «- +> Yes ---> Balm, Y, ~~ +5 Yr)» 9 (2Z)) 
ausgedriickt werden. 
Die Werte von p(n, a) lassen sich also aufbauen wie folgt: 
¢ (0, a) = l, 
P (1, a) = Pay, ... ye (Gs By (O, Yu, -- +> Yeds « «+> Be (0, Yrs - + +» Yrs Y (0, 2) 
Pays... 4p (2 B, (0, y,, ~~ +» Yr)s -- +» Ba (O, Ya, -- +» Yr)» 1), 
¢ (2, a) = Poy,...97(% B, (1s Par -- +2 Fodr - ++ B,(1, Yr» +++ Yb PCI, 2)) 
aS Pay,..-ve(@, B. Oh, Gop - +20 Bab ++ 2 eG, Bp +> Hed 
; Pow,...ap (Br By (O, Oy, -- 00 Meds » + 00 Bo QO, ys «+> Mehr 1)), 


usw. 


D, 
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So laBt sich ein jeder Wert y(n + 1, a) als ausgezeichnete (sogar primi- 
tive) Funktion aufbauen, also ohne den im Term ®, vorkommenden Aus- 
druck o(n,x) (abgesehen von g (0, x) = 1) verwenden zu miissen, es treten 
aber dafiir auch Ausdriicke der Form f,(m, y,,..., y,) (¢ = 1, 2,..., 8) 
auf, wo m< n ist. 

Definiere ich also eine Funktion y(n,a) derart, daB w(0,a) = 1, 
daB es ferner ein n gibt, fiir welches y(n,a) = a, endlich, daB p(n, a) 
als Funktion von n (bei festem a) auch die Werte £,(m,y,,..., y,) 


(¢ = 1, 2,..., 8) annimmt, (wo m eine beliebige Zahl ist), falls sie schon 
die Werte y,, ¥,,---, Ye angenommen hat: so gibt es zu jedem » ein w, 
fiir welches 


y(@,a) = p(n, a). 
Ich werde zeigen, daB sich, bei geeigneter Festlegung der Funktion yp(n,a), 
@ als rekursive Funktion von n definieren la8t. Hierzu definiere ich 
zunichst y(n,a) mit Hilfe der rekursiven Funktion 2, (a) wie folgt: 

y (0, a) = 1, 

a, falls x, (n +1) = 0, 
ee Bx, a+) (x, (n+1), y (7, (n+1), a), eo yp (2, +1 (n+ 1), a)) ’ 
ll a falls 1 < x,(n+1) <8, 
1 sonst. 

Man sieht leicht, daB die so definierte Funktion y(n,a) die ge- 
wiinschten Eigenschaften besitzt: es gibt eine Stelle, wo sie den Wert a 
anpimmt, z. B. 

(a) y(1,a) = a. 

Nimmt sie ferner die Werte y,,¥,,..-, Y, an, ist z. B. 

y, = v(l,,@), yo = v(l,,@),.-. 4 = pll,,a), 
so ist fir 1 = 1,2,...,8 


(b) . 
Bi (Mm, ¥,,--5 Yr) = y Pm PH,» a). 


Unter den Werten von w(n,a) kommen daher samtliche Terme vor, 
die zum Aufbau von g(n-+1,a) notwendig sind; samt z nimmt sie 
daher auch den Wert g(n,z) an; des genaueren ergibt sich dieses aus 
folgendem Hilfssatz: 

Hilfssatz: Es gibt eine rekursive Funktion »(u,v) so, daf 


y (u, y(v,a)) = p(r(u,»), a). 
»(0,v) =0 


Wird namlich 
gesetzt, so ist zuniachst 
y (0, p(v,a)) = 1 = p(v(0,»), a). 
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Sei ferner fir i = u die Funktion » so definiert, da8 
p(s, py (v,)) = p(»(s, »), a) (i =0,..., u), 
so ist 
y(v,a), falls x,(u+ 1) = 0, 
Baye + (x, (u + 1), y (2, (u+ 1), p(v, a)), 
+.) B(%r41(4+1), plv,a))) 
= Brow +0 (% (4 +1), p(y (u + 1),2), 2), 
woes P(¥ (41 (u + 1), »), a) 


= y (2% (w+). 34: w+ ” Pj (44 w+ he) a), 


¥(u+1, p(v,a)) = 


falls 1 < x,(u+1) <3, 





1 = p(0,a) sonst, 
und demnach wird die Gleichung 


y(u+1, plv,a)) = p(v(u + 1,0), a) 
erfiillt, wenn 


v%, falls x, (u +1) = 0, 
r+1 
v(u + 1,0) = Q%u+. 3 tn. JT gore), 


ae falls lo 2z(u+l1) ss, 
0 sonst 
definiert wird. Dies ergibt aber zusammen mit »(0,v) = 0 eine einfache 
Rekursion (sogar ohne Einschachtelungen) fiir » (u,v). Es ist zwar eine Wert- 
verlaufsrekursion, diese kann aber — wie schon erwahnt wurde — auf 
eine primitive Rekursion zuriickgefiihrt werden. Hiermit ist der Hilfs- 
satz bewiesen. 
Mit Hilfe der Funktion »(u,v) gelangen wir nun zur Definition einer 
Funktion @(n), welche die Gleichung 


v((n),a) = p(n, a) 
erfiillt, auf folgende Weise: setzen wir zunichst 


w (0) = 0, 
so ist 
p(w (0), a) = (0, a) 
=] 
= g(0,a). 


Nehmen wir nun an, da8 die Funktion w schon bis zu einer bestimmten 
Zahl n hin so definiert ist, daS fir i< n» 
y(w(i),a) = o(i,a), 
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dann gilt, falls fiir eine Zahl / 
y (I, a) =m 


v(»(w(n),1),a) = p(w (n), p(i,a)) 
= p(n, m). 

Wenn also y(z,a) als Funktion des ersten Arguments den Wert m fir 
«=! annimmt, so nimmt sie den Wert (n,m) fiir z = vy (w(n),1) an. 

Aus dieser Tateache, in Verbindung mit den Eigenschaften (a), (b) 
der Funktion y(z,a) ergibt sich nun durch vollstandige Induktion, da8 
zu jedem Substitutionsterm 2... , (@, A, (y,,---1 Yrds «++ Me (Yy» +++ Yr 9 (2) 
es eine Stelle u gibt, so daB 

Quy, <1 Up (a, B, (n, Yrs ses Urbs sos B,(n,y,; +299 Ye) yp (n, 2) = p(u,a), 

und dieses u entsteht aus Q,,,...y, (4,8, (m, ¥,, -- +s Yrds +++» Balt, Yy 9+ ++ Yr) 
y(n, z)) derart, daB darina durch 1, 6,(n, y,,..., yy) (¢ = 1, 2, ..., 8) durch 


2.3" TT Pyis und g(n,z) durch »(w(n),z) ersetzt wird. Speziell ist 
Prey, ae (a, B, (n, 41> coe Yr); cong B,(n, Yio-ees Yr), y(n, z)) 
= ¥( Pony .sp (1 28" > IT Bias. 8-3" TT By» ¥(@(m),2)), 0), 


es ist also 


ist, 


yp (n+ 1,2) = p(w(n+ 1), a), 
wenn 


r i r 
@ (n+ 1) = Pay ...gy (1,2 -38*- TT Pye» soy 8-3" Pj 41,” (w(n), 2) ) 


Dies bedeutet aber zusammen mit w (0) = 0 eine einfache (sogar primitive) 
Rekursion fiir (mn), und fiir alle n das Bestehen von 


yp (n,a) = y(w(n),a). 
Die Definition von y(n,a) zeigt, da& w(n,a) eine ausgezeichnete (und 
sogar primitive) Funktion ist; nach dem Bewiesenen ist auch 9(n,a) eine 
ausgezeichnete Funktion. 

y(n,a) ergibt sich auf diese Weise sogar als eine ausgeacichnete 
primitive Funktion. Damit haben wir zugleich einen neuen, einfacheren 
Beweis des in ,,I‘‘ bewiesenen S.tzes, daB sich die eingeschachtelte ein- 
fache Rekursion auf die primitive zuriickfiihren laBt. 

10. Die allgemeine Definition ™, kann nach Nr. 8. mit Hilfe des 
Substitutionsterms in der Form: 

9 (m,,..., %,a@) = 1, falls n,-n,...m, = 0, 
p(m, + 1, 2.6, Mm +1, o) = Pe, apy... vp (6B, (M, - + Mes Yao - + +9 Yor» 
«oop By (ys ~~ +s Mes Yas + +9 Yodo P (Ms Dy, ~~ +> Me), 
p(n, + 1, My, %,,.- +) Se—a), «+5 P(M, + 1, ..-) M1 + 1, My, 2,)) 
geschrieben werden. 
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Die Werte von mit den ersten & — 1 Argumenten n, + 1,...,%—,+1 
lassen sich also aufbauen wie folgt: 


y(n, + 1,...,m%-; +1,0,¢) = 1, 
p(n, +1,....m-1 +1 1a) = ¥P,, 2, vy --- ¥-(a, 
ee ee ee a SS ee oe 
Pp (%,, 2, -- +5 By), --- P(M, + 1, ..., Me + 1, m_1,%,, 2), 
p(n, +1,..., m-, + 1,0,2,)) 
= ?,,. Sp 0, «++ He Se ee Ss eee Oe 
Ba Wiss «+ <p gma, Bas -- <5 Sade O OMae Mas - +2 Mah +o 


p(n, + 1, ++ y Me-2 + 1, %_~1,2%,, 2), 1), 
usw. 

Man sieht, daB sich ein jeder Wert g(n,+1,...,™+1,a) mit 
Hilfe von Substitutionen so aufbauen laBt, daB man dabei den in 
P 2, ...2¢¥---ve VOrkommenden Ausdruck g(n, + 1, ...,m—, + 1, m%,2,) 
nicht zu verwenden braucht; dafiir treten aber auch Ausdriicke der Form 
By (m,, -- +» Me—1, M, Y,. -- + Ye) (t = 1, 2,..., 8) auf, wom =< nm. 

Konstruiere ich also eine Funktion y(n,, ...,m,@) so, daB 

y(n,,.--5%,@)=1 fir n,-n,...m = 0, 
da8 sie ferner mit y,,..., y, auch die Werte B,(n,, ..., m—1,™, Y,,---5 Yr 
(¢ = 1,2, ..., 8) annimmt fiir beliebiges m, daB sie endlich mit z,, ..., x, 


auch die Werte o (n,,2,,.-., ZH), ---. p(m, +1, ..., Mm—2 + 1, m~1, 2,, 2) 
annimmt: so gibt es ein , fiir welches 


y(n, +1,...,m-1+1,0,@) = p(n, +1, ..., m~1 + 1, m,@). 


Wegen der letzten Forderung, die im Spezialfall D, nicht auftritt, 
wird jetzt die Definition von y komplizierter ausfallen: es kommen darin 
auch Einschachtelungen vor, und » kommt auch in die Definition hinein. 
Ich werde aber zeigen, daB sich w auch in diesem Falle als rekursive 
Funktion von n, definieren laBt. 


ll. Sei 


y(n,,.-., %,@) = 1, falls n,-n,...m = 0, und w(0) = 0, so gilt fiir 
Ny, %,... my = 0: 


(1) P(M,, ---, Me, a) = Y(M,, ..., M—1,@ (M), a). 
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Fir die Fortsetzung der Definition von y und w mache ich zunichst 
den folgenden Ansatz: 
a, falls x, (m, + 1) = 0, 
Bary (my +1) (M1, ++ +» Me—1, % (Me + 1), 
y(n, +1,..., m1 +1, %,(m + 1), a), .-., 
y(n, +1,..., m1 + 1, eo (m+ 1),a)), 
falls 1 S a, (m™+1) 5 8, 
v(m, + A, «+ oy Mang (mt —0—1 + 1, Mx, yt —o 
y(n, +1,..., m1 + 1,2, (m+ 1),@),..., 
p(n, +1,...,m-1+1, 
Mk — (xq (ny + —8)—1 (M + 1), a), 
wo (y(n, +1,...,m-1+1, 
Te — (xo (ny + D—2) (M% + 1), a)), 
y(n, + 1, sees M1 + 1, 
Me — (mq (my + 1)—#) +1 (m, + 1), a)), 
falls s+1< 2, (m+1) << s+hk, 


y(n, +1, ...,%+1,4) = 





1 sonst. 

Wird in diesen Gleichungen fiir » eine rekursive Funktion eines 
Arguments gesetzt, so ergeben sie eine k-fache Rekursion fiir y; die 
durch diese definierte Funktion y(n,,...,,,a@) besitzt jedenfalls die 
ersten beiden der gewiinschten Eigenschaften: 

Erstens gibt es eine Stelle n,, wo p(n, +1,..., m—1 +1, %, @) 
den Wert a annimmt, es ist z. B. 

(a) y(n, +1,...,m-1+1, 1,4) =a. 
Ist ferner 
y(n, +-1,.-..m-1+1,4,a)=y,, y(n +1,.... mit 1,1,,@) = y,, 
oe (My +1,....m%-1.+11,0) = y%, 
so nimmt y(n, +1, ..., m%—-1 +1, m,@) auch die Werte 
B,(m,, - + +5 Me—1, ™, Yyy- ey Yr) (¢ = 1, 2,..., 8) 
bei beliebigem m an, denn es ist 
(b) By{m,, «+ +5 M1, M, Yus ees Yr) ‘ 
= y (n, + 1, sey M1 + 1, 2'. 3™ 7 pis 1» a). 

Ferner gilt (bei beliebiger Wahl der rekursiven Funktion w) der 

folgende Hilfssatz. 
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12. Hilfssatz: Es gibt eine rekursive Funktion v(u,v), so dap 


(2) p(n, +1,. m1 +1,4, y(n, +1,..., m1 + 1,9,¢)) 
= p(n, +1,..., m~1 +1, »(u, »), a). 
Fir uw = 0 ist namlich die linke Seite = 1, also besteht (2) fir u = 0, 


falls 
v(0,v) = 0 


definiert wird. Sei » fiir kleinere erste Argumente als u+ 1 schon so 
definiert, daB (2) bestehe, so ist nach der Definition von y: 
y(n, +1,....m-1.+1,4u+4+1, p(n, +1, ..., m-1 +1, 9, a)) 
y(n, +1,...,™%-1+ 1,0, 4), falls x, (u+1) = 0, 
Bagiu +0 (n,, sony Me— 1, %, (4 + 1), 
y(n, +1,..., m—, +1, »(x,(u+ 1),»), a), ..., 
y(n, +1, ...,m1 +1, (m4. (u + D), »), a)) 
= y(n, +1,...,m-,4+1, 


+1 ¥(aj (u+1), ») 


Qo +0. Zeu+Y. TT p; , a), 


j= 


falls 1= 2, (u+1) 5 8, 
y(n, +1, «+ +5 Mage ty—e—a + 1, Maw t —w 
= y(n, +1,...,m.4+1, v(x, (u +1), »),a),..., 
y (m,+1,...,me—1 +1, v(m — (xgte+—2)—1 (4+), 2), 4), 
@ (y(n,+1, veep Me—itl, v(m (tu +1)—2) (+1), 0), @)), 
y(n, + 1, ..-) M—1 + 1, ¥ (e— (2g Qe + 1) —0) +1 
(u + 1), »), a)) 
= p(n, +1,....m-i.+1 


270 tu + a (ne “Tr i di 8 (x; (w+ 2), ”, a), 


j=1 
falls s+ 1s 2,(u+ 1)<s+k, 
1 = y(n, +1,..., m~,+ 1,0, @) sonst, 


es ist also 








y(n, + 1, soy Me—1 +1,u+1, y(n, + 1, eee Moa + 1, v, @)) 
= y(n, +1,....m-1+1, »(u+ 1, v), a), 
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und daher besteht (2) auch fiir u+ 1, wenn 
v, falls x, (u +1) = 0, 


Qmo(ut+1). 38+” 77 ¥ (75 (w+ 0, 2) falls 1 
IT p; <2, (u+I)<s, 


j=? 


y(u+ 1,0) = geen, MTP Ot tase +10) 


falls s+-1S a, (u+1)<s+k, 


j= 





0 sonst, 
und dies bedeutet zusammen mit »(0,v) = 0 eine einfache Rekursion fiir 
v(u,v). Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 

13. Es kommt nun darauf an, » als Funktion von n, so zu be- 
stimmen, daB die sich ergebende Funktion y die Beziechung (1) 

p (%, -. +) My, @) = y(n, ..., M1, O(M), @) 

allgemein erfiillt. 

Um die Bedingung, welcher  hierfiir zu geniigen hat, in rekursiver 
Form zu gewinnen, betrachten wir ein bestimmtes Wertsystem 

m, +1, ... Msaitl,m+1 

und nehmen ea daB durch eine Definition von w die Beziehung (1) fiir 
alle Wertsysteme der ersten k Argumente von y, welche Vorginger jenes 
betrachteten Wertsystems sind, erfiillt sei. 

Dann hat zunichst y die folgende Eigenschaft: Ist fiir die betrachteten 
Zahlen n, + 1, ..., m—,-+1 und gewisse Zahlen l,, ..., l, 

y(n, +1,..., m-1+1,14,, 0) = 2; (j = 1,..., &), 
so nimmt y(n,+ 1, ..., m—1+ 1, 2, a) als Funktion von z auch die 
Werte 

p (m, + 1, «2-5 M—a + 1, Mey By - 9 Se—ees) «=—( 1, ...., E— 1) 
an. Denn es ist fiir 1 <i < k, auf Grund unserer Annahme: 
y(n, +1, ..., m1 + 1, my, 2, ..-, Se—e41) 
on y(n, + 1, eon %@1+ 1, Mg, Dy, ~+ +» Te-i—-y @ (2p - i)s Te - 441) 


k—i+1 Le 
= p(n, +1,..., mioit Lo 2 p;), @). 
=1 
Ist ferner fiir eine gewisse Zahl / 
y (n, + 1, wey Meo + 1,1, a) = 7%, 
so nimmt w(n, + 1, ...,.m-—1+1, 2, a) fiir einen geeigneten Wert von z 


auch den Wert p(n, +1, ..., m-1+ 1, m, %,) an. Denn es ist nach 
unserer Annahme und nach dem Hilfssatz 


y(n, + 1, cory my + 1, N% z,) 
| 


(c) 


= y(n, +1,..., m1 + 1, w(m), 2,) 
== y(n, +1,...,m-1 + 1, »(w(m), D), a). 
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Aus (a), (b), (c) und (d) folgt nunmehr leicht durch vollstindige In- 
duktion, da8 es zu einem jeden Substitutionsterm 
Q,, ... an9, --- ty @ h, (y,, erry Yr), erry 


h,(y,, eee Yr), 9 (z,, ote x), eer 9x (2,)) 
eine Stelle uw gibt, so dab 


Qe, ... an ¥,--- 19 (@ B, (n,, sey Mes Yue ees Yr) a) Bs (n,, sey My Yrs +3 Yr)» 
Y (M,, Z,, .--, Le), -- 0, P(M, +1, ..., M1 + 1, My, 2Z,)) 
= y(n, +1,...,m-1 +1, zB, 2), 
und zwar geht dieses uw aus Q,, 2,y,...y, derart hervor, daB darin a 
durch 1, Be(m%,.--5 Mes Yys ---9 Ye) (6 = 1,2... 8) durch 2-3" JT pi’, ,, 


j=1 
p (a, +1, ..., %—3 + lL, %, 2%, ---> Mesos) fr §£ = 1,2,...,k8-—1 


durch 2°" 


ji k—it+1 g, 
. TZ p;’, und p(n, + 1,...,m—, +1, m, 2,) durch v(w(n,), Z,) 
j=1 


ersetzt wird. 
Speziell ist 
Ps, ++ BREW vr (a, B, (n,, eee Nes YY, ° e.e9 Yr), eee B, (n,, erry Nps Yn eee Y-), 
P (M,, Ly, .- +, De), ---, P(M, + 1, ..., M1 + 1, Mp, Z,)) 
= y(n, +1, ..., @-, + l, 


1 omy ° vj TS > 
k j 
eee | TT Pitas --5 2-3 IT pj*+ 1: 
gi 


j=1 
o?@t! k zy og? tt—1 2 z; 
2 - IT p; ger%9 & ‘IT ps’, v (w (m,), 2,)), a), 
j=1 j=1 } 
es ist also fiir das betrachtete Wertsystem n, + 1,..., m+ 1: 
p(n, + 1,..., m+ 1,4) = y(n, + 1,-..., m1. +1, o(m + 1), a), 


und daher gilt (1) auch fiir mn, + 1,...,m +1, wenn 


y 1 Qt yr Yi 9° a". 7M 
w(n,+ 1) = 2, --- EM eed 3+ JT pit, --- 2°83 TT py 
j=1 j=l 
e+1 * go. s+k—-1 2 2 . 
5 Be, tae IT p;’, ¥(@(m,), 2)). 
j=l j=l 


Dies bedeutet aber zusammen mit w(0) = 0 eine einfache Rekursion fiir  (n,). 
Und zwar treten darin die Werte n,,..., m,—, nicht auf; sie definiert also 
@ als eindeutige rekursive Funktion von n,. Fiir die so bestimmte 
Funktion und die zugehérige Funktion y gilt also die Gleichung (1) 
allgemein. 

14. Es geniigt demnach, auBer einfachen Rekursionen die in Nr. Ll 
angegebene Definition von y(n,, ..., m,,@) zu behandeln. 
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Da in der Definition von y(n, + 1,...,™-+ 1, a) auf der rechten 
Seite auch Werte y(m,+ 1,...,m_—,+1,m,a) mit m < m auftreten, 
kann diese als eine Wertverlaufsrekursion nach », betrachtet werden. 
Wird darauf das in ,,I“ behandelte Verfahren verwendet, dann wieder 
normiert (und die Fallunterscheidungen in der Definition ahnlich wie in 
Nr. 7 zusammengefaBt), so kommt man zu einer Definition wie folgt: 
(m,,..-, %,@) = 1, falls n,-n,...n, = 0, 
(n, + 1,..., m% +1, a) = a(m,,..., my a, &,(m,, ..., mp, @), 
&,—1(m,, sey My, a), E(n, _ 1, sey Me—y — 1, Nr; a)), 


wo firs = 1,2,...,k—1, 


yr Vir 


E,(m,, -.., m,@) = E(m, + 1,....m%-. +1 2, 
yO (n,, ...5 Me, a, E(m, + 1,..., M1 + 1, m, a)), . .., 


@ ' 
Ye —-1+1(M,, sry Np, G, E(n, a 1, veey Me—-1 5, Ns a))), 





wobei die Funktionen yj**) (i = 1, 2,...,k — 1; 7 = 1,2,...,k —i+1) 
und « ausgezeichnete Funktionen sind, und y (n,, ..., m, @) entsteht 
durch Einsetzung aus &(n,,..., ™, @) und aus rekursiven Funktionen. 

Nun werde ich den Parameter a ganz aus der Definition ausschalten, 
indem ich ihn mit m zusammenziehe (ahnlich wie in Nr. 4 6,, 6,, 6,, ..., 6, 
zu einem Parameter a zusammengezogen wurden). Sei 


m = 2". 3°, 
x (Ny, .--, M1, mM) = E(m,, ..., M1, My (Mm), 2, (m)) 
also 
E(m,, ..-) Me—y, By, @) = 7 (%,, -- +) ME—1, 2"*- 8%). 
Dann laBt sich die Funktion y(m,, ..., m,—,, m) definieren wie folgt: 
Z(%,, ..-) Mg—g, M) = E(m,, ..., My—s, Ky (me), %, (m)) = 1, 
falls n, ... m—,+2,(m) = 0, 
also jedenfalls auch dann, falls nm, ...m—,-m = 0 ist. Und fiir 
1, (m 1) + 0 ist 
y(n, +1,...,m—-.+1,m+1) 
= &(n, +1,..., m~1-+ 1, 44 (m + 1), 4, (m+ 1)) 
= a(m,, ..., M1, % (m+ 1)— 1, a, (m+ 1), 


(My, «+ +5 Me—1> M)y ~ oy He—1 (My, «+ +p Me—1y M), 
1(m, +1, Meat 1, Qo +O—!. Bem + DM), 


va) Die Funktionen yy (n,,---, ,, @, 6) hangen eigentlich nur von n,, a, b ab, 
kénnten also in der Form vy (n,, @, 6) geschrieben werden. Dasselbe gilt fir die 


Funktionen A 


in der folgenden Definition von 1 (n,, ..., m4» ™)- 
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wo fir += 1,2,...,.k—1, 
VA (n, sooo Me—wy m) == x(n, + 1, seey M—y + 1,n;, yi (n,, very Me—ay 
m,(m + 1) — 1, 2, (m + 1), 7 (m, 4-1, ..., mort, ZAM FY—1-34 MF), 


Yet (n,, seep Me-vy 7, (m + 1) _ 1, 7, (m + 1), 
z(m, +1, ..., Me—s + 1, Be + D—2. Se +D)), 


ove elm veep Mme ys Mo Gm + 1) —1, (N+ DV, Z(m1 + 1,-.., mg y $1,270 OM + D— 1. 9% (M+ D)) 
gt hntga (te Mey %o(m+I)—1, % (m+), 7 (y+ 1,..., mge—y + splat emsaie. 


Das ist wiederum eine Wertverlaufsrekursion in m. Wird darauf 
dasselbe Verfahren, wie vorhin fiir y(n,, ..., m,,@) angedeutet wurde, ver- 
wendet, so kommt man endlich zu folgender Definition: 

n(n,, -.-, M—1, m) = 1, falls n,... m_,-m = 0, 
n(n, +1,....me-1 + 1m-+ 1) = x(n,,..., Me—1, m, 4, (M,, ~. +> Me—1,™), 
«sey Me—1 (M, «- +5 M1, M), (MN, + 1, ..., Mm +1, m)), 
wo fir «= 1,2,...,.k-—1 
Me (M,, -- +) Me—1, m) = n(n, +1, ..., m1 +1, m, 
AY (my, .. +) Me—a,™, n(n, +1,..., m1 +1, m)),..., 
Ae? «(m,, ..-) Me—1, m, 4 (m, +1, ..-) M1 +1, m))), 
wobei die Funktionen 4{? (i = 1,2, ....k—1; j=1,2,...,k—1) und x 
ausgezeichnete Funktionen sind, und 7 (m,,..., %—,, m) enteteht durch 
Einsetzung aus »(n,, ..., %—,,m) und rekursiven Funktionen. 

Wird hier statt m wieder n,, statt » wieder gy, statt x a und statt 
ap (i =1,2,...,4-—1; j = 1,2,...,k — 4) BM gesetzt, so stimmt die obige 
Definition mit der Definition D, der Einleitung iiberein. Die allgemeine 
k-fache Rekursion laBt sich also auf die primitive Rekursion der Form D, 
zurtickfihren. 





§ 3. 
Die k-fache Rekursion ohne Einschachtelung. 

15. Es erhebt sich nun die Frage, ob man die Definition D, auf 
eine noch einfachere zuriickfiihren kann, insbesondere, ob man die Ein- 
schachtelungen — ebenso wie im Falle der einfachen Rekursion — voll- 
stindig ausschalten kann. Ich werde zeigen, daB letzteres gewi8 nicht 
zutrifft, vielmehr gehért das Auftreten von Einschachtelungen zum Wesen 
der mehrfachen Rekursion’’). In der Tat, ich zeige, daB sich jede mehr- 


10) Man bemerke, daB die Einschachtelung hier eine andere Rolle spielt, als 
bei der einfachen RKekursion. Dort entsteht die Einschachtelung dadurch, da& 
fir die Parameter Substitutionen erfolgen, wobei auch die zu definierende Funktion 
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fache Rekursion ohne Einschachtelung auf einfache Rekursionen zuriick- 
fiihren l468t. Durch diese Tatsache wird die Bezeichnung_,,primitive 
k-fache Rekursion“ fiir die Definition D, motiviert. 

Die k-fache Rekursion ohne Einschachtelung hat nach Normierung 
der Anfangswerte die Form"): 
@ (n,, ..-, Me, @) = 1, falls n,-n,...m, = 0, 
y (nm, + 1, ..., m+ 1, a) = a(n, ..., Me, B, Pps «+05 Pe)s 
wo fir i= 1,2,..., k, 


9: = p(n, +1, ..., m1 +1, m, By (m, ..., mp, @), 
ye Ae aa a)). 

16. Der Gedanke der Zuriickfiihrung von D auf einfache Rekursionen 
wird am klarsten hervortreten, wenn ich sie zunichst fiir einen Spezial- 
fall durchfiihre. Es laute die Definition 

jp (0, ») on y (m + 1,0) = 1, 

\p(m+1,2+1) = a (m, n, p(m, B(m, n)), p(m +1, n)), 
und es ist zu zeigen, daB y(m,n) eine in bezug auf « und f aus- 
gezeichnete Funktion ist. 

Falls n>1, so kann man g(m-+-1, n) aus der zweiten Gleichung ent- 
nehmen, indem n—1 statt n geschrieben wird; setzt man den so ge- 
wonnenen Ausdruck fiir y(m-+ 1, m) ein, so wird 
yg (m+ 1,n+1) 
= a (m,n, p(m,B(m,n)), a(m,n—1,p(m,B(m,n—1)), p(m+1.n— 1))), 
also wird g(m-+1,n+-1) durch g(m,B(m,n)), p(m,B (m,n — 1)), und 
py (m-+-1,n—1) ausgedriickt. Falls » > 2, so kann g(m +1,» —1) 
wiederum aus der zweiten Definitionsgleichung entnommen werden und 
so erhalt man einen Ausdruck fiir g (m+1,+1) mit Hilfe von 
p (m,B (m,n)), p(m, B(m,n—1)), p(m, B (m,n — 2)) und pw(m + 1,n — 2). 
Dieses Verfahren sollte n-mal iteriert und der zuletzt auftretende Wert 
g(m+1,0) aus der ersten Definitionsgleichung entnommen werden. 
Dazu wiirde man aber eine Funktion benétigen, die eine von n abhangige 
Anzahl von Argumenten besitzt. Um das zu vermeiden, fiihre ich 
dieses Verfahren an 








n 
yp (mn) = [T pom, 
Se j=o 
substituiert werden kann (daher kommt in einer einfachen Rekursion ohne Para- 
meter keine Einschachtelung vor); die Definition D, enthalt hingegen keine 
Parameter. 

11) Der Parameter a kann hier mit der Methode des vorigen Paragraphen 
nicht ausgeschaltet werden, da diese Methode zu einer Rekursion mit zweifachen 
Einschachtelungen fihrt. Das ist aber auch nicht wichtig: unser Verfahren fihrt 
auch ohnedem zu Rekursionen mit einem Parameter. 

Mathematische Annalen. 113. 33 
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der Wertverlaufsfunktion von y(m,n) (in bezug auf das zweite Argument) 
durch. 

Zunachst hat man die rekursive Definition von y(m,n) aufzustellen. 
Es ist 
(1) y (0,n) = IT = y(n), 


y(m + 1,0) = p, = 2, 
(man bemerke, da& sich diese Gleichung mit (1) wegen y(0)—2 in 
y (m,n) = y(n), falls m-n = 0 
zusammenfassen laBt); ferner ist, wegen 
g (m,n) = Ty (y (m, t)) fiir u 2 n, 
y(m + 1,n+1) = yp(m+ Ln): pemteaty 
= y (m+ 1,8)- pilm™ *pim,m(rmm) ty (¥ (mn +1, »)) 
falls u > B(m,n), 
d. h. y(m,n) besitzt eine rekursive Definition von der Form 
y (m,n) = y(n), falls m-n = 0, 
y (m + 1,n + 1) = 4(m, n, p (m, u), v(m + 1, n)), 
wobei — und dies wird bei der Vermeidung von Funktionen mit einer 
variablen Anzahl von Argumenten von Nutzen sein — wu beliebig, nur 
mit der einen unteren Einschrinkung u > (m,n) gewahlt werden kann, 
ferner y(n), 5(m,n,w,,w,) in bezug auf die Ausgangsfunktionen « und f 
ausgezeichnete Funktionen sind. 
Aus der zweiten Gleichung dieser Definition gewinnt man fiir n >1 
y (m+1,n) = d(m,n— 1, y (m,u), y(m +1, — 1), 
falls u > B (m,n — 1), 
also falls**) u > 8 (m,n) + B(m,n — 1), 
y (m+ 1,n+1) = 5(m, n, y (m,u), 3 (m,n —1, y(m, u), yp (m+ 1,n— 1))), 
ein Ausdruck fiir y (m+ 1,-+ 1) mit Hilfe von y(m,u) und y(m+1,n—1). 
Ich zeige, daB es allgemeiner fir v <n» eine Darstellung von 
y(m + 1,n+ 1) von der Form 
(2) y(m+1,n+ 1) = 4,(m,n, y(m,u), y(m + 1,n — v)), 
falls u =, ZB (mn —§) 


1%) Statt der Summe kénnte ich hier und an mehreren Stellen weiter unten 
das Maximum der entsprechenden Glieder gebrauchen; es ist ja auch, wie man 
leicht einsieht, max (a,b) eine 1-rekursive Funktion und max §(2,a,,.--.@,) eine 


¢‘sS=zSa 
in bezug auf & ausgezeichnete Funktion. 
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gibt, wobei 6,(m,n,w,,w,) eine (in bezug auf «, #) ausgezeichnete Funktion 
von v,m,n,w,,w, bedeutet. 
Dies gilt fir v = 0, falls 4,(m,n,w,,w,) = (m,n, w,,w,) (und fiir 
v = 1, falls 6, (m,n, w,,w,) = 5(m,n,w,,d(m,n—1,w,,w,))) gesetat 
wird; nehmen wir an, 6,(m,n,w,,w,) sei fiir ein gewisses v < n bereits 
bekannt und es gelte (2). Aus der zweiten Gleichung der Definition 
von y(m,n) gewinnt man wegen n—v > 1 
y(m i 1,n — v) = 5 (m,n = (v + 1), y(m, u), y(m + I,n ot (v - 1))), 


falls u > B(m,n — v + 1)) 
also 


y(m +1," +1) 
== 5,(m, n, y(m, u),d(m,n — (v + 1), v(m, u), y(m+ 1,0 — (v+ 1)))). 
Wird also 
5,41 (m,n, w,,w,) = 5, (m,n, w,,d(m,n — (v + 1). w,, w,)) 
gesetzt, so gilt (2) auch fiir v+ 1 statt v. D-.h. (2) gilt allgemein fir 
vs", falls 5,(m,n,w,,w,) durch die einfache Rekursion 
{ dy (m,n, w,,,) = O(m, n, w,, w,), 
| dy 41 (m,n, w,,w,) = 5, (m,n, w,, 5 (m,n (v + 1), w, , W)) 
definiert wird. 
Insbesondere gilt (2) fir v=n; wegen y(m-+ 1,0) = y(0) = 2 


gilt also speziell fiir « = 1 + EB (m,n — 5) =1+ E B(m,j) 
j=0 j=0 


y (m+ 1,m + 1) = 4, (m,n, p(m, 1+ EB (m,3)),2), 
jo 


d.h. fiir die Funktion 7 (m,n) = y(m,n-+ 1) gilt die einfache Rekursion 
x (0, n) = y(n + 1), 


| zx(m+1,n) = 6, (m, n, x(m, 3 B(m.3)),2), 


also ist y(m,n), daher auch 
2, falls n = 0, 


ve = x (m,n +1) sonst 


und 
5 4 (m, mn) = Ry (y (m, n)) 
eine ausgezeichnete Funktion. 

17. Wird die obige Methode -auf die Definition D angewandt, so 
gelangt man zu einer (k — 1)-fachen Rekursion ebenfalls ohne Einschachte- 
lung. Dieselbe weicht indessen von D insofern ab, als sie nicht mehr 
33* 
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normiert ist. Deshalb betrachte ich anstatt D eine etwas allgemeinere 
Definition, nimlich die folgende: 


Y (”,,---,%y,@) = y(m,,...,M%,@), falls n,-n,...m = 0, 
p(n, + 1,...,m+ la) =a(n,, ..., My, @, Py, ---s Peds 
D4 wo fir + = 1,2,...,k 
= o(n,+1,...,%~-14+1, n,, Be’ (m,,..-5 Me, @),---; 
a “ My , @)). 

Es ist nicht komplizierter, die obige Methode auf D’ als auf D anzu- 
wenden; wird sie auf D’ angewendet, so entsteht unmittelbar eine 
(k — 1)-fache Rekursion wiederum von der Form D’. 

Ich behaupte also, daB die durch D’ definierte Funktion g (n,, ..., n,, a) 
in bezug auf y, a, Bj’ (i = 1,2,...,k; j = 1,2,...,4—i+ 1) ausgezeichnet 
ist, und setze voraus, daB diese Behauptung (die fiir k = 1 offenbar 
giiltig ist) fir k— 1 statt k bereits gilt. Ich bilde die Wertverlaufs- 
funktion von 9(n,,...,”,,@) der Reihe nach in bezug auf die Argumente 
Mg, ---. %, @, d.h. ich betrachte die Funktionen y,(n,,..., m, a), ..., 
We (,,---5 Me, a), Y(M,,-..,%, a), wobei 


Y, (m,,---) My, @) = YP (N,,..-, Me, @), 
"+1 


Wis, (M,,...,%,,a) = BE Gees +9 8008 "+9---- Me @ fir | = 1,2,...,k—1, 
j=0 


y (n,,-.-, My, @) =I pyen: “+9 Mer D, 
j=0 
Nun werde ich die rekursiven Definitionen von y,,..., y,, y auf- 
stellen. Die Definition von y, wird von einer etwas komplizierteren 
Form sein als die von ; es gilt namlich fiir ] = 1,2,...,k 


Y1(M,,--+,%q_,@) = ¥,(M,,-.-, My, @), falls n, n...my = 0, 
¥i(m, + 1,...,m+ 1a) = a, (m,,..., Me, G, Pris. +, Pres Pla» ---» Pins 
wo firs = 1,2,...,&é 
Pan 
(3)) Pre = Yr (m, +1, ..., m1 +1, 9,,0,..., 4, Bregea(m,,..-, Me, @),---, 
Bes +1(m,,--+) Me, 4)), 
und fir + = 2,3,...,/ ss 


— —— 


Vii = Vi (m, + 1,...,m-1 +1, 2,,%,...,%, my4.+ 1,...,m + 1,@); 





hier kann u > x,(n,,...,%,,@) beliebig gewahlt werden; dabei sind 
Yi» %, % gewisse ausgezeichnete Funktionen (d.h. bis zum Ende dieses 
Paragraphen stets: ausgezeichnete Funktionen in bezug auf die Funk- 
tionen y, « und f*"). — Bei der Funktion y wird dann diese Abweichung 
von D’ wieder verschwinden. 
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Die Gleichungen (3) gelten fir 1 = 1 mit y, = y, a, = a und 
etwa x, = 0 (da fir | = 1 kein u auftritt). Nehmen wir an, sie gelten 
fiir ein gewisses 1< k. Dann ist zunichst"*) fiir n,-n,...m = 0 


ry 
"+1 


Wii 1 (M5 +++) My, a) = IT pie BES Meer ---> Mer == yy. (,, 2.2, Mp, G). 
j=0 


Ferner ist, falls u > x, (m,,...,,@), 
(4) ¥i41(m, +1,...,m + 1a) 


= Yi+i(n, +1,...,% + 1,41, Mse+1,.. *? % + 1, a) 


’ ’ 
W (My, -- +s Mes Gy Wy zs ees Vs Vig oe VED 
Paras +1 


Gy (My oy Mpy & Wy ones Woes Vi ge eee VED . 


’ 
= Pi+1a,1+1 Para. +1 


hier ist, da 
¥1i(M,,.--5%, 4) = Fn, 4 (Pr+ (My, «+, Mr, U, Meg 2, +++, Me, )), falls u >, 4,: 


(vss (n, + 1, sees Moat 1, n,, 


~= & 
Pri a Ce \ 
i—i+1 


—_—_—_- \ 
Uy. oy Uy Uy Ble 49 (My, «+09 Mur), «<> Ber 64 1(My, - +5 Mey @))) 


_ 7 gt) 


'—i+ 


spy (PE + Ay f)> falls « = 1,2,...,1, 
u > Be coi (m,,..., ma); 
Yii+ia = Tn, (Yr +1 (m, + 1, ...5%+ 1, m1 41,Bi *” (m,,..., m,@), 


t ) ° 
sey tot (m,, ++, %,@))) = Ty 5 (Peta. tea)s 


4 (n,, 


Yui = a | (Yas (nm, + l, ceeeMt+l, Meith mee as | er 
4+ 1, n;, BO (n,, sey Migs @)y vey BO, (my, «5 ey @)) 


- Mn, +1 (Pra, a) falls « = 1+2,1+3,...,k; 


t—i+1f 
Yi = Tn +1 (Yr42(%, +1, eoey Mo + 1,,,U,...,U,U, m% -etl. 
s+ 15% + 1, @)) 


= Muy, +1 (Pi+s,0> falls § = 2,3,...,1, u=nmiitl, 


wobei Yj 41,1, +++) Yroak> Yl+1.2> +++) Yl+a,r+1 Ratiirlich durch (3) definiert 
werden. 


Sei wu > %41(m,,..., %, a), wo 


Bs 
44 (M,,..-, Me, @) = %(M,,...,%, a) + D Bi i+ (my, .--, Me @)+ 4.41, 
f i=1 


18) Man beachte, da8 fir ™%,,=0 das Produkt in der folgenden Formel 
aus einem einzigen, zu j — 0 gehdrigen, Faktor besteht. 
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so ergibt sich aus (4) durch Eimsetzung der gefundenen Ausdriicke 
fiir Pris Pui 

Vi+i(m,+1,. ., m+ 1,4) 

; = 041 (M,, -.-, Me, B, Preaa,---> Prtayes Prtaas <--> Pr+aees) 
mit 
Oy 4 (M,, ..-5 Me, G, Wy, ~~~, We, Wega,---, Wes) 


@, (n,,..., Mp, a, % (wy), .--5 % (wp. 
Hw es pee HM mg ea my, 


My gt De ng ga ON De Bmp, +E k—D) 
Damit ist (3) mit entsprechenden ausgezeichneten Funktionen y; , ,, «4 ;, 
%;+, auch fiir 1-+ 1 bewiesen. 
Insbesondere erhailt man aus (3) fiir 1 = k 
Vx (m,,-..,%, 4) = Yu (m,,...,%,@), falls n,-n,...m = 0, 
y, (n, + 1,...,m +1, a) = Oy (%,,..., Me, 4, Per, ---, Pers Pea» ---> Per), 
k—i 
WO Ye, = Ye (M, 4+ 1,..., 2 ~1 +1, m,, u, ..., U, BPs 4 1(m,, ..., m, @)) 
fir ¢ = 1,3,...,&, 


k—f# 
Pec = Yelm, + 1,....m-14+ 1, ,,%,..., 4, @) firs = 2.3, ...,2, 
falls u > x,(m,,.-.., %, @). 
18. Beim Ubergang von y, zu y ist eine gewisse Vorsicht notwendig. 
Zunichst ist 


y(n,,...,m,@) = JJ p}®™” “"kD — n(n,,...,m%,a), falls n,-n,...m = 0, 
j=o 





ferner ist 


(5) v(m +1, ..., m+ 1a) = [J pyr th amet na 


j=0 
=I] pie es Ss Yieas 9 Weeks Vikas 7 WED , 
j=0 
falls u > ~,(n,,..., %,j) fiir 7 = 1,2,...,k; hier steht 7 statt a in 
Yer, +++) Pee» Pea» --+> Pee- 
Durch Anwendung von 
Ve (M,, ---) Me, @) = Hq (py (m,,..., %, u)) fir u > a, 


gewinnt man 
k—i+1 


(y(m, + 1,...,m—-1+1, m, u,..., 4, u)) 


fir i= 1,2,...,k; w > Besaa(m,, .... mj) 


,- = 
Vei Og ae es Bg? 


k-i+1 
VE i = x, (y(n, + 1, sees My + 1, n,, U, soe, U, u)) 
fiir i = 2,3,..,k; u Sj. 
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Pir i <_ k behalte ich diese Gleichungen unverindert, fir i = k setze 
ich aber fiir u den (erlaubten) Wert 


t (m,, ..., %, @) = 2 AP, +++) Mj) +J) ein: 
Yr = 7 Hn... mp,g Y (mn, +1, ..-, me—1 +1, m, T (Mm, -.., me, @))), 


YER = 2, (p(n, + 1, cosy Moa t 1, m%, T(n,, eres m,@))). 
Mit der Bezeichnung 


k—i+1 
yO = p(n, +1,....m—-1+1,m, 4, ..., 4) (¢ = 1,2,...,&—1), 
yO = p(n, + 1,..., m1 + 1m, t(m,, ..., Mm, @)) 


erhalt man also 
= $= 1,2,...,.k—1, 
Ves AO, , Beau aa fir + 1, ’ ’ k 1 
Vir = 2; (y) fir i = 2,3,...,k—1, 
gat te (m,, ie Pee = 7; (y™). 


Werden diese Ausdriicke in (5) eingesetzt, so wird 
y(n, +1,...;m + la) = d(n,,..., m,a,y™,..., p™) 
mit 
O(m,, .. ., My, G, W,, .--» Wy) 
wm fy ptt EF en on PT A ayy amg OSH 9 HOODY 
j=o0 j , 
falls u alle erforderten Bedingungen erfillt, also gewiB, falls 


a k—1 
u = a(n,, cee n,, @) =< O (m, , «-+5 MJ) +j + 5 Bre: +1 (M, ,-++5M%sJ))- 
19. Auf die so erhaltene rekursive Definition von y: 


y (m,,..., My, a) = 4 (m,,..-, %,@), falls n,-n,...n, = 0, 
y(n, +1,...,m + 1a) = d(n,,.... m,a,y™,..., y™), 
k—i+1 
wo y® = p(n, +1,....m—-1+1,%,4,-..,u) fir i =.1,2,...,k—1, 
y® = p(n, +1,..., m1 + 1m, t(m, ..., mM, @)), 

falls u > o(n,,..., %, a) 
kann man nunmehr das Verfahren der ,,Minderung von n,“ (siehe Nr. 16.) 
anwenden. Ich beweise fir v < m, u > o,(m,, ..., %,@): 
(6) v(m, +1,...,m +1,¢) 
=e 5,(n,, oo eg My, GB, Y™, ..., yt—D, y(n, +1,...,m%-1+ 1” — », 


To (M,, +++) Me, @))), 
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wobei 4,, ¢,, tT, ausgezeichnete Funktionen ihrer Argumente (darunter 
auch v) sind. Dies gilt bereits fir v = 0, falls 6, = 6, o, = 0, t = t. 
Nehmen wir an, es seien fiir ein gewisses v < mn, die Funktionen 4,,o,, rt, 
(als Funktionen ihrer iibrigen Argumente) bekannt, so daB (6) gilt. Aus 
der zweiten Definitionsgleichung von y folgt wegen n, —v > 0 


y(n, +1, ..-, m1 +1, m — v, tT, (m,, .-., Me, @)) 
= 5(n,, + oy Me—1, My — (V+ 1), Ty (m,, ..., My, @), YY, ..., PF”, 
y(n, +1,...,m-1 +1, — (v+ D), 
T(m,, ..+, M—1, m% — (v + 1), Ty. (m,,-.-,M,@)))), 
falls u > a(n,,..., M1, ™% — (V+ 1), Te (m,, ..., Me, @)); 
wird dies in (6) eingesetzt, 
T(m,, .~ +) M—1, M — (V+ 1), tT, (M,, ..., Me, G)) = To41 (Mm, -.., Me, ) 
und 
Oy (m,, - +.) Mey @, Wy, «+» Wea, O(m,, +.) M1. — (V+ 1), 
To (M,, . «5 Mes), Wy, +o +5 We—ay We)) = Bp 4a (M,, - +5 Mey G, W,, - «+5 Wy) 
gesetzt, so ergibt sich fiir 
u > a,(n,, ---, M, a) + o(m,, -.-, M—1,™% — (V+ 1), tT (m,, .--. Me, @)) 
= Or +1(M,, ..-, My, @) 
y(n, +1,..-, % + 1,4) 
= 0, .1(m,,..-, Me, a, py, ..., YAY, p(n, +1, ..., mri +1, m — (v+l), 
Tr 41(M,, -+-) Me,@))), 
d. h. (6) mit v + 1 statt v. Wird also rt, durch die einfache Rekursion 
[T (M,, «+ +5 Me, @) = T(M,, ..., Me, a), 
\x +1 (My, .- +) Me, a) = T(M,, ..., M—1,m — (Vv + 1), T, (m,, ..., Mm, @)) 
und dann 6, und o, durch die einfachen Rekursionen 
By (0,5 - «+p Muy G, Way - - oy Wy) = O(m,, ..., Hy, GS, yy ~~ 0» Wa) 
8, + 1.9, 5 «+ +5 Mpy Gy Wy, «> 05 Wa) Me Oy (M,, ..-y yp SW, ---> Mea, 
| 5(m,, .--, Me—1, Me — (V+ 1), Ty (M,, -. «5 Me, GB), Wy, ~ +) We—1, Wp)), 
O(N, , - ++, Me, a) = a(N,, .. 5 Me, A), 
pentane ss Ny, a) = 0, (N,, ..-, My, a) 
+ a(m,, ..-, Mm—1,% —(v + 1), To(M,, -- -, Me, )) 


definiert, so sind 6,, o,, t, ausgezeichnete Funktionen und (6) gilt fiir 
vs %, US} a,(N,, .- +5 M,G). 
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20, Insbesondere ergibt sich aus (6) fiir v = n,, u = on, (m,,...,%,, 4) 
die folgende (k — 1)-fache Rekursion: 
y(n,,..-, My, 4) = 4 (m,,..., M,@), falls n,-n,...m = 0, 
y(n, +1,...,m%+1,a) = 4, (m,, «5 My a, y™, ..., YR”, 


y(n, +1,..., m—1+ 1,0, t, (m,, ---, Me» @))), 
wo fir 1 = 1,2,...,.k—1 
k—i+1 
y = y(n, + 1, seey M—1 + 1, 59, (™,, + ety Mp, @), + +5 On, (M,,. «9 Mp, @)). 








Hier hat », ebenfalls die Rolle eines Parameters. Man kann aber 
m, mit a nach der in Nr. 4. erwihnten und auch in Nr. 14. angewandten 


Methode in einen Parameter 6 = 2"*-3° zusammenfassen, mit Hilfe der 
Funktion 


E(n,, eee m —,6) = y(n,, ores Mp 19% (b), 7, (b)), 
so daB 


y(n, .. +, Me—1, My, 4) = E(m,, ..., M—1, 2"* +8). 
Diese Funktion laBt sich definieren wie folgt: 
& (m,, ..-) Me—1, 6) = 7 (m,, ..., Me—1, 5), falls nm, ... my, = 0, 
E(m, +1, ..., me—, + 1,5) = a*(m,, ..., Me_1, 0, €,, ~~ + Ee—s), 
wo fir 1 =1,2,...,.k-—1 
&, = &(n, +1,..., m1 +1, 9,8 (m,, ..., me—1, 8), --., 
Bem (m,, - ++: M—1,)), 


wobei y*, a* und Bi” (§(=1,2,..,.k—1; j=1,2,...,4—4%) ausge- 
zeichnete Funktionen sind. 


€ wird also durch eine (k — 1)-fache Rekursion von der Form D’ 
definiert; nach der Induktionsvoraussetzung ist daher ¢ eine ausgezeichnete 


Funktion in bezug auf die Funktionen y", af, und so auch in bezug 
auf y, a, B{”; also gilt dasselbe fiir die Funktion 

P(N, «+ +5 My, a) = Fong Feng(- : (rng (%a(E+(n,, inthe S - 3°))). : .))); 
wie behauptet wurde. 





Sind demnach insbesondere die Funktionen y, «, Bi? in D’ 1-rekursiv, 
so ist es auch g. Wenn man demnach von den Funktionen 0 und n+ 1 
ausgeht und durch Substitutionen und mehrfache Rekursionen ohne Ein- 
schachtelung neue Funktionen bildet, so entstehen lauter 1-rekursive 
Funktionen: 

Die nicht-eingeschachtelte mehrjache Rekursion fiihrt aus der Klasse 
der l-rekursiven Funktionen nicht hinaus. 
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Daraus folgt natiirlich auch, da8 im allgemeinen aus der Definition D, 
die Einschachtelungen nicht ausgeschaltet werden kénnen, da Acker- 
mann*) ein Beispiel fiir eine 2-rekursive Funktion gegeben hat, die nicht 
l-rekursiv ist. Demnach ist D, im wesentlichen die einfachste Form, auf 
welche die k-fache Rekursion gebracht werden kann. 


§ 4. 
Das Diagonalverfahren. 


21. Die Zuriickfiihrung auf die Definition D, erméglicht eine sehr 
einfache Anordnung aller k-stelligen k-rekursiven Funktionen in eine ab- 
gezihlite Reihe: 


(P) Polar --c0 Mad, Pa Geye ooo Mado ee Gale--oM).-- 
(wobei eine Funktion auch éfters vorkommen kann). Betrachtet man 
die m-te Funktion 9,,(n,,.-.,%) = p(m,m,,...,) als eine Funktion 


der k + 1 Argumente m,n,,...,”, so gewinnt man eine Funktion, die 
nicht k-rekursiv sein kann. Sonst wire namlich auch gp, (n,,..., x), 
also auch @,, (,,...,%)-+ 1 eine rekursive Funktion, es gibe demnach 
eine feste Zahl m so, daB g,, (n,,-..,™) +1 mit o.(m,,--., %) iden- 
tisch ist. Das ist aber unméglich, da die beiden Funktionen fiir n, = m 
verschiedene Werte besitzen. 

Nun werde ich diese Anordnung wirklich angeben: es wird sich her- 
ausstellen, daB die Funktion g(m,n,,...,,) durch eine (k + 1)-fache 
Rekursion definiert werden kann. Also fiihrt die (k + 1)-fache Rekursion 
tiber die Klasse der k-rekursiven Funktionen hinaus. 

22. In §2 hat es sich herausgestellt, daS man von den 1-rekursiven 
Funktionen ausgehend, durch eine endliche Kette von Substitutionen und 
Rekursionen der Form D, siamtliche k-rekursive Funktionen definieren 
kann. 

In ,,II“ (§ 1, S.45—49) wurde bewiesen, daB sich jede 1-rekursive 
Funktion durch eine endliche Kette von Rekursionen der Form 

y(0)=1 
si p(n + 1) = a(n, 9(n)), 
Substitutionen und Umbenennungen der Argumente gewinnen |a8t, wenn 
man statt 0 und »+ 1 von den Funktionen 
Pa ’ a", My (a) 
ausgeht. Die Umbenennung der Argumente la8t sich natiirlich als Spe- 


zialfall der Substitution auffassen, falls man alle nétigen Argumente 2u 
den Ausgangsfunktionen hinzunimmt. 

















Mehrfache Rekursion. 519 


Die durch (R) definierte Funktion g(n,) entsteht durch die Ein- 
setzung : 
y(n,) = y (m,, ,, ..-, %,) 
aus der Funktion y(n,,,,..., %), die durch folgenden Spezialfall von D, 
definiert wird: 
y(m,,...,%) = 1, falls n,-n,...n, = 0, 
y(n, +1,...,m+1) = a(n,, p(m,, ,,..-, m,)). 


Ferner, wenn man sich auf héchstens k-stellige Funktionen beschrankt, 
so gentigt es, auch Substitutionen nur zur Bildung von héchstens max (2, k)- 
stelligen Funktionen zu verwenden. Ich nehme an, da8 k > 2 ist; fir 
k = 1 wurde die Behauptung schon in ,,II“ (§2, 8. 49—53) bewiesen. 
Ich gehe also von den Funktionen 


(A) n, N,, sory Mp, Pny> ni}, Mn, (n,) 


aus, die ich sémtlich als k-stellige Funktionen der Argumente n,, ..., 
betrachte, und verwende Substitutionen und k-fache Rekursionen der 
Form D,. So erhalte ich sukzessiv alle k-stelligen k-rekursiven Funk- 


tionen. 


23. Ich setze also 


Po (",, eee ny) = My sees Pr—1(M,, ore Ny) = MN, 
Px (",, «oe ey Ny) = Pn, > Pr+i(M,, sees %) = n', 
Pr+a(M,,; oon Ny) = Tn, (n,). 


Fir m > k-+2 definiere ich durch Rekursion in bezug auf m, welche 
Funktion als ¢,,(,,.-.,™) gelten soll. Es sei aleo g,(n,,..., %,) fiir 
s < m bereits bekannt, dann entstehe ¢—,,(",,...,%,) fiir 2,(m) = 0 
durch Substitution, und zwar so, daB in die Leerstellen von 
Per, (m) (M,, + -+y My) die Funktionen qa, cm) (M,,---Me)y -- > Pay, , dom) (Ms + + Me) 
eingesetzt werden. Fir 2,(m)+0 entstehe g,,(,,...,%) durch eine 
Rekursion der Form D, und zwar so, daB darin fiir a(m,, ..., %,@,, ---» @) 
die Funktion q, (m (,,-.-, %&—1, Po®- Pi! ... Pa"), fir t = 1,2,...,k—1; 
j= 1,2,...,4—¢ an Stelle von BY (n,,..., %, @) die Funktion 


? (ny (%,, «+ +> Mor, PRE > PP) 


gesetzt wird. (Af? ist das “—")-(2*—" + j-te Glied in der Reihenfolge 


(1) » . g@ a 4, . k—1) 
boetere —Is leteters k—2> —s ). 
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In der so definierten Folge (F) kommt eine jede k-stellige k-rekur- 
sive Funktion mindestens einmal vor, und zwar mit einem Index > k + 2. 
(Dies sagt nur fiir die Ausgangsfunktionen (A) mehr aus als die ur- 
spriingliche Behauptung.) In der Tat gilt das fiir die Ausgangsfunk- 


k—-1 
tionen (A), da fir m= 0,1,....k+2 m’ = 3"- J] pi, , gewiB groBer 
i=0 


als k-+- 2 ist, also py (m,, ..., M,) AUS P,,(M,, ..., %) durch die ,,identische 
Substitution“ entsteht (nimlich durch Einsetzung von n, fiir n,,..., 
n,; fiir n,), und so mit diesem identisch ist. Enthalt ferner die Folge (F) 
die Funktionen «(n,,..., my), B,(m,, .--» Me), «++» Be(m,, .--, %) mit einem 
Index > k + 2, ist also fiir gewisse i, j,....,j, > k++ 2 


a (M,, ..-, Me) = He (M,, ---, My), By (M,, ~~ -> Me) = Py, (M,, ~~ + Meds - + +s 

By (my, «+ +5 Me) = Pj, (My, ~~ +5 Me): 
so gilt 
a (B, (m,, .- +5 %), ---, Bae (m,, -.-, Me)) = Pv (M,, ---, Me), 


k 
wov=3-]] p;'.. 


i=1 


also ist auch die aus «, #,,..., 8, durch Substitution entstandene Funk- 
tion in der Folge (F) enthalten. 

Im Rekursionsschema D, kommen die 2 k-stellige Funktion 
a(m,,..., My, @,,-.-,@) und auBerdem die (k + 1)-stelligen Funktionen 


f” (m,, ..., %, a) vor. Nun entsteht aber im allgemeinen eine (k + r)- 
stellige k-rekursive Funktion g(n,, ..., m, @,,...,4@,) aus der k-stelligen 
k-rekursiven Funktion y(n,, ..., %) = p(m,, ..., Me—1, % (mx), 7%, (Mm), -- -» 


7, (m,)) durch Einsetzen von p**- p*!...p*r an Stelle von m; nehmen 
wir an, da a,f\ fir i= 1,2,...,k-—1; 7 =1, 2,....k—i der Reihe 
nach aus 

% (m,, ..-, M), ay (m,, .- +, %) 


so entstehen, wo die Funktionen x, aj? schon mit einem Index > k+ 2 
in (F) vorkommen; daB es also solche u, of? >k+2 gibt dab 


x (my, ..-5 %) = Qulm,,-.,™); Alm, ....m) = Goi (Myy «+o» Me): 


Dann gilt fiir die aus a, ff’ mit Hilfe des Rekursionsschemas D, ent- 
stehende Funktion: 


k—1 Bt 4) 
Pp (M,, -- +> M%) = Pol, ..-, My), Wo w= 2" JJ TT vp’ - 
(mi jar G—UGE—O, 
2 
also ist diese auch in der Folge (F) enthalten. 
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24. Die Definition der Funktion 9,,(n,,...,m,) = yp (m, n,, ..., M) 
lautet explizit aufgeschrieben: 
n,, falls m = 0, 


, . eS Sew 8 Ss 


nm, falls m= k—1, 

Pn, » mo k, 

nm » m=k+l, 

Nr, (W,),, m= k+ 2, 

p(x, (m), p(%4(m), r,, ..., Me)s 0-5 P(e Ha (ma), m,, .-+5 Me), 
falls m > k + 2, m ungerade, 

1, falls m > k + 2, m gerade, n,-n,...m = 0, 


= _ mk 1 i Py (IM, My ye Mp? 
p(m, N,,...,%) = Y (7% (m), m,—I1,..-,m%-1—1, p, Py 
Pf dy My yee ME), POM, My yoy Meg My 1) 
79 Tene Pr ), 


falls m > k-+- 2, m gerade, n,-n,...m + 0, 
wo fir: = 1, 2,...,.k—1, 


Yi (mM, N,, .. +5 NM) = p(m, M1, +++) W—1, %, — I, 


P (24-1 ar-v s (m),,—1,.... m-, —1, 
2 
Y (M, My 5 +005 MK ~1, ™ _ 


Poe 


P (%i—v ako én ,(m), a es a F 
2 


“* 


nmp—i 


Po 

Diese Definition ist tatsichlich eine (k-+ 1)-fache Rekursion, und 
damit ist die Behauptung bewiesen: 

Die (k+-1)-fache Rekursion fiihrt iiber die Klasse der k-rekursiven 
Funktionen hinaus. 

Es treten sogar bei dieser Rekursion auf der rechten Seite auBer 
den Werten von ¢ lauter 1-rekursive Funktionen auf. Das dndert sich 
auch dann nicht, wenn die Definition auf die primitive Form zuriick- 
gefiihrt wird. Es lat sich also jede (k — 1)-rekursive Funktion aus 1- 
rekursiven Funktionen durch Einsetzungen und durch eine einzige solche 





¢ ‘pdiiiniat delist 
P, ) 6 


Definition D, aufbauen, worin « sowie simtliche fj’ 1-rekursiv sind. 
Werden die einzelnen Schritte, die bei der Zuriickfiihrung der obigen 
Definition von g auf die primitive Form D, nétig sind, naher betrachtet, 
so ist daraus leicht einzusehen, daB jede (k — 1)-rekursive Funktion in der Form 
y(n, ...,m) = v(m, ---, Mr, 9(4, (m,, ..., Mm), -- +5 Se—a(M, «+ +» ™))) 
geschrieben werden kann, wobet p(n,,..., %—,) durch eine Rekursion von 
der Form D, definiert wird und dabei similiche Funktionen «, B;, y und 
6; 1-rekursiv sind. 
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§ 5. 
Die explizite Form. 

25. Nun werde ich beweisen, daB eine jede k-rekursive Funktion 
y (n,, ..., 1) in der ,,expliziten“ Form 

y(n,, ...,%) = «(4 (B(z, n,, ..., m))) 
geschrieben werden kann, wo a(n) eine 1-rekursive Funktion und B (m, n,, ..., n,) 
eine l-rekursive Beziehung ist (d.h. eine Beziehung von der Form 
B(m, n,, ..., ™) = 0 
mit l-rekursiven 8), fiir die es zu jedem n,,..., m, ein m gibt derart, dap 
B(m, n,....m) zutrifft; sogar wird sich ergeben, daB fiir jedes solche m 
y (n,, ..-, %) = a(m) 
gilt. Diese Behauptung werde ich (im Hinblick auf das SchluBergebnis 
des vorigen Paragraphen) zunichst fiir eine Funktion beweisen, die 
durch eine Rekursion D,: 
yp (m,,---, %) = 1, falls n,-n,... nm = 0, 
gy (mn, +1,...,% +1) = a(n, ..., Mes Dis -- +> Peds 
wo fir « = 1,2,...,k 
Ps = Pa (My, -- -» Me) 
= p(n, +1,...,%—-,+ 1, m4, BY (my, «5 Mes p (m, +1, .-., m1 + 1, m)), 
a By. (n,, va ey Mey Y(m, + 1,..., Mm» +1, m))) ; 
a, Bj? (fir i = 1,2...,4 —1; 7 = 1,2,...,k — i) rekursiv, 
definiert wird. 

Der Grundgedanke des Beweises — der. wie in der Einleitung schon 
erwihnt, von Herrn v. Neumann stammt — ist folgender: zu jeder ge- 
gebenen Stelle (m,,...,) gibt es eine ,,Berechnung des Funktionswertes 
von @ an dieser Stelle, d. h. eine endliche Folge von Gleichungen der Form 

p(n, ..., nf) = w® (t = 1, 2,..., 0), 
die aus D, direkt oder vermége friiherer Gleichungen der Folge zu ent- 
nehmen sind, wobei n” = a ny = m ausfallt; ist umgekehrt eine 
solche Berechnung gegeben, so kann man daraus den Wert von  (n,, . . ., %;) 
= w" ablesen. Statt ,,Gleichung p(n}, ..., nf?) = w* kann man hier 
ebensogut ,,(k + 1)-tupel (ni, ..., ni, w®) sagen. Ordnet man nun alle 
(% + 1)-tupel und die endlichen Folgen von (k-+ 1)-tupeln auf geeignete 
Weise in eine abgezihlte Folge an, so stellt sich die Eigenschaft einer 
Folge von (k + 1)-tupeln, eine Berechnung von (n,,...,™%) zu sein, als 
eine rekursive Beziehung zwischen dem Index m der betreffenden Folge 
in jener Anordnung und »,,...,” dar, und man gewinnt »(n,, ..., m) 
ebenfalls in rekursiver Weise aus m. 
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26. Zuerst ist also folgender Hilfssatz zu bewcisen: 
Zu jeder Stelle n,,...,% gibt es eine endliche Folge 


(ni, ats ni? w”), 
(2) (2) 

F) (ny, ..., mp, w), 
(n{? pee . &, w) 


von (k + 1)-tupeln mit n\? = n,,..., ni? = m, und von folgender Bigenschaft 
B (,,Berechnungseigenschajt‘‘): 
Es ist fiir t = 1, 2, 3,...,1 entweder 


nn? nP = 0 und w” = 1, 


oder n\-ny...nf + 0 und zugleich gibt es Zahlen 1 < u,,...,% <t 
derart, dap 
w” = a(n? —1,. _— l,w 


und fiir i = 1, 2,...,k 


% falls j < i, 
—1, falls j =i, 
5 s(n —1,...,nf —1, w), falls i<jsk. 
Ist (F) eine Folge der Bigmeshaft B, so gilt fiir t =1,2,...,1 


(o @ 1) 
w=9 (n;’, «> My )- 


Die erste Behauptung gilt offenbar fir N,-M, ... % = O (man wihle als 
(F) die Folge mit dem einzigen Glied (n,, ...,,1)). Angenommen, da8 
sie fiir alle Vorginger der Stelle (n,,..., m) gilt, wo n,-n,...m™ + 0, so 
gibt es zunichst eine Folge (F,) von (k-+ 1)-tupeln von der Eigen- 
schaft B mit einem letzten Glied von der Form 
(m,, ---, M%—1, %—1, WM), 
ferner weitere Folgen (F,), ...,(F:—1) von der Eigenschaft B, so daB das 
letzte Glied von (F,) die Form 


(u,) (up) 
eer »”), 


nt) — 
j 


(n,,...,%—1, %— 1, PO (m, —1,..., m — 1, wm), ..., 
BE. (n, —1,...,m% — 1, w,), w,) 


besitzt (¢ = 1, 2,...,k—1). Setzt man diese Folgen (F,), . .., (F,—:), 
(F,) hintereinander und fiigt das (k + 1)-tupel 
(n,,...) %, a(m,—1,...,m—1, w,, ..., We) 

hinzu, so gewinnt man eine Folge (F) von der verlangten Beschaffenheit. 
In der Tat folgt die EKigenschaft B fiir das letzte Glied der Folge aus 
seiner Konstruktion, fiir die tibrigen Glieder aber aus der Eigenschaft B 
derjenigen Folge (F,), der das betreffende Glied angehért, so daB die 
Behauptung auch fii die Stelle (n,,...,,) zutrifft. 
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Die zweite Behauptung gilt zunichst fiir n{?. nf? ... ni? = 0 (also z. B, 
fiir ¢ = 1), da dann auf beiden Seiten 1 steht. Es sei die Behauptung 
fiir alle u < t (<1) statt ¢ giiltig und es sei n{”-nf’... nf? + 0; dann gilt 
sie auch fiir ¢. In der Tat ist zunichst 


(up (u,) i (t) (® 3) 
wo — p(n’, cers ny *) =¢@ (n, precy Me—1, ME — 1), 
aleo gilt far i = 1,2,...,k—1 
w"? = g(m”,...,m *) 
= p (ny, erey Mya» ny — 1, 
Br (n? —1,..., nf —1, p(n, ..., nf, nf — 1), 


cee be. (ay — ,, rey ni ia 1, p (ny, con te. I> ny = 1))), 


daher nach der Definition von 


w” = a(n’ —1, ..., nf’ —1, w™, ..., w™) 
= p(n’, ooup My) 
27. Einer Zahl m > 1 ordne ich das (k + 1)-tupel 
(2, (m), ..., 2% (m), 7, (m)) 


zu; dann ist jedes (k + 1)-tupel (wenigstens) einer Zahl > 1 zugeordnet 
worden, namlich das (k +- 1)-tupel (m,, ..., ,, w) der Zahl m = 2”-3"... Pr. 
— Ferner ordne ich jeder Zahl m >2 auch eine endliche Folge von 
(k + 1)-tupeln zu; die Folge niamlich, deren Glieder der Reihe nach 
den nichtverschwindenden Exponenten in der Primfaktorendarstellung von 
m zugeordnet wurden. Dann ist jede endliche Folge von (k + 1)-tupeln 
(wenigstens) einer Zah] > 2 zugeordnet worden; namlich die Folge, deren 
Glieder der Reihe nach den Zahlen m,, ...,m, > 1 zugeordnet wurden, der 


Zahl m = 2"'.3°?... 43. 
Der Zahl m wurde dann und nur dann eine Folge von der Eigen- 
schaft B zugeordnet, wenn folgendes zutrifft: 


(1) m > 2, 

(2) es ist fiir ¢< m entweder 

(2,1) a,(m) = 0, oder") 

(2, 2) M1 (M) + %ae(M)... Aee(m) = O und zy (m) = 1, 


(2, 3) oder aber 2, (m)- 2_¢(m) ... 2,(m) + O und zugleich gibt es Zahlen 
Uy, - ++) Ue St—1 derart, dab 


(2, 31) My, (mM) - Hy, (mM)... Ty, (m) + O und 





14) Ich setze der einfachen Schreibweise halber 


Tap (m) = 24 (ms, (n)). 





“UOIZ_ZUNY CAWINAI-[ eure 
{(@ > snes ‘t) 


lq=o sey 7 ‘D) 2 


((7>— 9) + (q— »)) 38 = 
qt JOT (or 
a 
‘UepIeM uUEsqgolIyoses (wm) g Bunyorzog eatsmnyer oMte sje 
ZunZurpeg eyoyZesy orp uuey JOyVp “UOMYUNY oAlsMyYos oule 4Yo48s o}eg UsHUT] Joep jne ‘uepleM 4quyjesuourUIEsNZ 


t+=f 


0 = (um [ — (u) Pe = 1 (ow) a)? uy "*e) 


(1 — (ota (uc) 2 (() a (ye) “) 


t= o=In 
(ru) eae © -> “(eusy***ae y — a hiidebiantins tee 4 


U==9 


I=s o=) 


(we) ? ?ac I as) -(( ‘(ms) ?°ac) 9 + (we) * Pac 7 ) “(mpi F + (w—B) 

(,, 3unyorsyy) OF1zU10 oIp ul YorZYoIs1e UsMUOY UsFuNZuIpeg sec 
‘y SOS pHs wey (me) ey (me) ac ++“ — (we) ac) TY = (ms) fae (seg 4 
“T — (tw) Pa = (ue) 20 (2e¢ ‘2) 
‘T—2 SF sqpoy “(we) *¥ac = (ms) fae (1¢¢ ‘2) 


y¥S:S1 snF pun (g¢ ‘2) 


“((ue) In Oar f+ * *(ue) Tn, 1 ed (ws) gp f+ r — (ws) **2c) _— (ae) 209 (ze ‘z) 


Mathematische Annalen. 
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Die der Zahl m zugeordnete Folge gilt dann und nur dann als eine 
Berechnung von (n,,..., %,), d. h. ihr letztes Glied hat dann und nur 
dann die Form (n,, ...,,, w), falls auBer B(m) noch folgendes zutrifft"*): 
es ist fir 1 —1,2,...,k 

Mi 2 (m) (m) =n, 
d. h. falls 
k 
B (m) &2 © (7%; 2 cm) (m), ,) = 0 


besteht. Dies ist wiederum eine rekursive Beziehung B(m, n,, ..., ™). 

28. Aus dem Hilfssatz folgt nun erstens, daB es zu jeder Stelle 
(m,, ..-» %) eine Zahl m gibt, fiir die B(m,n,,...,™) zutrifft; zweitens, 
daB, falls m eine beliebige (etwa die kleinste) Zahl mit dieser Beschaffen- 
heit ist, so gilt, 

a(m) = 24 (m) 
gesetzt, fiir jedes n,, ..., m 
@ (M,, .. +5 %) = alm), 
insbesondere 
p (m,, «.-, ™%) = a (u,(B(z, n,, ..., m))), 

wie zu Beginn dieses Paragraphen behauptet wurde. 

Es sei nun y(n,,...,™) eime beliebige k-rekursive Funktion. Nach 
dem SchluBergebnis des vorigen Paragraphen gilt dann eine Darstellung 


y (m,, ---, m) = y(m,, ..., me, PD, (M, ~--, My ~--> Oe (My, ---, ™))) 
mit l-rekursiven y,4,, ...,,, wobei gm durch eine Rekursion von der 
bisher betrachteten Form definiert wurde. Es gibt also eine 1-rekursive 
Funktion « und eine 1-rekursive Beziehung B, so daB 
y(n, eeeg nx) = a (m) 
fir jedes m zutrifft, fiir welches B(m,n,,...,) gilt, und daB es ein 
solches m gibt. Daher gilt, 
B (m, 6, (n,, eeey mi), eee 6, (n,, eoey m)) — B’ (m, Mis sory ni) 


gesetzt, 
y (m,, ...,m) = y(n, ..., m, a(m)) 


1¢) Hier bedeutet die Funktion A(m) fir m= 2 den Index r des gréBten 
Primteilers Pp, von m; A(0) = A(1)= 0. Der rekursive Charakter von A(m) kann 
z. B. aus der Darstellung 


m m 
A(m)= ZF sg L2;(m) 
i=1 j=t 
entnommen werden; vg). auch Gédel, a. a. O.*), S. 182, Definition 7. — Man kénnte 
den Gebrauch der Funktion A(m) leicht vermeiden, etwa dadurch, daB man eine 
Folge (F) von (k-+-1)-tupeln auch dann als eine Berechnung von GY (%,, +++» %) 


betrachtet, falls ein (nicht notwendig das letzte) Glied von (F) die Form 
(n,, sey Ms, w) hat. 
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fir jedes m, fiir das B’(m,n,,...,m,) besteht, und es gibt — fiir jedes 
,, ---»% — ein solches m. 

Man setze nun 


B" (m,n,,...,%) = B’ (2, (m), n,,...,m) & y(m,, ..., m, « (2, (m))) = 2, (m); 

dann ist B” — ebenso wie B’ — eine 1-rekursive Beziehung. Offenbar 

gibt es fiir jedes m,,...,, ein m, fiir das B”’ (m, n,,...,m,) zutrifft, 

nimlich 3°. 27("» --» *1-(™)) falls B’(m,, n,, ..., %) der Fall ist. Ist ferner 

m eine beliebige solche Zahl, so gilt zunichst B’(z,(m),n,,...,,), also 
y(m,,--.,%) = y(m,,..., m, a (7, (m))), 

ferner y(m,,...,%, «(2,(m))) = 2, (m); d. h. es gilt fiir jedes solche m 


y (n,, Pauy m,) = 7, (m), 
insbesondere 


y (m,, --.,%) = My (pe (B” (x, m,,...,m))), 

wodurch die Behauptung des Beginns dieses Paragraphen auch im allgemeinen 
Fall bewiesen wurde. 

29. Aus dem Beweis ergibt sich, da8 die ,,k-rekursive Beziehung“ 
y (m,,...,%) = 0 mit’) 

(Z z) (B(z,n,, ..., m) & 2, (z) = 0) 
gleichbedeutend ist. Daraus folgt nach den Ergebnissen von Gédel**), daB 
y (n,, ees m;) = 0 

eine arithmetische Beziehung ist. 


17) (2 xz) A(z) bedeutet wie ablich: es gibt eine Zahi z, fir die A(z) gilt. 
18) A. a. O.*), Satz VII, 8. 191. 


(Eingegangen am 29. 6. 1936.) 
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Die wichtige zentrale Stellung, die der Pascalsche Satz im Aufbau 
der Geometrie hat, war der AnlaB zu der folgenden Untersuchung. 
Setzen wir die ebenen und raumlichen Axiome der Verkniipfung urd die 
Axiome der Anordnung in der Hilbertschen Fassung voraus, so gilt in 
dieser Geometrie der Desarguessche Satz. Der Pascalsche Satz liBt sich 
beweisen, wenn man entweder die Axiome der Kongruenz oder das 


*) Diese Arbeit wurde von der Naturwissenschaftlichen Fakultat der Universitat 
Frankfurt a. M. als Dissertation angenommen. 
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Archimedische Axiom hinzunimmt. Aber in beiden Fallen umfassen die 
hinzugenommenen Axiome mehr, als zum Beweise des Pascalschen Satzes 
noch notwendig ist. Das fiihrt zu der Frage, ob es Schnittpunktsitze 
zwischen dem Desarguesschen und dem Pascalschen Satz gibt, d. h. 
solche Siatze, die nicht aus dem Desarguesschen Satz folgen und den 
Pascalschen Satz nicht zur Folge haben‘). 

Dieses Problem wird mit algebraischen Methoden in Angriff genommen. 
Unter Zugrundelegung der Verkniipfungs- und Anordnungsaxiome kann 
man nach Hilbert*) durch ein Desarguessches Zahlensystem die geome- 
trischen Beziehungen beschreiben. In einem solchen Zahlensystem gelten 
die gewohbnlichen Rechenregeln, nur die Vertauschbarkeit der Faktoren- 
reihenfolge wird nicht vorausgesetzt, dagegen sind die Anordnungsaxiome 
erfiillt. 

Ein Punkt bzw. eine Gerade wird dargestellt durch ein Zahlen- 
paar (y,2z) bzw. (u,v) mit Zahlen aus dem System. Der Punkt (y, z) liegt 
auf der Geraden (u,v), wenn gilt 

y+u-z+v= 0. 

Von den Punkt- und Linienkoordinaten der in einem Schnittpunktsatz 
vorkommenden Punkte und Geraden sind ein Teil, 2,, 2, ..., Zn 
willkiirliche Zahlen aus dem vorgelegten System, und diese bestimmen 
zum Schlu8 drei Geraden, die durch einen Punkt gehen, oder drei Punkte, 
die auf einer Geraden liegen miissen. Das bedeutet, daB ein rationaler 
Ausdruck R(xz,,2,,..-,%,) in den willkiirlichen Koordinaten z,,2,,...,%n 
mit ganzzahligen Koeffizienten verschwinden muB. 

Nennen wir einen rationaien Ausdruck R(z,,2,,...,%,) mit Zahlen 
aus dem Kérper der reellen Zahlen als Koeffizienten eine Rechenregel des 
Systems, wenn jede Zahlenfolge z,, z,,..., 2, aus dem System eine Null- 
stelle von R ist, dann folgt aus jedem Schnittpunktsatz eine Rechenregel. 
Unsere oben aufgeworfene “Frage hat dann allgemeiner folgende Form: 

Gibt es Rechenregeln, die nicht in jedem Desarguesschen Zahlen- 
system giiltig sind, und die nicht die Kommutativitaét der Multiplikation 
zur Folge haben ? 

Diese Frage wird im Hauptsatz dieser Arbeit fiir ganzrationale Regeln 
mit nein beantwortet und zwar auch fiir solche Zahlensysteme, in denen 
die Division nicht definiert ist. 

In dem Beweis dazu werden zuerst nicht-kommutative Ringe ohne 
Anordnung betrachtet, deren Zahlen ganzrationale Regeln erfiillen. D.h. in 
den betreffenden Systemen gelten folgende Axiome: 





1) M. Dehn, Math. Annalen 85, S. 184—194. 
) Hilbert, Grundlagen der Geometrie, Leipzig. 














530 W. Wagner. 


1. Aus zwei Zahlen a und 6 des Systems entsteht durch Addition 
eine bestimmte Zahl c: a+ 6 = c. 

2. Za zwei Zahlen a und 6 gibt es ein und nur ein z bzw. y, so 
daB a+2=b6 baw. y+a = b ist. 

3. Durch Multiplikation entsteht aus zwei Zahlen @ und 6b eine 
bestimmte Zahl c: a-b = c. 

4. Existenz der Einheit: a- 1 = 1-a =a. 

5. a+(b+c) = (a+ 6)+.c. 

6.a+6=b6+4. 

7. a-(b-c) = (a-b)-e. 

8. a-(b+c) =a-b+a-e. 

9. (a+ 6)-c=a-e+b-e. 

10. Das Zentrum des Ringes enthilt einen Teilkérper K der reellen 
Zahlen. Im folgenden wird unter einer reellen Zahl immer eine Zahl 
aus K verstanden. 

11. Die Zahlen des Systems geniigen einer ganzrationalen Rechenregel, 
deren Koeffizienten zu K gehéren. 

Im ersten Kapitel wird gezeigt, daB die quadratischen Matrizen, 
einige Hilbertsche Zahlensysteme und die hyperkomplexen Zahlensysteme 
Beispiele solcher Ringe darstellen. Fiir diese Ringe, insbesondere fiir die 
hyperkomplexen Zahlensysteme, folgt deshalb aus dem Hauptsatz, daB in 
ihnen die Anordnungsaxiome nicht gelten kénnen. 

Im zweiten Kapitel werden die Hilfssiitze entwickelt, aus denen dann 
durch Hinzunahme der Anordnungsaxiome im dritten Kapitel der Haupt- 
satz folgt. 

Seien a und 6 zwei Zahlen aus dem jeweilig betrachteten Ring, so 
benutzen wir im folgenden das Symbol 46, fiir den Ausdruck: 


k 
6, = Z(t) (— 1)" a~"ba’, k = 0,1,32,.... 
+=0 


Wir erkennen leicht, daB ist: 
O41 = a6, — da. 


Kapitel I. 
Regeln in Ringen ohne Anordnung. 


§1. 
Regeln fiir Matrizenringe. 
Eine rationale Gleichung R(z,, z,,..., Z,) = 0 in einer Anzahl von 
Unbestimmten z,, Z,,..., Z, mit reellen Koeffizienten ist fiir ein Zahlen- 
system dann eine Rechenregel, wenn jede Zahlenfolge z,, 2,,..., Z, aus 
dem Zahlensystem eine Nullstelle von R (z,,2,,..., Zp) ist. 
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Seien a,,, Bj, fiir i,k = 1, 2,..., reelle oder komplexe Zahlen und 
seien (a,,), (8j,) quadratische Matrizen n-ten Grades, fiir die die Addition 
und Multiplikation folgendermaBen erklart ist: 


(1) (& 4x) + (Bix) = (Hex + Bix), 
(2) (44) + (Bux) = (2 a1 Bix). 


Fiir ein aus solchen Matrizen bestehendes Zahlensystem gelten dann die 
Ringaxiome 1. bis 9. der Einleitung. Die Multiplikation ist nicht kommu- 
tativ. Statt dessen geniigen die quadratischen Matrizen n-ten Grades 
folgender Rechenregel: 


N! 
(3) 2-14, 4, ---by = 0. 
Dabei ist N ="@—"+? und »,,%,..., %y durchliuft alle Permuta- 


tionen der Zahlenfolge 2,4,...,2N. Ferner gibt g, die Zahl der Trans- 
positionen an, durch die die Folge »,,»,,..., vy aus der Folge 2,4,...,2N 
erzeugt wird. 

Beweis: Wir beweisen die Giiltigkeit der Regel zuerst fiir solche 
Paare von Matrizen U, B, bei denen die Lésungen der charakteristischen 
Gleichung 


(4) \M —2E| =0 


alle voneinander verschieden sind. Gilt fiir ein solches Matrizenpaar U, 8 
eine ganzrationale Gleichung R(U,B)= 0, dann gilt auch die mit € 
transformierte Gleichung € - R (4, 8) -C-* = 0, also auch 
RCAC, CBC) =. 
Nach der Theorie der Matrizen*) kann man, falls die Lésungen von 
(4) alle voneinander verschieden sind, € so bestimmen, dab CUC—* die 


A, 0 
Diagonalform annimmt: CAC-! = * . Wir kénnen also ohne 
. « 
Beschrankung der Allgemeinheit bereits & in der Diagonalform annehmen: 
a, 0 
a=(| * |, 8=@,,). 
0 ‘On 


5) Vgl. van der Waerden, Moderne Algebra, § 109. 
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Dann ist 

—Su%= (Boel%s — a%y]), 
6, — 6,4 = (6,, [a — «,}’), 


Ss 4 ut fa es Gee 6S 2° Se a ee a Se OS 


6, = (Bye [a» — &)"), 
6, 4, = ( 2B Bre - (a, — az," * (a, — ae)" ), 


oS > 
I 
— 
6 


und es wird 
(5) 5n, on, + 9p y -_ ( E Br, B,, ts°° Bry, alts —a,,}" *[%, — a,,)"* eee 
‘= 


[ory ae a]'%). 


Zur Bestitigung der Gleichung (3) setzen wir diese Werte in die linke 
Seite von (3) ein und erhalten den Ausdruck: 


6) (2 (— UE Bot, Bry --Biy—y elt» — 24) [ar, — a] 


(%,,_,— %)'*). 
Da es nur -f = N — 1 verschiedene Klammerausdriicke [a, — a,]* + 0 
(k,h = 1,2,...,m) gibt, miissen in (6) in dem Faktor von B,,, fy, 1, ---Biy_y¢ 
mindestens zwei Klammerausdriicke [«,—«,] bis auf das Vorzeichen 
iibereinstimmen. Da die Exponenten »v,, ¥,,..., ¥y nach Definition gerade 
sind, so spielt das Vorzeichen der Klammerausdriicke keine Rolle. Daraus 
folgt mit Riicksicht auf die Definition der q,, daB sich die Summanden 
in (6) paarweise aufheben. Die Gleichung (3) ist daher fiir alle Paare 
U,B quadratischer Matrizen n-ten Grades giiltig, bei denen die Lésungen 
der charakteristischen Gleichung von & alle voneinander verschieden sind. 
Sei M’ = (a,,) eine Matrix, deren charakteristische Gleichung 
a + A,2z*-!+ A,z*-*+...+4, = 0 
mehrfache Wurzeln besitzt. Dann verschwindet die Diskriminante D(%’) 
dieser Gleichung. D(%’) ist ein Polynom in den A,, also auch in den a;;. 
Ersetzen wir W’ durch § = (/,;) = UW + y(d,,), so ist D(%) ein Polynom 
in fxs = %« + ydk,, also auch in den d,,. Dann kénnen wir die d,, 80 
wiblen, daB D(%) nicht identisch in y verschwindet. D(%) verschwindet 
als Polynom in y nur fiir endlich viele y. Sei y, der absolut kleinste 
der von 0 verschiedenen unter diesen Werten. Fiir |y,| >|y| > 0 ist 
also D(¥) + 0. Dann ist fiir das Matrizenpaar §,B die Gleichung (3) 
fiir |yo| > |y| > 0 erfillt. 
Das bedeutet, da8 n* Polynome in den f,, und f,; verschwinden. 
Da die /,, Polynome in y sind, miissen n* Polynome in y fir alle y mit 
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der Bedingung |y,| > |y| >> 0 verschwinden. Also miissen die Koeffi- 
zienten der y in den Polynomen verschwinden, also auch der Koeffizient 
ven y’, den wir erhalten, wenn wir y = 0 setzen. Daraus folgt, daB die 
Gleichung (3) fiir das Matrizenpaar §,%8 auch fiir y = 0 erfiillt ist. 
Fir y= 0 wird aber § = UW’. Also ist (3) auch fiir das Matrizenpaar 
w, B erfiillt. Somit ist (3) eine Regel fiir quadratische Matrizen n-ten 
Grades. 


§ 2. 
Regeln kleineren Grades fiir Matrizen 2. und 3. Grades. 

Seien UH, B, € quadratische Matrizen 2. Grades iiber einem kommu- 
tativen Ring. Dann gilt die Regel: 
(7) C(US — SA’ — (ABS— Suyrc = 0. 
Den Beweis fiihrt man, indem man die linke Seite von (7) ausrechnet. 
Fiir © = UW geht (7) ttber in die Regel: 
(8) 6,6, + 6,4, = 0. 

Fir den Ring der quadratischen Matrizen 3. Grades iiber einem 
kominutativen Ring gilt die Regel: 


1 
(9) 2 (— 1 U—« (4, 6, 6, + 4, 4, 4, + 4, 4, 4, 
| — 4,4,4, — 4,4, 6, — 6,4, 5,) MH = 0, 
h 
wo wieder 6, = J (*)(— 1)"&'-’ SW ist und wo U, B Matrizen des 


v=0 
Ringes sind. Zum Beweise setzen wir wie in § 1 fiir 4,, 4,,4,, die Aus- 
driicke (5) ein und kénnen dann (9) leicht bestatigen. 


§ 3. 
Regeln fiir Quaternionen und verwandte Systeme. 

Da sich jedes hyperkomplexe System durch einen Matrizenring treu 
darstellen 148t, gelten auch fiir die hyperkomplexen Zahlensysteme Regeln 
der Form (3) bestimmt dann, wenn die darstellenden Matrizen iiber 
einem kommutativen Ring aufgebaut sind. 

Z. B. werden die Quaternioneneinheiten 1, 7, k, 1 dargestellt durch die 
Matrizen: 


1+ (4 1)» §+(4 4)» k>(", 0) b+ (j 0) 
wo #* = —1 ist. Also geniigen je zwei Quaternionen a, b der Regel 
6, 6, + 6,6, = 0. 
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Nach dem im Kapitel III bewiesenen Hauptsatz fiihrt die gleich- 
zeitige Annahme, da8 die Zahlen eines Ringes sowohl eine ganzrationale 
Regel als auch die Anordnungsaxiome befriedigen solien, zu einem Wider- 
spruch. Also gilt der Satz: 

Die Anordnungsaxiome kénnen nicht gelten in einem hyperkomplexen 
Zahlensystem, das sich darstellen 148t durch Matrizen, die aufgebaut sind 
iiber einem kommutativen Ringe. 


§ 4. 
Hilbertsche Zahlensysteme. 
Seien p,, komplexe Zahlen und s und ¢ Parameter mit der Ver- 
tauschungsformel 
(10) ts = k-st, 
wo k eine komplexe Zahl ist. Ein Hilbertsches Zahlensystem wird dann 
gebildet durch die Gesamtheit der Ausdriicke der Gestalt: 


(11) a= FS pee. 


u,v=0 
Fir dieses System gilt der Satz: 

Geniigen die Zahlen eines Hilbertschen Zahlensystems einer ganz- 
rationalen Regel, dann ist die Vertauschungskonstante k eine Einheitswurzel 
und, wenn k* = | ist, ist (3) eine Regel dieses Systems. 

Beweis: Sei R(3,, 3, ---, 3m) = 0 die ganzrationale Regel, die von 
den Zahlen eines Hilbertschen Zahlensystems erfillt wird. Da R = 0 fir 
alle Zahlen des Systems gilt, kénnen wir fiir 3, darin setzen: 

(12) a = > tps 't (h = 1, 2,..., m); 
v=1 
die z,, sind mit s, ¢ und unter sich vertauschbare Unbestimmte, y, 
sind willkiirliche positive ganze Zahlen. R ist in jedem z,, ein Polynom (mit 
Zahlen des Systems als Koeffizienten). Da die z,, Unbestimmte sind, 
miissen die Koeffizienten der simtlichen verschiedenen Potenzprodukte 
der z,, verschwinden; insbesondere der Koeffizient jedes Produktes, in 
dem die z,, héchstens linear vorkommen. Sei 24, ,, Zs, --- Zag, ei 
solches Produkt. Der Koeffizient c desselben ist dann ein homogenes 
Polynom in s "tt §=1,2,...,0. Sei 
(13) S = as" tst... st, a +0 
ein Summand von c. Dann ist y,, y,,..., yo eine Permutation der Folge 
Yr, ry» Yrg rg» «++» Yagrg- Folglich kénnen wir die noch willkiirlichen y,,,, 
so bestimmen, daB gilt 
(14) «+ m- 
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Unter Verwendung der Vertauschungsregel (10) lassen wir in c alle ¢ nach 
rechts springen. Jeder Summand von c erhilt dabei einen Faktor k¥. 
Dabei erbalt c die Form 


c= d(k)s*t?, t= Ly. 
i=1 


wo d(k) ein Polynom in k ist. Nach oben gesagtem verschwindet c. 
Daraus folgt: d(k) = 0. 

Sei Ms das M von S. Dann ist wegen (14) Ms gréBer als das M 
aller tibrigen Summanden von c. Also ist a der Koeffizient von 
fiat 2g +--+ O— Diy in d(k). 

Setzen wir in (12) s* statt s, so tritt in d(k) die Potenz k statt k 
auf. Also gilt fiir alle natiirlichen A: 

(15) d(k’) = 0. 

Ist nun & keine Einheitswurzel, so folgt aus (15), daB der Koeffizient 
einer jeden Potenz von k verschwindet. Also miiBte « = 0 sein, was 
mit (13) im Widerspruch steht. Folglich kann & nur eine Einheits- 
wurzel sein. 

Wir wollen nun zeigen, da8 fiir die Zahlen jedes Systems, fiir das 
k* = 1 gilt, die Regel (3) besteht. Seien M und P folgende Matrizen: 


0k00..0 0 0100..00 
00F0..0 0 0010..00 
 f Perey es er fos Pores s ” 
0000..0k- 0000..01 
1000..00 1000..00 
wo k* = 1 ist. Dann ist: 
0 0k00..0 0 00200..0 0 
0 00F0..0 0 000F0..0 0 
R-B=1 9 po00..0K-) PB =lo0000.. o#-] 
-10000..0 0 10000..0 0 
0 1000..0 0 0k000..0 0 
Also gilt 
PM = k-M-P.z 


Seien z und y kommutative Unbestimmte und seien die Parameter s 
und ¢ eines Hilbertschen Zahlensystems gegeben durch 


s= zm, t=y-FP. 


Dann gilt 


t-s = k-s-t. 
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Jedes Zahlensystem, fiir das k* = 1 gilt, ist isomorphes oder homo- 
morphes Bild des eben beschriebenen Hilbertschen Zahlensystems. Die 
Zahlen des letzteren Systems miissen die Regel (3) befriedigen, da 
s und ¢ quadratische Matrizen n-ten Grades sind. Also geniigen die 
Zahlen jedes beliebigen Hilbertschen Zahlensystems mit k* = 1 der 
Regel (3). 


Kapitel II. 
Algebra der Regeln. 


§ 1. 
Regeln mit zwei Unbestimmten aus dem System. 

Wir legen dem Folgenden ein Desargueseches Zahlensystem ohne An- 
ordnung zugrunde, in dem die Division nicht definiert ist. Es gelten 
also die Axiome 1 bis 10 der Einleitung. An Stelle des kommutativen 
Gesetzes der Multiplikation werden ganzrationale Rechenregeln gesetzt. 
Eine solche Regel 

R(z,, %, ..-, Zq) = 0 
nennen wir homogen vom m-ten Grade in 2,, wenn fiir jede reelle 
Zahl A gilt: 

B(2,, Sq, «009 Ba—s» Ag, Beary «+> Be) = AP- R(z,, By, ..., Be). 
Unter einer homogenen Regel verstehen wir dann eine in allen Unbestimmtcn 
homogene Regel. Dann gilt der Satz: 

Satz 1: Jede Regel zerfallt in eine Anzahl homogener Regeln. 

Beweis: Das Polynom R(z,, x,,..., %,) laéBt sich zerlegen in eine 
Summe von in z, homogenen Polynomen: 


BR (B,, Bq -. +) Sq) = ~ R,(Z,, Zq, «++» %)s 
wo + den Grad von R, in 2, angibt. Da R =O fiir alle Zahlen 2, 
(h = 1, 2, ..., m) gilt, diirfen wir z, durch Az, ersetzen und erhalten dann: 
Z HB By (B,, Sas «+ +» Bq) = O. 


i 


Da A eine beliebige reelle Zahl ist, folgt daraus 


R,(%,, Z, .- +) %q) = 0. 
Wir fiihren das fiir alle Unbestimmten z, durch, womit Satz 1 bewiesen ist. 
Satz 2: Aus jeder homogenen Regel mit mehr als zwei Unbestimmien 
Z,, Ly, .++,Z_ folgt eine homogene Regel mit nur zwei Unbestimmien. 
Beweis: Geniigen die Zahlen des Systems der Regel: 


(16) R (2,, %, ..-, %) = 0, 
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so muB die Regel auch erfiillt bleiben, wenn man 2, ersetzt durch a‘b, 
wo a und b Zahlen ces Systems sind. Bei dieser Substitution geht eine 
nicht identisch verschwindende Rege) in eine nicht identisch verschwindende 
Regel mit nur zwei Unbestimmten iiber. Wir werden uns deshalb im 
folgenden nur mit homogenen Rechenregeln mit zwei Unbestimmten be- 
schaftigen. 
§ 2. 
Symbolische Methoden und elementare Substitutionen. 

Durch folgende von Herrn W. Magnus herriihrende Methode wird das 
Rechnen mit den nicht-kommutativen Zahlen sehr erleichtert. 

Ein Produkt S = a"\ba"2b...a"ba’"+! wird symbolisch dargestellt 
durch T = us . us" ose een Die Darstellung ist offenbar ein-eindeutig 
und zwar auch dann, wenn die Symbole u, kommutativ angenommen 
werden. Einer homogenen Regel R(a,b) = 0, die in a vom s-ten und 
in 6 vom n-ten Grade ist, entspricht also in dieser Schreibweise eine im 
iiblichen Sinne homogene Gleichung in u,, u,, ..., 4, +, mit der Exponenten- 
summe s. Zu beachten ist, daB u? nicht gleich 1 gesetzt werden darf. 

Gelten zwei Regeln R, (a,b) = 0 und R,(a,by = 0 von gleichem 
Grade in 6, so gilt natiirlich auch R,+ R, = 0. Symbolisch heiBt das: 

Satz 3: Gelten zwei Regeln 

G, (u,, Ug, ---5%n41) = 0 und G, (u,, u,,...,Un41) = 0, 
so gilt auch G, +G, = 0. 

Aus der Regel R(a,6) = 0 folgt die neue Regel a?- R(a,b)-at = 0. 
Symbolisch bedeutet das: 

Satz 4: Gilt die Regel G(u,,u,,...,Un+.) = 0, dann gilt auch 

G (t6,, ty, . +) Un 41) Uh UR, =O. 

Die Regel R(a,b) = 0 gilt fiir alle Elementepaare a,b des Ringes. 
Wir kénnen also irgendwelche Polynome in a und 6 mit reellen Ko- 
effizienten fiir a und 6b einsetzen. Wir wollen die gebriiuchlichsten Sub- 
stitutionen und ihre symbolische Schreibweise zusammenstellen: 

1. Substitution: Wir ersetzen a durch a + ya’, wo x eine reelle Un- 
bestimmte ist und fiir 4 die Werte 0, 1, 2,... méglich sind. Ordnen wir 
R(a + za‘, 6) nach Potenzen von yz, so mu der Koeffizient einer jeden 
Potenz von x verschwinden; insbesondere der von z'. Diesen Koeffizienten 
erhalten wir, indem wir in R(a, 6) auf jede mégliche Art in jedem 
Summanden ein @ durch a’ ersetzen. Z. B. liefert der Summand 
8 =a-a"1ba"b...ba’"*+! fiir diegen Koeffizienten den Ausdruck 


S = a{s,a"t—1+4ba'd... ba +! 4+ saba'e—1+* bash... bat! 


+... +65 4,679b ...0*ba et) '**"), 
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S’ hat in der symbolischen Schreibweise die Gestalt: 


T’ a Se so "s Sy— 1 9, *y 1 t4 tye tn+1 
=el 8, UUs... whe SATE See 
Wir erhalten also 7” aus T = au,'u,?...u,",',' durch die Anwendung 
des Operators 
ia a é 
u. =— a + ee $+ a =: 
de, +“ oy, + ss * 06,4; 
Symbolisch gilt folglich der Satz: 
Satz 5: Aus der Giiltigkett der Regel G(u,, u, ...,Un41) = 0 folgt 
die Regel 
1 @ 


s 0 a 0 
(Mise, +4 ay ++ + Un+s ie. ~;) & = 0. 


2. Substitution: Wir substituieren 6b ~ 6+ ya*b, wo x wieder eine 
reelle Unbestimmte ist. Aus R (a,b) = 0 wird dabei R, = R (a,b + x a*b) = 0. 
Ordnen wir nach Potenzen von y, so erkennen wir, daB der Koeffizient 
jeder Potenz von xy verschwinden mu8. Den Koeffizienten von y' er- 
halten wir, indem wir auf alle méglichen Arten ein 6 durch a*b ersetzen. 
Aus dem Summanden S = a-a"'b ab... ba™* * bzw. seiner symbolischen 
Darstellung T = a-u."'u’? ... u’+! wird dann 

S =a Dy a %ba%b...a%—1ba"**batt1b... bat}, 


r=1 


bzw. 
T’ Se ee Mekal OMS ut... +u/) 
= T(u +m +... +u,). 
Wir erhalten also als neve Regel 
G, = G(u,, tty, ..-, Un4i)* (ue +e +... + us) = 0. 
Nach Satz 4 gilt nun G-u,,, = 0. Nach Satz 3 folgt daraus 


G, = G,4+G4-un 4, =G@-(ui + uyt ... + uy) =0. 
Da sich jedes symmetrische Polynom von w,, t,,..., n+, Gurch die 
a+ 
Potenzsummen > ui ganzrational ausdriicken laBt, folgt also: 


k= 

Satz 6: Aus der Giiltigheit einer Regel G(u,, ty, ..., %. 41) = 0 folg 
die Regel G-S(u,, ,..., Un+1) = 0, wo S ein symmetrisches Polynom 
iM U,, thy, -. +5 Un 4 tt. 

3. Substitution: Wir substituieren b > b+ 74, wo wieder ist 


b = 2 (*)(- 1) at-"ba. 
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Den Koeffizienten von x', der verschwinden muB, finden wir, indem wir 
in R(a,6) auf alle méglichen Arten ein 6 durch 6, ersetzen. Aus 


S=aa'ba"b...a"ba™+! 
wird dabei 


S' =a > a“ba®b...a"—1 ba" db, a%+1b...a™ba™+!, 


v=1 


Der Faktor ... a’ 6,a"+1... lautet in symbolischer Schreibweise: 
3 k = sy 
jes w(2 (1 )(- 1f°ur—" 041) es... 
oder ... uy" u'r +1... (tu, — tuy4,)*. Also lautet 8’ in symbolischer Form: 


"eet... wm tt ((u, — tg)’ + (ty — ty)” +... + (tn — Un + a)*) 
= T((u, — uy) + (uy — uy)* +... + (Un — tn + 1)*). 
Der Koeffizient von ' ist also 
G, = G-((u, — u,)* + (uy — uy) + ... + (Uy — Uns a)*). 
Da sich alle symmetrischen Polynome von (tu, — %,), ..., (Un — Un +1) ganz- 
rational durch die Potenzsummen ausdriicken lassen, folgt 
Satz 7: Aus der Giiltigkeit der Regel G(u,, ty, ..., Un41) = 0 folgt 
die Giiltigkeit der Regel 
G. S((u, — Uy), (Uy — U5), «-+) (Hy — tin +1)) = 0, 
wo S ein symmetrisches Polynom in (u, — ty), (Ug — Uy), «. +, (Uq — U 4) tat. 
4. Substitution: Wir ersetzen a durch a’. Offenbar geht dabei eine 
Regel G(u,, u,,..., Un41) = 0 tiber in G (ui, u, iin me = 0. 
Satz 8: Aus der Regel G(u,, uy,..., Unz1) =O folgt die Regel 


Gui, us, ..., Was) = 0. 


§ 3. 
Stationire Regeln. 


Stationar heiBt eine Regel, wenn sie sich in folgender Form schreiben 
laBt: 


* 
Fest hr ot 
Dem entspricht in symbolischer Schreibweise die Regel: 
N 
G= 2 a, (u, _ u,)"# (us a u,)"?*.. 2 (uy — Uns ,)‘"4 = 0. 
=1 


Zur Vereinfachung fiihren wir folgende Bezeichnung ein: 


Ay = My — Meer 
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Dann hat G die Gestalt: 
N n 
G= Za, [J As. 
i=1 k=1 


Satz 9. Ist die linke Seite der homogenen Regel G (u,, u,, .. ., Un +4) = 0 

nicht durch u, ,, teilbar, so folgt daraus die stationdre Regel 
G= G ((u, — Un +1) (Ug — Un 42), ++» (Un — Un +1); 0) = 0, 
die aus G enisteht, indem wir u, durch tu, — uy , ersetzen, h = 1, 2, ..., n+1. 
Ist G durch u,,, teilbar, so ist G = 0 trivial. 

: . . 8 C7] a 

: tor (=— + ——+ ... +~———_— 

Beweis: Bezeichnen wir den Opera (ay + Tu, + +e 

mit dem Buchstaben @ und die »v-fache Anwendung desselben mit 6", 


dann ist nach der Taylorschen Formel: 
G(h) =G((u, —A), (uy —A), ..., (Un 41 —A)) = zo hy OG, 


v! 





wenn s die Exponentensumme von G@ ist. Da @ nicht durch u,,, teil- 
bar ist, verschwindet G(h) fiir A = u,,, nicht identisch, sondern nur 
die Summe der Glieder, in denen u,,, vorkommt. Andererseits gili 
nach Satz 4 und 5: u,,,-0°G=0. Also folgt aus G=0 die Regel: 


(17) @ = @((u, — ung a), (ty — Ung ads «+ +5 (Un — Un + a), 0) = 0, 
und die Exposentensumme darin ist s. Da nun ist 
Uy — Unga = Se + Mtiit... + A,, 

ist G = 0 tatsichlich eine stationire Regel. 

Satz 10: Jede Regel ist gleichwertig mit einer Anzahl stationdrer 
Regeln. 

Beweis: Nach Satz 5 folgt aus G = 0 in (17) die Regel 
(18) o’G = 0. 


Andererseits ist nach der Taylorschen Formel: 


G (u,, M%, ..-5 Hn 4s) = D2 OG ((u, — tin 4 1), - (Un — Un +1), 9). 


v=0 

Also folgt aus den stationaéren Regeln (18) wieder die urspriingliche 
Regel, w. z. b. w. 

Fiir die weiteren Betrachtungen kénnen wir uns deshalb auf statio- 
naire Regeln beschrainken. 

Der besondere Vorteil der stationiren Regeln liegt in ‘Threm Ver- 
halten gegeniiber der Anwendung des Operators 0. 

Satz 11: Die Anwendung des Operators © auf ein Polynom in 
A,, 45, .-., 4, ergibt identisch 0. 
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Beweis: Es ist*) 


n 
@ (Ap - Ay... 44") = AD eae = a 
7 


=1 

Da nun 6 A, =(s5 +36, ae + 5a) — uns) = 0 ist, ist der 
Satz bewiesen. 

Wir fiihren nun folgende Bezeichnungen ein: 
S, (u,, Uy, ---, Un+1) oder einfach S, sei die »-te elementarsymmetrische 
Funktion von w,, U,,...,Un+: Mit S,(k) soll die »-te elementar- 
symmetrische Funktion von u,,..., Up—1, Ueio,---> Unga, & = 1, 2,..., 0, 
bezeichnet werden. Zwischen S, und S,(k) besteht offenbar die Be- 
ziehung: 
(19) S, = S,_5(k)- ty ues. + S,—, (h) (ie + ues 1) + S,(K). 
Um diese Formel fiir » = 0, 1, 2 noch benutzen zu kénnen, definieren 
wir S, = 1, S,(k) = 1, S_,(k) = 0 und S_,(k) = 0. Dann kénnen wir 
folgenden Satz aussprechen: 


Satz 12: Aus einer Regel der Form 
N n 
G = P a, IT Ai = 
i=1 k=1 
laBt sich die stationtre Regel ableiten 
N n n 
2 «, (JT Ay** S 85 So-1 (k)} = 0, 


f=1- k=1 k=1 
wo @ eine beliebige natiirliche Zahl ist. 
Beweis: Nach Satz 5 folgt aus einer Regel G = 0 die Regel 
a a 


sd a r) “h 
G, =(“st4% a t+ + Un+1 yz —)@ = 0. 

Es ist 4, = % — uj 4, und folglich 
a ’ 
Tq, 4e= 0 fir o + k—1,k. 

i) P : 
Fir ut —— A’*—14 ergibt sich 
*Ou, k—1 gi 
t= A "1,41 ‘ = 10M 
“t Fu, Apta ht = — U& Sp—1,¢(Ue—1 — Uy) ® = ley el 


Ebenso 


18 as | sp4-1 s 
% 54, 4F° = Uy Sp 4 (Ue — Mey) * = “=~ 





*) Der Nenner dient nur zur Vereinfachung der Schreibweise. 
Mathematische Annalen. 113. 35 
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Fir G, ergibt sich also: 


= Self am Sin ts) mo 


i=1 k=1 
Nach Satz 6 liefert die Multiplikation von G, mit einem symmetrischen 
Polynom in %,,...,%,4 1 Wieder eine Regel. Sei S, die »-te elementar- 
symmetrische Funktion von %,, u,,..., x41, 80 gilt die Regel 
G,-S, = 0. 





Also gilt nach Satz 3: 
G= S (-1/-14,8,_, =0. 


i=0 


G laBt sich a umformen : 


Sa 0s Ul an» SLY Anes,1-08 - dah 


i=1 
Wir zerlegen darin S,_, wie rt (19) und erhalten fiir die innere Summe 
den Ausdruck 


Z {((— 1)e—? (ut na Uh + 1) Uy Up + 1 So—a—2 (k) 
— (— 1°47? (up ** — ae) 8-2-1 (8) 
—(— 18727 (ae? — FD) te the ¢ Spi, (B) 
+ (—1)°7* (ue — we + 1) Sp (B)). 
Wir erkennen, da8 wir in der pM Klammer das negativgenommene 
zweite Glied aus dem vierten Glied erhalten, wenn wir darin 4 +1 statt 
A setzen. Bei der Summierung heben sich diese Glieder also auf bis auf 
das zweite Glied fiir 4 = @ und das vierte Glied fiir A = 0, die beide 
fiir sich Null sind. Ebenso heben sich bei der Summierung das erste 
und dritte Glied weg bis auf das erste fiir 4 = 9 und das dritte fiir 
2=0. Von diesen beiden verschwindet das erste, und fiir das letztere 
erhalten wir: 
(— 1)?—? (uy — Uy y 1) Sp—1 (&) = 4, S,_, (R)-(— Ie? 
Daher wird offenbar aus G = U: 
G = (—1y— Yau( IT Ayre P3 8; S,—,(k)} = 0, w. 2. b. w. 


i=1 


§ 4. 
Stationire Regeln mit Leitglied. 


N n 
Die linke Seite der stationiren Regel G = ¥ a, J] Aj** = 0 ist ein 


i=1 k=l 


homogenes Polynom in 4,, 4,,..., 4,. Es liegt daher nahe, ein Leit- 
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glied zu definieren. In dem Polynom @ sei der Summand a,]T Aft das 


k= 1° 
Leitglied, wenn t > %; (k = 1, 2,..., ») ist fiir alle 4, fiir die ¢, = s, 
(u = 1,...,&—1) ist. Es gibt stets genau ein Leitglied. Dann gilt der 
Sctz: 
Satz 13: Aus jeder Regel folgt eine stationdre Regel, in der fiir die 
Exponenten t, des Leitgliedes die Beziehungen bestehen: 


(20) E42 F ue 0 = 1,2..." und i=1,2,...,N. 
u=l a=1 


Beweis: Die Ungleichung (20) ist nach Definition des Leitgliedes 
von G fiir 9 = 1 erfillt. Es sei 1< A<m. Angenommen, (20) gelte 
fir 0 <h und alle i = 1, 2,...,N, aber nicht fir 9 =A. Sei M das 


4 
positive Maximum von D, = J (s,,—t,) fir i= 1,2,....N. Wir 
a= 


wollen aus G = 0 eine stationire Regel ableiten, fiir die das Maximum 
von den entsprechenden Ausdriicken D, héchstens gleich M — 1 ist und 


N i 
(20) ebenfalls fiir 0 <h gilt. Nach Satz 12 folgt ausG= > a, J7A4,** = 0, 
i=1 k=1 
indem wir dort @ = h+1 setzen, die Regel: 


N n n 

G, = Z a,| IT 4,** 2D 8x4 Sy (k)} = 0. 
i=1 k=l k=1 

Nach Satz 6 folgt aus G = 0 auch die Regel G, = G-S, = 0, und daher 

gilt nach Satz 3 die Regel: 


N n " 
G, = G, _ z-G, = 2 ay UT A.M 2 (8, 8, (k) _ z+ S,)} = 0, 


wo z eine noch zu bestimmende reelle Zahl ist. 
Um zu einer stationéren Regel zu kommen, beachten wir, daB aus 


G, = Odie Regel OG, = 0 folgt. Da @” JJ 4,**= 0 (vy = 1, 2, ...) ist, so heibt 
k=1 


das 


N n n 
B ay {i7 Ayr , (8x4 oe” 8, (k) —z:-o0" 8,)} az 0, 
i=1 k=1 k=1 


Da wir jede Regel nach Satz 4 mit wu’, multiplizieren diirfen, gilt auch 


N n . . 2 (— 1)’ u) 
G,= La (IT A YY —{*= (6.9 8, (k) — 2"8,)} = 0. 
i=1 k= 1 k= 1ly=0 


Nach der Taylorschen Formel ergibt das: 


Q1) = Za HAs E(o4.8k (b) — 2-82) = 0, 


35* 
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wo Sf(k) und Sf aus S,(k) und S, entstehen, indem wir darin u, — u, ,, 
setzen statt u, fir A= 1,2,...,.n+1. Da 
Uy -- Uni 1 = A; +- Miait eee + A, 
ist, so ist G, = 0 tatsiichlich eine stationire Regel. 
Si(k) ist die h-te elementarsymmetrische Funktion der 


cP ds owt. S, 0b +h 3488668;.c06L 


= 
Das Leitglied von 3 s,,S¢(k) ist daher 4,4,...4,- 3° %,. Da 
k=1 k=h+1 
A, 4, ... 4, das Leitglied von Sj ist, so ist 
A, 4, ... Ay ( = 845 — n° 2) 
=h+1 


k 
das Leitglied von 5° (s,,St(k) — z-St), falls 
k=1 
Das Leitglied von G, lautet infolgedessen: 


= %i— ne + O ist. 
k=h+1 


® th +1 t9+1 tpa+1 4t t t 
1 2 h A+1 h+2 n 
a( 2 ty — nz) Se Sk ea 6 


Seien o, die Exponenten der 4, irgendeines Summanden von G,, 80 
hat D, fiir G, die Gestalt: 


D, = a fir osh. 


asl 


Fiir die Untersuchung des Maximums von D, ist also das Maximum 


von by o, zu bestimmen. Seien 2,, die Exponenten der 4, eines Sum- 
a=l 


manden von 5 (s,,Sk(k) — z-Sf), so folgt aus (21) fiir den ent- 
k=1 
sprechenden Summanden von G,: 
¢ 
5 Co, = P43 (8u¢ + %y;)- 
u=tl a=l 


Da in jedem Summanden von Sj(k) und Sf die linearen Formen b> A, 


‘=n 
nur linear als Faktoren auftreten, und nur in héchstens @ von diesen 
einer der Ausdriicke 4,, 4,,..., 4, vorkommt, ist 9 das Maximum 


¢ 
von 2 2,,. Das Maximum kann nur erreicht werden fiir solche Sum- 
a=1 


manden, die hervorgehen aus Produkten, in denen IT Dy A, als Faktor 
enthalten ist. Fiir D, erhalten wir: Pee ae 


D, = zr (Sy — ty); 
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d. h. 


fir o<h ist D, = 0, 
fir o@=h ist D=M. 
h 
Damit D, = M ist, mu8 sein Y 2,;,=—h. Das ist nur bei Summanden 
“sl 


h n 
méglich, die von dem Summanden JJ J A, von s,;S}(k) — xSf her- 


“=lr=u 
h n n 
rihren. Der Koeffizient von JJ 2 4, in J (8,,S%(k) —x-Sh) ist 
k=1 


a=l v=m 


K= SD a, —asz. 


k=h+1 


h 
Damit D, = M ist, ist weiter notwendig, daB J (s,; —t,) = M ist. 
a1 
D. h. ’ 
h h 
(22) > &i= M+ 24 = 2 
“=1 a= 
Definieren wir nun z durch die Gleichung 
nza=s—T,s= } aoe 
k=1 


so verschwindet der Koeffizient K genau fiir die i, fiir welche (22) er- 
fillt ist; z. B. nicht fiir das Leitglied. D.h.: Es ist entweder 


h 
Luise T-1 
“=1 


A 
oder fir DY s,,; = T ist 


“at 


h 
p 4 Mui s hk—1. 
u=1 
Also ist 
D,=< M —1. 
Durch geniigende Wiederholung dieses Verfahrens erhalten wir eine 
Regel G, = 0, fiir welche gilt 


Ds 9° fir alle pSn-1. 
Da wegen der Homogenitat der Regeln fiir alle i gilt 


n n 
z ty = 2 Suis 
“=1 ‘s=1 


sind die Ungleichungen (20) fir G, im Intervall 1 < 0 < n giiltig. 
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§ 5. 
Stationire Regein mit nicht verschwindender Koeffizientensumme. 
Satz 14: Aus einer stationiren homogenen Regel 


om Fah a 

folgt eine ebensolche Regel 
= Ea; i At 
i=—1 k=l 


mit dem Leitgiod «i iT 4 Sin der die Kedfisitmemms © oh + 0 tt 
i=1 

und die Saddles dite 

(23) £6 z= SF tic pai é=1,3,..., 


k=1 
Beweis: Aus G = 0 folgt nach Satz 8 
Ew IT (ui — wh 1) = 0. 


fmt k=1 


Wegen Satz 9 folgt daraus: 


(4) @ = E04 TT (ty — We — (tng — tn a) = 0. 


i=1 k=1 


Nun hat (wu — u,4,) = 4, + 444; +... + 4, als Polynom in A, die 
Koeffizientensumme n+1—k. Also ist die Koeffizientensumme der 
linken Seite von (24): 


(25) E ay I (m — + 1 — (nm — byes, 


i=1 
I, = fl ((n —k + 1) — (mn — ky’ pes 
k=1 
kénnen wir als Linearform in den Exponentialfunktionen 
2d (rine + 1—B) + 9p, Inn — Bb) 


auffassen, wo die nicht negativen ganzen Zahlen 1, und %, alle Lé- 
sungen der Gleichung t, + 9, = %, durchlaufen. 


Da nach Satz 13 aus G = 0 eine andere stationire Regel foalgt, in 
der die Exponenten ¢, des Leitgliedes die Ungleichungen 


Sane Fn, fiir e=1,2,...,% 
=1 t=1 
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erfiillen, kénnen wir bereits fiir G diese Eigenschaften ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit voraussetzen. Nun ist wegen %,-+ O., = 84: 

E (sacl (n +1 — B+ Orla (n — B) SF syein(n +1 — b, 
Weiterhin ist 
EF ginn+1—b— F alan + 1—b = F yg olan t1—b. 
Es sei 


PAC — 84) = (@ = 1, 2, ..., ). 
Dann wird 


2 e— sad in (n+ 1 — 8) = "Eglin (n + 1 — @) — In(n — 0) 


Da die w, > 0 sind, aber nicht alle w, gleich Null sind, ist diese Summe 
positiv, also 


Z tin(n +1—k) > F asain +1—k). 


Da e* fiir 4 o stirker als const -e’? wichst fiir « > £, wichst 
das J7, des Leitgliedes starker mit 4-+ o als die J7, der iibrigen N — 1 
Glieder. Das ergibt nach (25) fiir hinreichend groBe 4 eine neue Regel 
mit einer von Null verschiedenen Koeffizientensumme. Setzen wir in (24) 
My — tings = Set Anya +-.. + 4q ein, 80 sehen wir, daB a, [7 A," 

k=1 

das Leitglied von @ ist und fiir die Exponenten von @ die Un- 
gleichungen (23) gelten. 


§ 6. 
Stationire Regeln mit Hauptglied. 

Es bedeute F™ das aus F® = nA, + (n — 1) 4,+ ...+ 4, durch 
eine mit y bezeichnete Permutation der Zahlen 4,, 4,,..., 4, ent- 
standene Polynom. jy ist eine der Zahlen 1, 2,...,! und ~ =1 be- 
zeichne die Identitét. Dann gilt folgender Satz: 

Satz 15: Aus einer Regel 


N n s 
G= La I] 4, =0, n> 1, 
i=1 k=1 
folgt die stationdre Regel 
G-A, J] (F® — Fw) = 0. 
vs 
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Beweis: Nach Satz 6 folgt aus der Regel G = 0 die Regel 
G -(u, + uy, + oes + Une.) = 0. 
Weiter gilt nach Satz 4: 


Daraus folgt die Regel: 
G -((n + 1) u, — (u, + 4, +... + ne) 
= G-(n A, + (n — 1) 4, +... + 4,) 
=G-F® = 0. 
Bezeichnet » eine Permutation der 4,, 4,, ..., 4,, bei der F™ in FM 
iibergeht und A, = Af” in Af”, dann sind 


G-u, = 0. 


K®=H¢t-F), KH=2KW 


und 
ay ) 


A, () = K(t) ee — 


v=1 
Polynome in ¢ mit symmetrischen Polynomen in 4,, 4,,..., 4, als 
Koeffizienten. Daher ist 














a 4, (F) 
= K’ (FP) 
oder 
a) 7 D(F) 
4,’ -D(F) = By (FP) = pt , 
wo 
D(F) = I] (F® — Fe) 
ve 
ist. Nun ist 27) gin in FO, FO, ... Feo trisches Pol 
- Nun ist — FD) ein in : symme es Polynom. 
Infolgedessen lé8t sich om ganzrational ausdriicken durch die Potenz- 
summen s, = > (Fy), A= 1,2,.... Da a, = ( 5 (Fy) — (FM) ein 
v=23 v=1 


Polynom in F®) mit symmetrischen Polynomen in FY, F®, ..., F™ und 
folglich symmetrischen Polynomen in 4,, 4,,..., 4, als Koeffizienten 
ist, ist auch ==) ein solches und daher auch 








K' (PF) 
D(F 
H, (F)— ms = At? D(F). 
Also folgt aus G = 0 nach Satz 7 und dem oben Bewiesenen: 
G - A? - D(F) =0. 
In einem homogenen i 
s a, IT 4.“ 


i=1 k=1 
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soll das Leitglied ia 
TA: 
dann eigentliches Hauptglied heiBen, wenn die ¢, folgende Ungleichungen 
erfiillen: 


by £ = by Sept 
k=1 k=1 


WO C,, Cy, ..., © irgend @ verschiedene Zahlen der Folge 1, 2, ..., » sind 
und das >-Zeichen gilt, wenn die Folge c,,¢,,...,¢, keine Permu- 
tation der Folge 1, 2, ..., @ ist. Wenn das Gleichheitszeichen gilt, ohne 
daB die Folge c,,¢,,...,¢, eine Permutation der Zahlen 1, 2, ..., 0 
bildet, so nennen wir das Leitglied ein uneigentliches Hauptglied. 

Satz 16: P und P’ seien homogene Polynome mit eigentlichem oder 
uneigentlichem Hauwptglied. Dann hat P” = P-P’ ein Hauptglied, nimlich 
das Produkt der Hauptglieder von P und P’, und dieses ist eigentliches 
Hauptglied, wenn von P und P’ mindestens eines ein eigentliches Haupt- 
glied besitzt. 

Beweis: Seien s, und s die Exponenten irgendeines Gliedes und 
t, und ¢ die Exponenten der Leitglieder von P und P’. Haben P und P” 
Hauptglieder, so gelten jedenfalls die Ungleichungen: 


(26) Saexzian LexzFu. 
k=1 k=1 k=1 k= 
+=1,2,...,N und 0 = 1, 2,..., m, wo ¢,, ¢, ...,¢, eine Permutation 
der Folge 1, 2, ..., » ist. Daraus folgt: 
@ , 
(27) JE e+) SF Croue + ted 


Da nun s,,,+ 8, die Exponenten eines jeden Gliedes des Produktes 
P” = PP’ sein kénnen und da das Leitglied L von P” dem Produkt 
der Leitglieder von P und P’ gleich ist, bedeuten die letzten Un- 
gleichungen, daB L eigentliches oder uneigentliches Hauptglied von P” 
ist. Besitzt P ein eigentliches Hauptglied, so gilt in der ersten Un- 
gleichung (26) das >-Zeichen, wenn c,, ¢,, ..., ¢, keine Permutation der 
Folge 1, 2,...,@ ist. Dann gilt auch in (27) das >-Zeichen, wenn 
C,, Cy, --+» Cy keine Permutation der Folge 1, 2, ..., g@ ist. Folglich ist L 
eigentliches Hauptglied von P”. 

Satz 17: Aus einer stationdren Regel lapt sich eine solche mit 
eigentlichem Hauptglied ableiten, in der die Koeffizientensumme nicht ver- 
schwindet. 

Beweis: Nach Satz 14 folgt aus einer stationiren Regel eine Regel 
G= La VA Ai =0, E 8; = 8, 1 = 1,2,...,N, in der die Exponenten ¢, 

=1 


i=1 k=1 
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des Leitgliedes «, HT Ast die Ungleichungen erfillen: 


(28) E42 Fa, tir e =1,2.. 9 und é = 1,2,...,N. 


k=l 


AuBerdem verschwindet die Koeffizientensumme nicht. 
Nach Satz 15 folgt daraus die Regel: 
(29) G, = G.(D(F)P*—”* A3°—* ap@-**.... ABo, = 0. 
Wir wollen nun zeigen, daB D(F) ein uneigentliches Hauptglied besitzt. 
Sei V, das Produkt der Faktoren von D(F), in denen 4, vorkommt, 
und V, fiir r = 2,3,...,n—1 das Produkt der Faktoren von 2) | in 
TT vy, 


k=1 
denen 4, vorkommt. Dann ist 


D(F) ='T7 V.. 


r=t 


Der Grad von "TI Vs ist das n!-fache der um 1 verminderten Anzahl der 


iit der GréBen A,, 4,,..., 4,, bei denen die GréBen 
A,, 4,,..., 4p—, fest bleiben. Der Grad von V, ist daher 

(30) Gr = ni ((n +1—r)! —(n—7r)!). 

Das Leitglied von V, ist eine reine Potenz von 4,. Da V, homogen in 
A,, 4-41, +++, 4, ist, hat das —e von V, die Form z, 4/", wo ty 


eine ganze Zahl ist. Also ist z - "Ax , wo x eine ganze Zahl ist, das 
r=) 
Leitglied von D(F). Sei £ Wi Af ein beliebiger Summand von D(F). 
k=1 
Dann gilt 


(31) tus < 2m,  . 


WO ¢,,¢,,...,¢, eine Permutation der Zahlen 1, 2, ..., ist. Denn s §., 
k=l 


ist eine untere Schranke fiir die Anzahl der Faktoren von D(F), in denen 
eine der GréBen 4, , 4,,,.--, A,, als Summand vorkommt. Nun ist die 
Héchstzah] der re in denen eine der GréBen 4. » 4, — . 
vorkommt, gleich dem n!-fachen der Anzahl der Perpetationse der 
GréBen A,, 4,,..., 4,, bei denen mindestens eine der GréBen 4, A. + 

A,, nicht in sich tibergeht. Diese Héchstzahl ist also n! (n! — (n — 0)!). 
Nun ist nach (30) 


Zo = ni(n! — (n — o)!), 
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womit die Ungleichung (31) bewiesen ist. Folglich hat D(F) ein uneigent- 
liches Hauptglied. 

Sei By I Abe irgendein Summand und BH At das Leitglied des 
Polynoms 
R= Sagi Apt at" apo"... ats, 


t=1 k=1 
Dann ist 
ha = 84 + 2(n — k)s, 
P Ge = +2 (nm — k)s. 
Daher ist 


2 G— Iq) = Ea - 04d 4 28 F (4b. 


Da far 2 ( —k) = 0, also wenn ¢,,¢,,...,¢, eime Permutation der 
=1 
Zablenfolge 1, 2,...,@ ist, aus (28) 
AC cs 80,3) = 0 

folgt, so ergibt sich 

2 (G— Pq) Z 0 fir Fe —b) = 0. 
Andererseits ist 

Zit — a> — Eas =-5 

und daher 

Z@- P,) > 0 far 2 (a —k)>0. 


Damit ist gezeigt, daB das Leitglied von R eigentliches Hauptglied ist. 
Da D(F) ein uneigentliches Hauptglied besitzt, so folgt nach Satz 16, 
da8 G, = R- D"~—* ein eigentliches Hauptglied hat. 

Der Grad von G, ist 


$+ 2nl(n!—1)(4)s+2($)s =stn-e, 


wo c = (n!n!—n!+1)(m—1)s, also eine positive ganze Zahl ist. 
Das Leitglied von G, hat die Form: 


a TT At, j= 4+2(n—Bst or 


k=1 


Wir entaehmen daraus, da8 ist 
(32) by — ty > 284+ tees — tea, 
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Dann ist 
: ‘ +1 

(33) — yYu-w = (% — &), o = 1,2,...,n—2. 
e t=1 @ k=1 


Aus (32) folgern wir noch 


"Eth —h) > (mn — 1) (&j —%) + n(n —1)8 
oder 


n-—1l1 
Ra , ' 
s6¢-Y- say D (i; —&) +s <0. 
Also gilt 

n—1 n—1 
ra 2 (i— 4) > — BA (tt; — t) +2 (4—b) 

k=1 k=1 

n-—tl1 


1 se 
-w es (&—&)+s = ~ D i—t) +e. 


k=1 


Wegen (33) folgt daraus unter Beachtung der Definition von c: 


l , “ ’ 
(34) 1 > + DS G-—t)+2= c+s, 9 =1,2,...,.n—1 


k=1 k=1 


Aus G = 0 folgt nach Satz 7 die Regel 
N n 
G, = La, J] Ayt** = 0, 


i=1 k=1 

die vom gleichen Grad wie G, ist. Nach Satz 3 folgt die Regel: 
G, = G, + wG, = 0, 

wo @ eine noch zu bestimmende reelle Zahl ist. 


In G, ist das Leitglied von G, eigentliches Hauptglied. Denn nach 
(34) ist 


@ , 
& eas + = Pit oe Ss+ec < 26, e = 1, 2,...."—1. 
=i =1 =1 


In G@ verschwindet die Koeffizientensumme nicht, folglich auch nicht 
in G,. Also lé8t sich so bestimmen, daB die Koeffizientensumme 
von G, nicht verschwindet. Damit ist Satz 17 bewiesen. 


§ 7. 
Regeln mit 4/. 
Satz 18: Aus einer Regel 


N n n 
G =z % IT Ay** == 0, 2 8x4 = 8, 8x4 = 1, 
=1 = =1 
4+=1,2,....N wnd k=1,2,...,2, 
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mit nicht verschwindender Koeffizientensumme folgt eine Regel 
D 
G, = f- 6; + BI, 8a, Bags --- Pay, => 0, t a 0, 


wo fiir jedes i mindestens ein d,, Null sein ee 
wenn iiber die i summiert wird, fiir die die Indezxfolgen d,;,d3;,..., dy; 
durch Permutation auseinander hervorgehen. 

Beweis: Fir s = n ist die Bebauptung trivial. Es sei also s > n. 
Da die Regel G = 0 fiir alle Zahlenpaare a, 6 richtig ist, diirfen wir darin b 
durch 6+ 76? ersetzen. Wir ordnen nach Potenzen der reellen Unbe- 
stimmten zy. Da die Koeffizienten jeder Potenz von y verschwinden 
miissen, mu8 7 der von z' Null sein. Daraus ergibt sich die Regel: 

G, = F458 *1i 64, °-° 4, ens Sena age Gang 
wo in den unterstrichenen 6 das 6 durch 6° ersetzt ist. Nun ist 
*ki 
8 

(35) d,, = a (%*) 4, 6. 
Sei T, der von 4, freie Teil von G,. Der Teil von G,, in dem nach 
dem Einsetzen von (35) 6, vorkommt, ist also: 


= 0, 


G, —iy* = Fa5 0,8 m=?" $44.4 (4 6,,+ 4 *hi 4.) Basset s One: 


i=1 A= 
Wir bilden nun G, = G,—2nG6, = T,+(@,— 7, —2nG6,) = T,+D,, 
wo D, = G, — T, —2nGé, ist. D, hat die Form: 


D, cee" Sad (0 S14 Oxy, ‘ Bay 5, (Fo ey, + 9.4, 5) Bese . bun 

- 294,51, ++ Bani 6,). 
Wir ersehen daraus, da8 die Koeffizientensumme aller Glieder von D,, 
deren Indizes auseinander durch Permutation hervorgehen, verschwindet. 
Wir substituieren in G, = 0 wieder b > 6+ 7b’, und das Verschwinden 
des Koeffizienten von y' liefert die Regel G,=0, die aus G, = 0 
entsteht, wie G, = 0 aus G= 0. Geht dabei D, in D, und 7, und 7, 
iiber, so verschwindet auch in D, die Koeffizientensumme der Glieder, 
deren Indizes durch Permutation auseinander hervorgehen. Sei 7, der 


von 4, freie Teil von 7,. Dann bilden wir 
G, = G, — (2n+ 2)G,6,= 7,4+ G, —T, — (2n + 2)G,6,) = T, + D,, 


wo D, = G, — T, — (2m + 2)G, 4, ist. Wie bei D, erkennen wir, da8 
die Koeffizientensumme der Glieder von D,, deren Indexfolgen durch 
Permutation auseinander hervorgehen, verschwinden mu8. Dieses Verfahren 
wenden wir s —n-mal an und erhalten 


(36) G,-. = T.-. + D,-. = 
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In G,_. ist T,_, frei von 6, und in D,_,, verschwindet die Koeffizienten- 
summe der Glieder, deren Indexfolgen durch Permutation auseinander 
hervorgehen. AuSerdem kommt in jedem Summanden von D,_, min- 
destens ein Faktor 4, vor. Da der Grad in 6 beim Ubergang von G, zu 
G,., um 1 wichst, wihrend der Grad in a sich gleich bleibt, ist G,_, 
sowohl in @ als auch in b vom Grade s. Also hat T,_, die Gestalt: 


T.- 2 = ens Ota Sue wo 2 hn = 8 ist. 


Da &; > 0 ist, kann in 7,_,, nur 6, vorkommen und es muB sein: 

(37) T,-. = f-4;, 

wo f ein reeller Faktor ist. Da in 4,,, héchstens (s,, — 1)-mal substituiert 
werden kann, wenn noch von 4, freie Glieder vorkommen sollen, so liefert 
der Ausdruck 4, ,4,,,...4,,, bei (s—)-maliger Substitution nur dann 
von 4, freie Summanden, wenn in jedem 4, ,; nur (s,,;—1)-mal sub- 


stituiert wird. Das geschieht gerade 


N n 
a oe — mal. Also ist f an D4 a ~f- =... Iq fags 
IT (@,,—%! = fa, 
v=—1 r=1 


wo f,, Y's der von 4, freie Teil von 4, nach (s,,— 1)-maliger Sub- 
stitution ist. Wir behaupten 

(38) fy = hh! (h—1)}. 

Diese Formel ist trivial fir h = 1. Sie sei bewiesen fiir alle Indizes 
h Sw, und wir wollen sie fiir w+-1 beweisen. Nach einmaliger Sub- 
stitution geht, wenn wir die Glieder mit 4, als Faktor weglassen, 


teria 3 (°F) a8 


v 
v=1 
fiber. Wird nun in 4,,,,—,6, noch (w— 1)-mal substituiert, so kommt 
der Fall, daB in 4,,,,, {w— »)-mal und in 4, (»—1)-mal substituiert 
wird, (“—})-mal vor. Also ist in der Tat 


fo+s = p> ee za he+i—vhe 


- » ee a (w+ 1—»)! (w —»)! (» —1)! 9! 


v=s1 


= (w+1)! wl. 
Daher ist ; 
j= 


a,(s — n)! T 8,,1. 


1 =1 


Me. 


f 
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» 
Da in der gegebenen Regel G = 0 die Summe J a, + 0 ist, la8t sich in 


i=1 
xX n 
folgender Weise eine Regel ableiten, in der a IT &«! + 0 ist. Ersetzt 
i=1 =1 
man namlich in G die GréBe b durch 4,, so erhalt man eine Regel, in 
der s,;-+A statt s,; steht. Fir f erhalten wir dann den Ausdruck: 


N n 
f=(s+Q—Ia) Ea HT (met a 
Man dividiere das durch (A!)" und hits ein Polynom in A, in dem der 
Koeffizient der héchsten Potenz von A, namlich Zz a,, nicht Null ist. 


Also kann f nicht fiir alle 4 verschwinden. Daher “Tabet sich aus G = 0 
eine neue stationaére Regel G = 0 ableiten, fiir die f +0 ist. Satz 18 
ist damit bewiesen. 

Eine ganzrationale Beziehung, die nur fiir einen Teil der Zahlen 
eines Zahlensystems giiltig ist, nennen wir eine Relation. 

Satz 19: Aus einer stationdren Regel, fiir die Satz 18 gilt, und einer 


gleichzeitig geltenden Relation von der Form 2 (™) (— 1)'a"-" Rar =0, 


R= 5 y, I ,,,, m 2 folgt die Relation  (—1)'a'~" Ra’ = 


t=1 r=0 
wenn in pe, yun keine Zahl + 0 nilpotent ist. 

Beweis: Aus der vorausgesetzten Regel folgt nach Satz 18 eine 
neue Reyel, in der der Summand /-6: vorkommt, wahrend in allen 
iibrigen Summanden mindestens ein Index s,;, > 2 ist. Ersetzen wir b 


m—32 
durch 2 — *) (— 1)'a™—'-? Ra’, so wird aus 


m+h—2 


a SY (MTB2) (_ aygn rte Rat 


Fiir h > 2 ist also 6, = 0 wegen der vorausgesetzten Relation. Von der 
Regel bleibt dann noch iibrig 


(> eke ly an!" Ra’) = 0. 


‘= 


Da keine nilpotenten Elemente vorkommen, folgt daraus 


m—1 


i ee 


r=0 


Das setzen wir fort, bis wir erhalten 


z (— 1)'a'-* Ra’ = 0. 
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Folgerung: Statt einer Relation kann in Satz 19 auch eine zweite 
Regel auftreten, wenn sie die Form hat 


P fs) (— ly'a"-"Ga’ = 0. 


Insbesondere kann diese Regel die Ausgangsregel sein. Also gilt: 


Aus einer Regel der Form > (*) (— ly a"™-"Ga" = 0, fir die 
+1=0 


1 
Satz 18 gilt, folgt die Regel XY (—1)’a'-"Ga"=0. G ist dabei ein 
r= 0 
Polynom in 4,, k = 1, 2,..., m. 


Kapitel III. 
Regeln in Ringen mit Anordnung. 


§ 1. 

Hauptsatz und Beweis fiir das stark-nichtkommutative System. 

Hauptsatz: Es gibt keine nichtkommutativen Ringe, deren Zahlen 
die Anordnungsaxiome und eine ganzrationale Rechenregel erfiillen. 

Beweis: Angenommen, a und 6 seien Zahlen eines nichtkommutativen 
Ringes, dessen Zahlen die Anordnungsaxiome und eine ganzrationale 
Rechenregel erfiillen. Wegen der Anordnungsaxiome kénnen Nullteiler 
nicht auftreten. Nach Satz 10 folgt aus der Giiltigkeit irgendeiner Regel 
eine homogene stationire Regel der Gestalt: 

N 

(39) C= 2 a; 5, ,9,,,.-. 4 =z 0, 


Sné 


bzw. in symbolischer Schreibweise 


(39) G= Pat a a % 
i=1 k=1 

Wir diirfen darin s,; > 1 voraussetzen, was sich anderenfalls durch eine 
Substitution leicht erreichen laBt. 

Auf Grund der Anordnungsaxiome kénnen wir folgende beiden Fille 
unterscheiden: 

1. Das stark-nichtkommutative System, wenn es ein Paar a,b und 
eine reelle Zahl u des Intervalls 0 << u < 1 gibt, so daB ist u|ab| > |bal. 

2. Das fast-kommutative System, wenn fiir jedes Paar a, b und jede 


reelle Zahl « des Intervails 0 << u <1 die Ungleichung u|jab| < |ba| 
erfillt ist. 
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Das stark-nichtkommutative System. 


Es gibt ein Paar a, 6 und eine reelle Zahl u des Intervalls 0< u< 1 
mit u|ab| > |ba|. Obne Einschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir 
dabei a > 0, b > O voraussetzen. 

Aus uab > ba folgt u‘a’b > ba’, wo A eine ganze positive Zahl ist. 
Zu jedem natiirlichen M laBt sich A so bestimmen, daB ist: 

a’b > Mba’. 


Fiir ein 6,,, in dem a durch a’ ersetzt ist, d. h. fiir den Ausdruck 
m 


6, = > (*) (— 1)*a\-)*ba* gilt daher die Abschiitzung: 


u=0 


[On| < » (") a Wi baKt < Dd (™) hams < amis; 


u s=0 


1S, | = a”*b — pi (™) am—H2, ques qmib — 


1 mi 
. (") a? b 


M* 


iMs 


“=! 


= (a= (1+ f)") or >(2- (1 4F)) nd = (1 Spon 


fir M>m-> 0. Also hat man, wenn ¥ s,; = J = 8 ist: 
k=1 k=1 
19, Ses, eee 6, | < 2a tba'2ib ... aii 


und fiir M > 2s 


“ 2t , . 7 
19s, 9 + Sel > [J (1— zp) ais daée bb... a'b 
k=1 


28\" at at. At, 
> (1-5) a iba’?b... ab. 


Gilt nun . 
(40) H,,= J (u%—%) >O fir o = 1, 2,3,...,n, 
. k=1 
so ist du,, 
(41) a’iba"sb...a°b>M— a*ba*4b.., a!atba* Mat, 


Fir q = 1 ist namlich (41) erfiillt. Angenommen, (41) sei fiir q erfiillt, 
dann erkennen wir die Giiltigkeit fiir g-+ 1 folgendermaBen: 
E itv, . 
aiba’2b...a4t16 > Mab... a ata’ Matt +06 
z yi : 
> MM altho 9tb Matt ati Ma tat 
= eat 84+ thqt att gti" +1,0 


qti - 
z Hy 


= MT" ath... aatuiba Matus 
Mathematische Annalen. 113. 4 36 
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Dann gilt (41) also auch firg=n. Da H,,; nach Voraussetzung ver- 
schwindet, ergibt sich also 
z Ay 
a'iba'sb... ab > MM’ abtba’2tb ... ath, 
Da aus irgendeiner Regel der Form (39) nach Satz 13 eine solche Regel 
G, = 0 folgt, in der fiir die Exponenten 4 des Leitgliedes die Un- 
gleichungen (40) fiir alle « gelten, bestehen die obigen Abschitzungen 


fiir G,. Wir vergleichen irgendein Glied £, Wi 6,. von G, mit dem Leit- 
k=1 
glied Ae IT 5,,: 


z yi 
| 5, --- Oe] > (1 —%) aba‘'sb... ab > (1 ni x) M’=" 
‘_* 19.5 ++ . 6, | 


> (1-#) M2-*\6 m 


s1i- b,.,- int ls 


da » H,, => 1 ist fiir jedes vom Leitglied verschiedene Glied. G, habe 


r==1 


die Form: 
N n n 
(42) G,= 2, IT 6, + Bs IT 464 = 0 
i=2 k=1 k=1 


Dann laB8t sich abschitzen: 


Px iE s7- - “i —p 1B, 9, 9 =% ° é,,| . 


Da M eine beliebig groBe Zahl > 2s sein kann, folgt aus dieser Un- 
gleichung ein Widerspruch mit der Regel (42). Folglich ist die Annahme 
u-|ab| > |ba| fiir eine reelle Zahl u im Intervall 0 << u < 1 nicht 
zulassig. 


§ 2. 
Das fast-kommutative System, 1. Fall. 

Da es nach dem vorigen Paragraphen im Ring keine zwei 
Zahlen a, 6 gibt, die stark-nichtkommutativ sind, sind alle Zahlenpaare a,b 
unseres Systems fast-kommutativ. D.h., fiir jede reelle Zahl u im Inter- 
vall 0 < u< 1 und je zwei Zahlen a, 6 des Ringes gilt die Ungleichung 
ujab| = |ba|. 

Aus der Regel (39) folgt nach Satz 17 eine Regel G, = 0 mit eigent- 
lichem Hauptglied, in der die Koeffizientensumme nicht verschwindet. 
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In dieser Regel substituieren wir b > 6,, wo A eine noch zu bestimmende 
natiirliche Zahl ist. Die neue Regel G = 0 hat offenbar auch ein Haupt- 
glied, und die Koeffizientensumme ist, da sich die Koeffizienten nicht 
geindert haben, von Null verschieden. Auf diese Regel laBt sich Satz 18 
anwenden, und wir bestimmen A so, da8 der dort auftretende Koeffizient / 
von Null verschieden ist. Die so definierte Regel G = 0 habe die Form: 
AY n 
mm Cw Se Bat, Fawn tubht...8. 
i=1 k=1 k=1 
Wir unterscheiden nun zwei Fille: 
1. Fall: Es gibt einen Index g und ein Zahlenpaar mit a6 + ba, 
so daB fiir jede Zerlegung von s in s nichtnegative ganze Zahlen s,, 
$= 8, +8,+ ...+8,, es ganze positive Zahlen M gibt mit 
(44) MO, 1] S[Ops0, Oy ing ses Opaagle 
2. Fall: Fiir jeden Index g und jedes Paar a,b mit ab + ba gibt 


es mindestens eine Zerlegung von s in s nichtnegative ganze Zahlen s,, 
so da8 fiir jede ganze positive Zahl M gilt: 


(45) Mid < hn hve:-- Sad 


1. Fall. 


Nach dem oben gesagten folgt aus der Regel G = 0 in (43) bei An- 
wendung des Satzes 18 eine neue Regel G, = 0 von der Form 


(46) G, = {-6s + D, = 0, {+0, 
D 

(47) Ro PRA A.M 
i=1 


wo fiir jedes ¢ mindestens ein d,, Nall sein mu8 und wo 29, =0 ist, 


wenn iiber die i summiert wird, fiir die die Indexfolgen d,;, d,),, ..., d,; 
durch Permutation auseinander hervorgehen. 

Da die Zahlen a, b fast-kommutativ vorausgesetzt sind, gilt fiir jede 
natiirliche Zahl M die Ungleichung 


(48) M| E9845, Bang =» Bagg] S [e,, 84g, +++ Faysh 


wo iiber die i von D, summiert wird, fiir die die Indexfolgen d,,,d.;,..., d,; 
durch Permutation auseinander hervorgehen. Wir ersetzen b durch 4,, 
wo q der in (44) auftretende Index ist. Die Formeln (46), (47), (48) 
gehen dabei iiber in 


(49) G, =/-6,.,+D,=0, f +0, 
D 
(50) D, = 2 9:94, +4 84,44 0%, 


‘=1 
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mit d,, und #, wie oben, und 
(51) M| DO, 94,49 Gayp+0--+ 94540] ZS 198,49 9eg,4+¢ ++ 94,44 


mit M und i wie in (48). Fiir das im 1. Fall definierte Zahlenpaar a,b 
gelten sowohl die Formeln (49), (50), (51) als auch (44). Da die d,, 
nichtnegative ganze Zahlen sind mit Dy d,;, = 8, folgt nach (44), daB es 
ganze positive Zahlen M, gibt mit jo 

M, | 9,41) = | 94, ,4+ 9 Sag¢+--- 9,49) *=1,2,...,D. 


Daraus und aus (50) und (51) schlieBen wir: Fiir jedes natiirliche M, gilt: 


[5% 41] = M,|D, |. 
Aus der Regel (49) folgt also 
G41 = 0. 
Daraus folgt wegen der Nullteilerfreiheit 
6,41 = 0. 
Nach Satz 19 folgt daraus und aus dem Bestehen der Regel (43) 
6, = 0 


im Widerspruch mit der Voraussetzung, da8 a und 6 nichtkommutative 
Zahlen sein sollen. Die Annahme (44) ist folglich nicht mit einer ganz- 
rationalen Regel vereinbar. 


§ 3. 
Das fast-kommutative System, 2. Fall. 


Nach (45) gibt es fiir jeden Index gq und jedes Paara,b mitab+ba 
mindestens eine Zerlegung von s in s nichtnegative ganze Zahlen s,, 
s=s8,+s8,-+...+8,, so daB fiir jede natiirliche Zahl M gilt: 


(52) M |G 41] < [Ops0,° Se aey +++ Og tale 


Weiter gilt fiir jedes Zahlenpaar a,6 mit ab + ba und fiir jedes natiir- 
liche M 
(53) M -\ab—ba| < jab}. 


Nach (43) mu8 auBerdem jedes Zahlenpaar a,b des Systems die Regel 
mit Hauptglied 


(54) Gua Fai A=, Fa,=s 


i=) kei k=1 
erfiillen. 

















Projektive Geometrie und allgemeine Zahlensysteme. 561 


Zur Vereinfachung der Schreibweise wollen wir den Tatbestand: ,,Es 
gilt fiir jede natiirliche Zahl M die Ungleichung M-X < Y“ durch 
X < Y oder Y > X ausdriicken. Dann erhilt (52) folgende Form: 


(55) | +3 < |q +4, 94 +2 ++ Og4a,|- 


Wir fiihren eine neve Bezeichnung ein: 
z é g-—2 z 
(56) B= IT \% ++I, Sot g—1 = Oat g* LT 49° HT +1, 
‘= T= v= 
yg =1,2,...,.8, z= 12s. 
Wir multiplizieren beide Seiten von (55) mit dem Ausdruck ( Ti 15,4»), 
v=1 


und nach geeigneter Vertauschung der Faktoren, wobei nach (53) die 
Ungleichung richtig bleibt, bekommen wir: 


vod < ai (Co +0,—1° Cg +e,—2 tee C)- 
v=1 
Daraus folgt fiir mindestens ein h des Intervalls 2 <= h < s die Un- 
gleichung: 
S < Corams Cgea—e --o Cy. 

Das Minimum von fh, fiir das diese Ungleichung noch richtig ist, nennen 
wir o,+1. D.h. es gilt einerseits 
(57) toe ~< Cq+ 6, Cgtog—1-+- Satis 


wo also 1 < ao, < s ist, und andererseits gibt es im Falle ¢, > 1 natiir- 
liche Zahlen M, so daB die Ungleichheit besteht: 


(58) MS Core Cote—i--- Cat: fir loo <a. 
Aus (57) und (58) folgt fir 0< 0 <a, 
(59) oid < Ca+ 0, So tGg—1-++ Cotesia: 


Denn andernfalls miiBte es natiirliche Zahlen M und ein positives 
@ <a, geben, so daB die Ungleichung bestinde 
M-Cje-* => Cot a, Co +6,-1 +++ Cgtets- 
Multiplizieren wir diese Ungleichung mit (58), so wiirde es natiirliche 
Zahlen M geben, fiir die gelten miiBte: 
M - Ce = Ca +6,°Sq+0,—1 ere Ca +a: 

Das steht aber mit (57) im Widerspruch. Damit ist (59) ' -viesen. Von 
den Zahlen €,41, Cg+2,--+ Cato, sel Co +24 eine solche, die von keiner 
anderen derselben iibertroffen wird. D.h. es ist 1 <A, ,; und 


fir 0S uso, gilt 
Cota, = Cot+u- 
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Sei q+A4,=4,- Dann ist 


bora, = bay 


In der gleichen Weise, wie die Zahlen o, und A, definiert sind, erhalten 
wir die Zahlen o,, und A,,. Setzen wir noch g = qg,, so erhalten wir 
durch Fortsetzung dieses Verfahrens vier Zahlenfolgen q,, ¢,, 4,; 


Caos Sars Sens ++ +3 Fas Sq,» Fags +3 Aggr Agi Ags +++ mit folgenden Kigen- 
schaften: 

(60) lsi4 sau, <5, »=0,1,2,.... 

(61) qr + Ag, == Qv+1 | 

(62) Ca tig to = Cota tel v= 0,1,2,.... 


9 = RR «cota 
(63) eo : 


Dabei ist zu beachten, daB die ¢, nur solange definiert sind, als 
k= q+2-—) ist. Aus der Ungleichung (59) entnehmen wir: 


ie Ng a Rees fir Oe <a, und »=O,),.... 

Daraus folgt 

(65) LE Es Se 

Denn wire (65) nicht richtig, so gabe es ganze Zahlen M, so daB 
M-lq, = Cu, +1 

sein mii8te. Unter Benutzung von (63) wiirde daraus folgen: 


6 
Gr 
TT bat Soa", SME 
a=1 
Das steht aber mit (64) im Widerspruch. Also ist (65) richtig. Aus (63) 
und (65) folgt: 
(66) Ys, fir youte,.- 
Wir wollen nun eine Ungleichung von der Form (64) ableiten, die fiir o 
in einem gréBeren Bereich gilt. 

Wegen (65) ist ¢,,,, > ¢,,,,- Unter Benutzung der Ungleichung (63) 
folgt daraus g,;,;> 9 +o, +1. Da nun wegen (60) und (61) 
Gr+1 + %q,,, & M+ ist, besteht die Ungleichung: 

Ge tlSeeteey tls hiit %,,) t=0,1,.... 
Dann ist fir ¢, 20 <4,+o,,,k=>¥», 


tk %q, + %, W+it ya, Int “oy 
B= ai . = Il Cu" IT Cn cee IT Cu: 
a=o+1 “e=e+1 M=qy+% +1 opm +S, t+! 














Projektive Geometrie und allgemeine Zahlensysteme. 


Wir wenden auf die Teilprodukte von B (64) an und erhalten: 


B ali iD +1 4%, 4 Gr + %,) + %q,—Ge—1 + %, _ ) 
> Vy Covey “>? 
Wye t+%,-¢ 
> Cu 


Wegen (65) besteht folglich fiir ¢, = 0 < q+o,, und k > » die Un- 
gleichung: 
%* Gy 


(67) ee ee 


u=e+1 
Sei 2n+1=—m. Wir wihlen aus der Zahlenfolge q,,9,,9,,... die 
Teilfolge p,, p,,..-. Pm #us und zwar so, daf fiir y = 1,2,...,m—1 gilt: 
5s = Pr+i1 — Py Po , 38. 
Dies ist méglich wegen 9, < 9,41 << q,+8. Die entsprechende Folge 


Fp,» Fpgs+++>%,, bezeichnen wir mit t,,1,,...,Tm- AuBerdem fiihren wir 
zur Vereinfachung ein 


Yr = Pr + T- 
Fiir diese Teilfolgen gelten die GréBenbeziehungen: 
(68) Pr+1— Pr > 38, 
(69) i<t <8 wegen (60), 
(70) Yr4i— Vy > Pr+i—pPr—s > 28 wegen (68). 
Fir p, 5 o < », und k => » besteht die Ungleichung 
(71) ay < i Cu wegen (67). 

m=e+i 


Nachdem wir bisher nur die Bedingung (52) beriicksichtigt haben, 
wollen wir nun auch die Bedingung benutzen, daB zwei Zahlen a,b des 
Ringes die Regel mit eigentlichem Hauptglied 


xX n e n 

G=Ya]Ja4"*=0, YLy,=s8, 
i=1 k=! k=1 

befriedigen miissen. Hat das eigentliche Hauptglied Z von G die Ex- 

ponenten ¢,,¢,,...,¢, und haben die Exponenten irgendeines Gliedes 

von G die Werte s,, 8,,..., 8, 80 bestehen also die Ungleichungen: 


(72) by t = s Sep» 

k=1 k=1 
WO ¢,,¢,,...,0, itgend @ verschiedene Zahlen der Folge 1,2, ...,» sind 
und wo das >-Zeichen gilt, wenn ¢,,¢,, .++,@, keine Permutation der 
Folge 1, 2,..., @ ist. 
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Wir wollen aus dieser Regel durch Multiplikation mit einem symmetrischen 
Polynom in 4,,4,,...,4, nach Satz 7 eine neue Regel mit eigentlichem 
Hauptglied ableiten, in der die Exponenten des Leitgliedes y,,+- 1, 
Yen—ot+1,..-,%_g+1 sind. Wir erreichen das durch Multiplikation mit 
der primitiv-symmetrischen Funktion 

S(Aza—at? Ajen—2— ft! gist?) 
Denn es gilt fiir » = 1, 2, ...,%—1 wegen (70): 

(Yor+2 —ti-»+ l)— (Yer — t, ¥+1 + 1) = Yav+2— Yar—8 > 3s 

und 

%—t+1>s. 
Folglich ist das Leitglied von S: Aj2*~%*? Ayn—2—&tt | 4is— nt? 
Da das Leitglied des Produktes gleich dem Produkt der Leitglieder der 
Faktoren ist, ist A7?*** Aj»—2*" ... 47?*? das Leitglied von G, = G-8. 
Da das Leitglied in einem primitiv-symmetrischen Polynom eigentliches oder 
uneigentliches Hauptglied darin ist, folgt nach Satz 16, daB auch das Leit- 


glied von G, eigentliches Hauptglied ist. Sei A/?»** Afts—2**... Ave! 
irgendein anderes Glied von G,, so gelten daher folgende Ungleichungen: 


(73) |, eer. 


v=1 
wenn ¢,,¢,,.-., 0 irgend @ Zahlen der Folge 2,4,...,2m sind und das 
>-Zeichen gilt, wenn ¢,,¢,,...,¢, keine Permutation der Folge 21, 
2n—2, 2n—4, ..., 2mn—20+2 ist. 
Wir wollen nun zeigen, da8 das Leitglied alle anderen Glieder iiberwiegt. 
Dazu schitzen wir den Ausdruck 


(74) C= 77, 
r=1 
ey z+4q 
Q, = |9),,-svaat? iT 6, « iT 6, |- EB! #'—1 fiir H, + 0, 
a=q B= Ve, +2 
= 1 fir H, = 0, 


nach unten ab. Dabei soll ¢,,¢,,...,¢, jetzt eine solche Anordnung 
der Zahlen 2, 4,...,2m darstellen, daB die ye, fallend der GréBe nach 
geordnet sind. AuBerdem ist 
A, = Yan- sv+2— Ye,» 
und £ ist in (56) erklart. 
Nun ist das Glied AY2"*?. Ay2»—2*! ., 4¥2*! von G, entstanden 


als Produkt eines Gliedes A4f'*- Aj??... At» von G@ und eines Gliedes 
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Ajanh*?. Afan—a—2t? | Ays—** von S. Dabei ist k,,k,,..., kp 
eine Permutation der Zahlen 1, 2,...,”. Daher ist 
(75) Yan—sk,+2 = Von—o2v¢at+ Si —by 
= Pan—av+2a t+ Tan—avt2 + &,i — by, 
und daraus wird fiir » = 1, 2,..., n: 
Yon—2v+1  Yon—2k, +2 <— Pon—av+s < Yan—avts:- 
Dareus folgt 
Pon—2k, +2 > Yan—2kg+2 > +++ > Yon—2k,+2> 
und wir erkennen daraus, daB die Folge 2m — 2k, + 2, 2n — 2k, + 2, 
-. 2m —2k, + 2 tibereinstimmt mit der gesuchten Folge c,,c,, ..., Cn. 
Folglich gilt 
(76) Yen—av+1 < We, S Pan—av+s, ¥ = 1,2,...,m. 
Wir wollen nun Q, nach unten abschitzen. Wir unterscheiden dabei 
folgende drei Méglichkeiten: 
= 0 
H, = Yon—av+2 — Ye, j> 9 
< @. 
1. Méglichkeit: Fir H, =0 ist Q, = 1. 
2. Méglichkeit: H,>0O hat t,—s,, > 0 zur Folge. Also ist 
nach (75) und (76) 
Yan—2r¢1 << Woy < Yan—ardae 
Nun ist nach der Definition der ¢,, und weil die GréBen des Systems 
fast-kommutativ sind, 


Yan -2¥+2 


% > b Crn—sr4e’ Sren—sr4s -1 +++ Oye +1 = 4 IT Ca- 


wae +1 


Also gilt nach (71) die Abschitzung: 
Qa, > Cian—2v+2a— Ye, = ome 


2n—2v+1 Pon—ovt+i° 
3. Méglichkeit: H,< 0. Dann folgt aus (75) und (76): 
Pon—2v+3 > Yo, > Yan—av+a- 
Also l48t sich schreiben: 


Yon—2v+2 2+q | Hy|—1 
\dy, s X27 by IT 6,|- BO" 
’ a=] #=Yon—or+9 +? 
— 2oy.. Ce, —1 ==? a oe +1 
Ve; 
=2 ai Cu 


M#=Yan—ar4+2 1 
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und dafiir gibt (66) die Abschatzung: 


Ye, 4,1 
(77) IT Ce SS nares ® 
#=Yon—av+at? 
daraus folgt 


| Hy 2| Hy! 


2Q, x asia 2FE 


Denn anderenfalls wiirde gelten: 
Ye, 


1H, 2+¢q 
29, Dinntede = 218rn—avgate LT > oe 
|H,|—1 .H,\ |Hy\ 
‘E Ghantese < E 


Multiplizieren wir aber die gleichen Seiten dieser und der Ungleichung (77), 
so ergibt sich ein Widerspruch. 

Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun C abschitzen. Da 
nicht alle H, = 0 sein kénnen, muB8 fiir ein kleinstes v = w die GroBe 
H., +0 sein. Wegen (73) mu8 fiir dieses w die GréBe H, > 0 sein. 
Es gilt also 


Hy 
(78) Q., > Cran —204 1° 
Wir definieren Hy = 0 fiir H, > 0 und H; = —4H, fir #, <0. Fir 


7 = @ ist also die folgende Ungleichung richtig: 


a 2 4, 22 = 
(79) Tt Q®> kes rer. 


v=1 


Gilt aber (79) fiir irgendeine Zah] 7 < n, dann auch fiir 7+1. Um 
das einzusehen, schitzen wir 77 @ == ( Wl Q,)Q,4, ab. Fir H,,, be- 
v=1 


v=i1 


stehen die oben angefiihrten drei Méglichkeiten. Fiir die erste und zweite 
Méglichkeit erhalten wir wegen (65) und (73) 


oT Y r n+1 yt+1 
y+1 2, Hy 22H Hy+1 2M ° 2, H> 
IT ® > re -E ; Cnea—sq— = OS 


rai 


Fir die dritte Méglichkeit erhalten wir: 


in so abe 


’ 


9 w+ n+1 ont E e+ E’= 
Crea —se41 i 2, > Cpen—aq41° ‘ 


Daraus folgt, da wegen (73) "SH, =} 0 ist: 
v=] 


1+1 n+1 n+1 n+1 
z= 4, 22 H- z= 4, 2 z= H- 


+1 vol ‘=1 9 as i v=1 
J % > ora~s941 4 = Peo—te~1"" 
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Also ist (79) allgemein richtig. Wir setzen 7 = n in (79) und erhalten: 


. Zu, 12 x; E 1H, | 
(80) 1Q>G,' -B "=F , 


da J H, = 0 ist. Daraus folgt 


r=1 
Ld n 
els 1Sren—sr 4a til a els 1dy, +11- 


Denn multiplizieren wir beide Seiten der letzten Ungleichung mit dem 
Ausdruck 


¥ey z 

mit P, =| J7 %- Tf %,|-E'-* far H, +0 und P, = 1 fir 
a=q M=Ye, +2 

H, = 0, so erhalten wir die Ungleichung (80). 

Damit ist gezeigt, daB das Hauptglied tatsichlich alle anderen 
Glieder iiberwiegt im Widerspruch mit der Regel G, = 0. Es gibt also 
keine nichtkommutativen Ringe, deren Zahlen die Anordnungsaxiome 
und eine ganzrationale Regel erfiillen. 

Fiir die weitere Untersuchung erscheint es zweckmiBig, den Beweis 
fir diesen Hauptsatz in der Weise zu gestalten, daS die Anordnungs- 
axiome méglichst wenig und an méglichst wenigen Stellen benutzt werden. 
Eine weitere Aufgabe wird es sein, diesen Satz auf allgemeine rationale 
Regeln auszudehnen, wobei natiirlich fiir die Zahlen die Kérpereigen- 
schaften vorausgesetzt werden miissen. 


(Eingegangen am 28. 6. 1936). 











Beitrige zur allgemeinen (gekriimmten) konformen 
Differentialgeometrie. Il. 
Von 
J. A. Schouten und J. Haantijes in Delft. 
Einleitung. 

In einer vorigen Arbeit?) haben wir uns die Aufgabe gestellt, eine X,,*) 
mit konformer Geometrie, also mit einer Tensordichte g,, vom Gewicht — 2 ' 
mit Determinante + 1 und vom Trigheitsindex n, einzubetten in eine H,, , ,°) 
mit einer symmetrischen und speziellen Punktiibertragung /7},; und Funda- 


2 


mentaltensordichte ag, vom Gewicht — 





und Determinante — 1, der- 


n+ 2 
art, daB 
1. in Hy, gilt 
V,@ e = 0, 
(1) dex 
Naya = 0, 
wo 
(2) Ni;3° = 2 AsIT) ~ + 217i «Th, 


der Kriimmungsprojektor des zur speziellen Punktiibertragung gehérigen 
Zusammenhanges ist, 

2. die X, sich eindeutig abbildet auf die Hyperfliche ay, X* X? = 0 
der Hyy:, 

3. der Kegel der asymptotischen Richtungen in jedem Punkte dieser 
Hyperfliche dem Nullkegel des Fundamentaltensors der X, entspricht, 

4. zwei in dieser Weise konstruierte H,,, ,,nicht wesentlich ver- 
schieden“ sind. 

Mit ,,nicht wesentlich verschieden“ ist gemeint, daB es méglich ist, 
in jede dieser H,, , , ein Koordinatensystem zu legen, derart, da8 in bezug auf 
diese Koordinatensysteme die korrespondierenden Gebilde in beiden Mannig- 
faltigkeiten durch dieselben Gleichungen dargestellt werden und korre- 
spondierende GréBen in Punkten mit gleichen Koordinaten dieselben Be- 
stimmungszahlen haben. 


1) Math. Annalen 112 (1936), S. 594—629 (weiterhin zitiert als K. D. 1). 

2) Xn = gewdhnliche n-dimensionale Mannigfaltigkeit. 

5) Hn = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit homogenen Koordinaten. Vgl. 
unsere Arbeit: Zur allgemeinen projektiven Differentialgeometrie, Comp. Math. 8 
(1935), 8S. 1—51 (weiterhin zitiert als A. P. D.). 
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Das Resultat der vorigen Arbeit ist Folgendes: 

Fiir ungerades » > 1 gibt es eine derartige Einbettung. Ist die X,, 
konformeuklidisch, d. h. gibt es unter den zu g,, gehérigen Fundamental- 
tensoren solche, fiir welche die X, eine R, ist (dann und nur dann ver- 

schwindet der Konformkriimmungsaffinor*) der X, fiir n > 3], so redu- 
ziert sich diese Einbettung auf die einer Quadrik in P,,,°). Man be- 
kommt also die bekannte Abbildung der Punkte und Hyperkugeln der R,, 
auf die Punkte eines (n + 1)-dimensionalen projektiven Raumes (poly- 
spharische Koordinaten). 

Wir erinnern an den Beweisgang in K. D.I.°): 

: Wir gehen aus von einer X, mit nicht-homogenen Koordinaten £' 
(h, i,j, k, l,m = 1,...,n), homogenen Koordinaten 2* (x, A, u, ¥, 2, 0, 7, T 
= 0,1,...,) und mit gegebenem g,,-Feld, betten sie irgendwie in eine 
H,;, mit Koordinaten X* (a, 8, y, 6,¢,0,4=0,1,....n, 4 =n-+1) 
ein, legen das Bezugssystem in H,,, so, das X* * 2 und X/ = 0 ist 
auf X, und legen die Parameterlinien von X/ ganz beliebig. Uber X, 
wahlen wir eine symmetrische Projektordichte a,, vom Index’) 


—2 . . 
{0, 3; 0,0; 0} 
mit Determinante — 1, die der Gleichung 
(3) Ei gin: Bis @3_ (:: = proportional zu) 
geniigt, wo 


fmWAf, Aus 
E; 0, &", 0; ax’ 
Bi = 0,X* 


ist. AuBerdem soll a;, in bezug auf das gewihlte Bezugssystem der 
Gleichung a, , = 0 geniigen, im iibrigen aber beliebig sein. Es ist jetzt 


(4) 


das Feld a;, iiber H,,, fortzusetzen und ein Feld /7), (zu einer sym- 
metrischen speziellen Punktiibertragung gehérend) zu konstruieren, derart, 
da8 in bezug auf das eben gewahite Bezugssystem in H, ,, gilt 


IT5 4 * 0, 
IT; * 9, 
VG = 9, 
Nays = 0. 


(5) 


*) Vgl. K. D.I, 8. 597. 

5) P,, = n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit einer gewdhnlichen projektiven 
Geometrie. 
6) Vgl. K. D.I, 8. 607. 
") Vgl. K.D.I, 8. 604. 
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Der Eindeutigkeitsbeweis (K. D. I, 8. 624) lehrt dann, da8 es nur eine 
Einbettung gibt (auch fiir gerades n), sofern die Fortsetzung von az, ein- 
deutig ist. Da wir in K. D. I zeigen konnten, da8 man fiir ungerades n 
alle Ableitungen von a;, auf X,, bestimmen und damit fiir a, eine 
Reihenentwicklung in H,,, festlegen kann, ist damit fiir ungerades n 
(Konvergenz vorausgesetzt) alles erledigt. 

In dieser Arbeit betrachten wir den Fall, wo mn gerade ist. Man 
kommt dann stets zu einer Ableitung, fiir die man keine algebraische 
Gleichung, sondern eine Differentialgleichung erhilt, und diese Differential- 
gleichung wird die gesuchte Ableitung im allgemeinen nicht eindeutig fest- 
legen, sie wird dies eben nur dann tun, wenn sich eine bestimmte Lésung 
(in konforminvarianter Weise) auszeichnen la8t. AuBerdem bekommt man 
eine Differentialgleichung fiir g,,, die erfiillt sein muB, wenn iiberhaupt 
eine Einbettung der verlangten Art méglich sein soll. Im folgenden wird 
bewiesen, daB diese Bedingung fiir » = 2 identisch erfiillt ist. Fiir n = 4 
wird die Bedingung explizit angegeben. 

Eine Sonderstellung nehmen die X, ein, die sich konform auf eine 
Einsteinsche V,, (Ken = + Kg) abbilden lassen. Fiir diese X,, ist die 


oben genannte Differentialgleichung fiir g,, stets erfiillt und kann man 
auch die eine Ableitung, fiir die eine Differentialgleichung gilt, eindeutig 
bestimmen, da sich hier tatsichlich eine bestimmte Lésung in konform- 
invarianter Weise auszeichnen ]a8t. Die konformeuklidischen X, gehéren 
natiirlich auch zu dieser-Klasse, und die Einbettung, die man in dieser 
Weise bekommt, reduziert sich hier wieder auf die bekannte Einbettung 
einer Quadrik in P, , ,. 


§ 1. 
Der Fall n = 2. 


Eine V, ist immer konformeuklidisch*) und es ist also méglich, die 
Punkte abzubilden auf eine Quadrik in einer P,°), eine Einbettung der 
verlangten Art. Wir werden jetzt beweisen, daB auch der in der vorigen 
Arbeit angegebene Weg zu diesem Resultat fihrt, und daB die Abbildung 
auf eine Quadrik in P, die einzig mégliche Einbettung ist, welche den 
auf 8. 568 genannten Bedingungen geniigt. 

Wir schreiben wieder B fiir jeden Ausdruck, der auf X, bekannt 
ist. 0, B, 0,0, B usw. sind dann auch auf X, bekannt. 


8) Vgl. J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkil, Springer, Berlin, 8S. 170. 
*) K. D.I, Einleitung. 
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Zur Bestimmung von 0@,a,, gehen wir aus von den Gleichungen 
K. D. I (II, 46, 48) 


(1.1) 9,114, & — 40° O,a,,+06 'a,,114,+ B, 
(1. 2) 0,11 ti = ¥(n — 3)0~* gay, + B. 


Fir n = 2 gelingt es nun nicht, aus diesen Gleichungen 0,/7;, zu elimi- 
nieren, ohne da8 gleichzeitig 0,4, , mit eliminiert wird. Statt dessen lehrt 
aber hier Subtraktion von (1.2) von (1. 1) 


(1. 3) o dui lis * B, 


und wir haben jetzt zu zeigen, daB die Gleichung (1.3) keinen Wider- 
spruch enthilt, d.h. daB der bekannte Ausdruck rechts in (1.3) in der 
Tat bis auf einen Zahlenfaktor gleich a,, ist. Aus der Definition von 


R,g« (K. D. I (11.42)} folgt unter Beriicksichtigung von K. D. I (II. 44 
und 45) 
1 


(1. 4) 2X7 Ryua += — O04 Gur, 
1 
(1. 5) 2X* Ruie © — O4Gu2 + Oy (o114,) — oT, M14» 


und daraus folgt, wenn wir fiir den bekannten Ausdruck rechts in (1.3) 
H,, schreiben, 


(1. 6) Hua = 40 'O4@ui— Ou 11h 4 — 114a9w log o ~ IT, 114, 
— 0,176, + Mg pT. 


Diese Gleichung ]a8t sich unter Beriicksichtigung von K. D. I (II. 40) in 
die folgende Form bringen: 


(1.7) Hus = $0* Osdua t+ OulTine — OMT + Movil \y — Mie ni 
4-IT Gu) p) 115 yay — 115 slT fa — 3 @ (IT 9 + 0 * yy a}. 

Nun ist wegen K. D.I (II. 40 und 35) 

(1. 8) “i= —o ‘Qui, 

(1. 9) Tox Wy = —40' OsQuat Oo ay yllis. 


Bei Substitution dieser Ausdriicke in (1.7) fallt der Term mit 0, a,; 
fort und es zeigt sich, daB wir nur noch zu beweisen haben, daB 


(1. 10) Ou Iie — 86M + Wi 2 — Ure Wis = Nyvt 


fiir n = 2 proportional zu a,, ist. Da a;, und (0,a,,)a** auf X, be- 
kannt sind [K. D. I (II. 37)], folgt auf X, 


(1. 11) N. pie = B. 
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Es verschwindet nun auf X,, wegen X/ = 0, die Uberschiebung von 
Niuix mit X* tiber jeden Index, woraus folgt, daB fir n = 2 


(1. 12) LN uaxl = [a ia Qu) x] ” 
ist. Uberschiebung mit a*’ ergibt dann in der Tat 
(1. 13) Niai'] = layal- 


Fiir n = 2 ist also die Gleichung K. D. I (II. 96), die gleichwertig ist 
mit der Bedingung, daB H,,, bis auf einen Zahlenfaktor gleich a,, ist, 
identisch erfiillt. Die Gleichungen (1.1) und (1. 2) bestimmen jetzt aber 


0 
0444, = 2R4,, nicht. Trotzdem kénnen wir diese Ableitung nicht be- 
liebig wahlen, denn gerade fiir n = 2 ist die Gleichung 


(1. 14) Ni. +0 
keine Folge von N,, * 0 (was fiir » > 2 wohl der Fall ist; vgl. K. D. I 


(II. 86)). Aus (1.14) ergibt sich eine Differentialgleichung fiir Riss, 
denn, setzt man in der Gleichung 


(1. 15) Na # 0,041.4 0,17, — 13, Mi, — 14.1%, = 0 
fiir J7%, den Ausdruck K. D.I. (II. 38) 
(1. 16) Ils, = —o 'X* Ri.at+B 


ein und beriicksichtigt man, daB /7%, auf X, bekannt ist, so geht diese 
Gleichung iiber in 


0 0 0 0 
(1.17) a” 0, Raiw —T18,0"° Rago — H1%, a” Roig — 114,0°* Raia & B. 
0 
Da die Uberschiebungen von R.,, mit X* und mit a** [K. D. I (II. 52 


und 53)] auf X, bekannt sind, mu8B die Lésung von (1.17) noch den 
zusatzlichen Bedingungen 


0 0 ) 0 
(1. 18) Raix = Ryxii R4j,a'* * B; Raiz Xx* + B 


geniigen. Die Differentialgleichung (1.17) la8t sich umformen zu einer 
Differentialgleichung fiir eine GréBe der X,. Setzen wir dazu 


0 0 
(1. 19) Pix = Pur & Roast Wi aans & Raix + B, 
so ist 
(1. 20) Piz@*=B; m,X*=0 


und man kann also, da p,;, den Grad — 1 hat, schreiben 


(1. 21) Pix = 0 Bie Mr. 


1”) | ] bedeutet: bis auf einen nicht verschwindenden Zahlenfaktor. 
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Ersetzt man in (1.17) Rix durch den Ausdruck in p,,, 80 erhalt 
man eine Differentialgleichung fiir p,,. 

Bevor wir diese Gleichung anschreiben, miissen wir erst die Be- 
ziehungen zwischen den JT, , und den zu g, , gehérigen Christoffelsymbolen (*} 
ableiten. Aus K. D. I (II. 94) 

(1. 22) Gr = o* Ei x; =o Ext gen 
geht hervor 
(1.23) Oudax = 0° Buis 9; 9en + 0° 945 ((0,.Bi) Bi + (8, Es) Ei) + 20,0, loge 
und also fiir das Christoffelsymbol erster Art 
(1.24) {wA, x} = $(0,@:% + O,4,, — 9,4,,) 

= of Bui (ij, bh) +07 15 Bs Oy Bi + dix 0, log o 

+ a, 9, log o — a, 1 9, log a. 

Es ist ferner [K. D. I (II. 35)] 
(1. 25) Tha = a (wa, a} +07 * X* (wd, A}. 


Setzt man nun in (1.17) fiir Rix den Ausdruck in p,, ein und 
beriicksichtigt man, da8 auf X,, 
(1. 26) 4na* 2 a*™ (0, logo — oo ‘a, 4) 2 a" 0, loge 
ist, so geht diese Differentialgleichung unter Beriicksichtigung von (1. 24) 
und (1. 25) iiber in 
(1. 27) Vp.» = B, 
wo V, das kovariante Differentiationssymbol der zu g;, gehérigen Riemann- 
schen Ubertragung ist, mit den zusitzlichen Bedingungen 


(1. 28) Pin = Paras Ps = B. 
Jede Lésung dieser Differentialgleichung fiihrt zu einer Einbettung. Bei 


jeder Wahl von p,,, die (1.27) und (1.28) geniigt, also zu jedem a. 

das (1.17) und (1.18) geniigt, sind die héheren Ableitungen von ay, 

wieder eindeutig bestimmt (K. D. I, 8. 618). Zwei in dieser Weise kon- 

struierte Einbettungen sind aber im allgemeinen ,,wesentlich verschieden“. 
Hat man eine bestimmte Einbettung gefunden, so geniigt der 

Kriimmungsaffinor den Gleichungen 

(1. 29) NiysoX?=0; Nope X* = 0, 

d. h. es verschwindet die Uberschiebung mit X* iiber jeden Index. Dem- 

zufolge hat Nj,,_ die Gestalt (wie der Kriimmungsaffinor in V, ")) 

(1. 30) Noypa = Moi My) 0}- 


11) J. A. Schouten, Der Ricci-Kalkil, 8S. 169. 
Mathematische Annalen. 113. 87 
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Aus dem Verschwinden von N,;;° geht dann hervor 
(1.31) ne = 0, d. h. Noype = 0, 
oder in Worten: 

Fiir jede Einbettung ist die H, eine P,. 
Weil V,a;, = 0 ist, folgt dann, da8 die a,, Konstanten sind in bezug 
auf ein System von gewdhnlichen homogenen Koordinaten der P,, und 
die eingebettete X, also eine Quadrik ist. Die einzig mégliche Ein- 
bettung fiir n = 2, welche den auf 8. 568 genannten Bedingungen ge- 
niigt, ist also die bekannte Abbildung auf eine Quadrik in P,. Dab 
zwei Einbettungen dennoch ,,wesentlich verschieden“ sein kénnen, hingt 
damit zusammen, daB die Gruppe der konformen Transformation fiir 
n = 2 nicht isomorph ist mit der Gruppe der projektiven Transforma- 
tionen in P,, welche eine Quadrik invariant lassen. 


§ 2. 
Der Fall n = 4, 
Nehmen wir nun an n = 2p. Es lassen sich dann auf X, die 
9%. loqsp-], 
eindeutig festlegen und beim p-ten Schritt auch 0,,@,. [K. D. I (II. 68)]. 


Fiir die Bestimmung von @,)a,, miissen wir ausgehen von den Glei- 
chungen K. D. I (II. 79, 83) 


(2. 1) Op IT ta = ; (p pia 2)0 * Ap) Ou A + B 
und 
(2. 2) Ap ITA, = § (mn — p—2)0 ' Apauit B, 


und diese Gleichungen gestatten fiir n = 2p keine Lésung nach @,) a, ;. 
Statt dessen folgt hier, daB die zweite Gleichung eine Folge der ersten 
sein muB, wenn iiberhaupt eine Einbettung der verlangten Art médglich 
sein soll. Nun ist (2.2) gleichwertig mit 


(2. 3) Ap—y Nur = 0 


auf X,, und wir miissen also fordern, daB (2.3) unter Beriicksichtigung 
von Oy Nea = 9, OS q7< p—1, auf X, aus (2.1) folgt. B steht in 
(2.1) fiir einen Ausdruck in 0) a;., 9S ql p—1, und OA, a5, und 
(2.1) gilt fiir jede Fortsetzung von a;, und jede kovariante Ableitung, 
die den Bedingungen 


(2. 4) V,az,=0 und JT¥, X°—0 





lin 


dit 
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geniigen. (2.3) mu also unter Beriicksichtigung von (2.4) und des 
Verschwindens von 04) Ns., 959 < p—1, auf X, eine Identitat sein. 
Wie in einer V,, gilt wegen (2.4) die Bianchische Identitat 


(2. 5) VisNing” = 0, 
woraus hervorgeht 
(2. 6) VaNi;p° = 2 VaNye- 


Setzt man in dieser Gleichung 4A fiir dy8, so ist klar, da8 (2.3) 
unter Beriicksichtigung von 0,N,. = 0, 9S q < p—1, (auf X,) gleich- 
wertig ist mit 
(2.7) Vip—a Va Noui” =z 0 
auf X,. Nun ist der Ausdruck links beim p-ten Schritt fiir n = 2p 
(und nur fir n = 2p) bekannt auf X,. Es ist also méglich, fiir das 
linke Glied einen Ausdruck in den Konformkriimmungsaffinor C;j i" und 
Qa; za schreiben, und wir haben dann eine Bedingung gefunden, die 
erfillt sein muB, wenn eine Einbettung méglich sein soll. Diese Be- 
dingung ist natiirlich konforminvariant. 

Wir fiihren die Rechnung durch fiir n = 4, also fir p= 2. Die 
Gleichung (2.7) lautet dann 


(2. 8) V.Nipi’ =9 
auf X,, oder ausgeschrieben 
(2. 9) 0= a’*{— 9, Nauazt IN6 4 Newix + Wu Nagin + 


+ oa N spox +1ToxN suig}- 
Wir werden jetzt diese Bedingung umformen zu einer Bedingung fiir den 


Fundamentaltensor g,,. Dazu. bemerken wir zunichst, daB auf X,, 
[K. D. I (II. 95)] 
(2. 10) Nii. = o* Brit. Crjin 


ist. Setzt man in (2.6) »wA fiir dy 8, so erhalt man fiir n = 4 
(2. 1]) Oo * Nyuis = a°*{— 96 Newaz + i, Nowax + ITS, Nyoart 
+ IM: Ny wer + To. Nrurg), 
und es ist also méglich fiir das rechte Glied von (2.9) auf X, einen 


Ausdruck in C,;;, zu schreiben. (2.11) geht unter Beriicksichtigung 
von (2.10) und (1.24) (welche Gleichung auch fiir » = 4 gilt) tiber in 


(2. 12) O-* New ge = BH 0. Ciji' — a"* (8, logo) Nruo: 


auf X,, wo V, wieder das zu g,, gehérige kovariante Differentiations- 
symbol ist. Dies, eingesetzt in (2.9), gibt auf X, 


(2.13) 0 = BAL WV" Cy jen + 0? Nuoiza®* a’ (0, loga) (0, logo) + 
+ 0,8,logo — IT?, 0, logo}. 
37* 
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Aus der Definition von N,,,, und (1.24, 25) geht nach einer nicht 
komplizierten Rechnung hervor 


(2. 14) Ny wax => a td Ku jin — 440 V uy 8x + 4ayu Su} 8x) 

— 2 Aira yj x) 80 8°, 
wo 8, fiir 6,logo steht und K,;,, der zu g,, gehérige Kriimmungs- 
affinor ist. Uberschiebung von (2.14) mit a’* ergibt, wenn man fiir den 
Koeffizienten von a,,; abkiirzend ¢ schreibt, 


(2. 15) + BL K,, = a1 (0, 0 — IT, 0) + lays 


= 0, 0,loga + (0, log a) (0, logo) — 11,0, logo + ta,,"*). 
Ein Vergleich von (2.15) und (2.13) lehrt schlieBlich, daB (2.13) gleich- 
wertig ist mit 
(2. 16) VID* Cn jen + 4Co jen Ko” = 0. 
Diese Bedingung mu8 erfiillt sein, wenn iiberhaupt eine Einbettung der 
verlangten Art méglich sein soll. Sie mu8 also konforminvariant sein. 
In der Tat lehrt die Rechnung, daG die linke Seite von (2.16) bei der 
konformen Transformation g;, > 99,, (nur fiir n = 4) einen Faktor o—! 
bekommt. Durch Ausschreiben der héchsten in (2.16) vorkommenden 
Ableitungen von g,;, geht hervor, daB diese Bedingung sicher nicht identisch 
erfillt ist. Aus 


4 
Cr jin = Ky ja.— aaa meu Lan » 





(2. 17) . 
Diy = — Kyy+ Tin — 1K 9a 


und der aus der Bianchischen Identitét folgenden Gleichung 


(2. 18) Vy Eiji’ = 270 Ky, 
geht hervor . 
(2. 19) Vr Cijt = — PP va Ins. 





Fiir (2.16) kann man also auch schreiben: 





(2. 20) ve = 9¢ (WIV ulnc + 4 CrjinL") = 0. 











Da (2. 16) symmetrisch ist in ki, ist €,, eine (nur fiir n = 4 existierende) 
Tensordichte vom Gewicht }. 

Soll also fiir eine X, mit gegebenem g,, iiberhaupt eine Einbettung 
in eine H,, die den auf 8.568 genannten Bedingungen geniigt, méglich 
sein, so ist notwendig, daB in X, die (mur fir n = 4 existierende) 
Tensordichte €,, verschwindet. 


12 Wir bemerken, daB (2.10) aus (2.14) und (2. 15) folgt. 
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LaBt sich die X, konform auf eine Einstein-V, abbilden, d. bh. laBt 
sich g,;, 80 wahlen, daB K,, = }Kg,, (K konstant), und also auch 
La = Lg, ist (LZ konstant), so ist die Bedingung (2.20), wie man 
sehr leicht zeigen kann, erfiillt. Das Umgekehrte ist aber nicht der Fall: 
verschwindet €,,, so braucht die X, sich noch nicht konform auf eine 
Einstein-V, abbilden zu lassen *). 

Wir nehmen jetzt an, die Bedingung (2.20) sei erfiillt. (2.1) und 
(2.2) sind dann abhingig und 0,0,a,, la8t sich aus diesen Gleichungen 
nicht berechnen. Es kommt aber fiir » = 4 noch eine auf X, giiltige 
Gleichung dazu (vgl. K.D.I, 8.618), niamlich 


(2. 21) 6,N 2+ 0 oder auch V,N,,+0 
(wegen N,. * 0 und /73,20 auf X,). 
Da 
(2. 22) Noise $9,05%,+8B 
ist, ergibt (2.21) eine Differentialgleichung fir 0,0,a,,. Um diese 


Differentialgleichung in einer bequemen Form zu erhalten, betrachten wir 
den Projektor [vgl. K. D.I (II. 11)] 


(2.23) Pye = Nayga a?” (8,0) 0°" (8,0) = N*;". (830) (850) 
auf X,. Zwar hat 0,0 keinen Sinn, infolge K.D.I (1.30 und II.11) ver- 


schwinden aber N%;", und N°;%, auf X,, so daB die rechte Seite von 
(2.23) doch sinnvoll ist. Aus (2.23) folgt 


&) Ppa = Paps 
b) Ppa x* = 0, 
c) Ppa a?* = 0, 


(2. 24) d) Ppaa** 0, ¢ = 0, 


e) Prax = Noise t+ B, 
f) pea hat den Grad — 2. 


Differentation von (2.23) ergibt 
Vapi” = (VeN’i**) (dja) (8p0) 
+ 2Nn%;f {Oq Og. 0 — ITs @ Oy 7} Op, 4, 
eine Gleichung, die unter Beriicksichtigung von 
as’ VN4;°* — t,7,N';°* = —N*;** 7,t, = —N';"* a, = 0, 
oVNi;** = —Ni;’* Vt = 0 


(2. 25) 


18) Wir haben dafir ein Beispiel konstruiert, das aber zu wenig interessant 
ist, um es aufzunehmen. 
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auf X, iibergeht in 
Vapi” = (VaNiig*) a** a?’ (8,0) (8, 0) 

+ 2 Njig™ a?* a?” (G,0) {O,) 0,0 — I1f,, 8,0}. 
Nun ist (2.21) wegen (2.5), (2.6) ynd des Verschwindens von N,, 
iiber X, gleichwertig mit 
(2. 28) V.Nii3° =0 
auf X, und infolge (2.27) und (2.15) also auch mit 
(2.29) Vapi* =o Niij” a’" a” (Ay0) (Ene Kay — 2 tay»). 
Auf der rechten Seite dieser Gleichung treten von den Bestimmungszahlen 
des Kriimmungsprojektors nur N,,;" und N,,;" auf und diese lassen 
sich wegen (2.10) und (2.12) in C;j;* ausdriicken. Beriicksichtigen wir 
ferner, daB der Term mit ¢a,, wegen 


(2. 27) 


(2.30) a’"a,,=Ai—a ' X’ aa; Nip” = 0; Niis" X’ =0 
verschwindet, so stellt sich heraus, da8 man fiir (2. 29) auch schreiben kann 
(2. 31) Vapi” = to EL(V,Cyj;') K™. 


Eine Lésung dieser Differentialgleichung, die dazu den algebraischen 
Gleichungen (2.24 a, b,c, d) geniigt, legt N4i4. (2.24¢) und damit 
6,0,a,, (2.22) eindeutig fest. Im allgemeinen gibt es aber mehrere 
Lésungen und die Einbettungen, die zu zwei verschiedenen Lésungen 
von (2.31) gehéren, kénnen ,,wesentlich verschieden“ sein. Fiir die 
Untersuchung von (2.31) ist es vorteilhaft, die Gleichung umzuformen zu 
einer Differentialgleichung fiir eine GréBe der X,, in ahnlicher Weise, wie 
wir es auch fiir » = 2 gemacht haben. Setzen wir dazu 

(2. 32) Pix = Eki m3, 

was méglich ist wegen (2. 24 b, f). Schreibt man das linke Glied von (2. 31) 
aus und beachtet man, daB p,, den Grad — 2 hat, so. ergibt sich 

(2. 33) Vapi’ =a°* (O.—2% — 8px — 18. Pay) + 2paa- 

Aus (2.24 d) geht hervor 

(2. 34) hs —-Pxav* 0, 0. 

Ersetzt man in (2.33) p,, durch diesen Ausdruck, so geht (2.33) 
unter Beriicksichtigung von (1.24, 25) und (2.32) iiber in o * E} W Din, 
wo V, das zu g,, gehérige kovariante Differentiationssymbol ist. Fiir p,; 
erhalten wir also die Differentialgleichung 





(2. 35) Pin = 4 (Vi, Ciji') K** 











mit der Nebenbedingung (wegen (2. 24 c)) 
(2. 36) Ps = 0. 
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Eine Lésung von (2.35 und 36) bestimmt p,, und damit auch 0,0,a,, 
eindeutig 

Wir erhalten also den Satz: 

Eine X, apt sich in einer den Bedingungen 1 bis 3 auf S.568 geniigenden 
Weise einbetten in eine H,, wenn (2.20) erfiillt ist und das Gleichungs- 
system (2.35, 36) eine Lésung hat. 

Gelingt es, durch irgendeine konforminvariante Vorschrift unter 
diesen Lésungen eine bestimmte auszuzeichnen, so erhalt man auch eine 
ausgezeichnete Einbettung. Es gilt dann der Eindeutigkeitsbeweis 
(K.D.I, 8. 624), und in diesem Falle sind also zwei nach dieser Vorschrift 
konstruierte H, ,,nicht wesentlich verschieden“, d. h. die Einbettung 
geniigt auch der Bedingung 4 auf 8. 568. Dies ist u.a. der Fall fiir eine X,, 
die sich konform auf eine Einsteinsche V, abbilden l48t. Man kann 
dann den Fundamentaltensor (der bis auf konforme Transformationen 
festgelegt ist) so wahlen, daB 


(2. 37) Kin = t KG 

ist. Die Differentialgleichung (2.35) lautet dann 

(2. 38) V' Den, = 9, 

und eine ausgezeichnete Lésung, die auch (2.36) geniigt, ist 
(2. 39) Pin = 0. 


Wir miissen aber noch beweisen, daB8 bei einer konformen Transformation, 
wobei die X, Einsteinsch bleibt, die Gleichung (2.39) auch erfiillt bleibt, 
denn sonst wire die Vorschrift, die Lésung auszuzeichnen, nicht konform- 
invariant. Dazu geben wir o einen Faktor @ vom Grade Nuii, g,, erhalt 
dann wegen (1.22) den Faktor e-*. Die Anderung von Ppa folgt aus 
der Definition (2.23). Der Faktor 9 kann aber nicht ganz beliebig 
gewahit werden, denn die Einsteinsche X, soll Einsteinsch bleiben, d bh. 
Ky, > Ky, = Agi“). Wir fiihren hier die ziemlich komplizierte Rechnung 
nicht aus und bringen nur das Resultat: p,, erhalt den Faktor 0’. Die 
Lésung (2.39) ist also in konforminvarianter Weise ausgezeichnet. Wir 
haben schon gezeigt, daB die Bedingung (2.20), welche notwendig ist fiir 
die Méglichkeit einer Einbettung der verlangten Art in eine H, fiir eine 
X,, die sich konform auf eine Einsteinsche V, abbilden laB8t, erfiillt ist. 
Jetzt haben wir dazu fiir eine derartige X, eine ausgezeichnete Lésung 
von (2.35) erhalten, und es gilt also der Satz: 


14) Vgl. H. W. Brinkmann, On Riemann spaces conformal to Einstein spaces, 
Proo. Nat. Ac. Sc. 9 (1923), S.172—174; Riemann spaces conformal to Einstein 
spaces, Math. Annalen 91 (1924), S. 269—278. 
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Bine X,, die sich konform auf eine Einsteinsche V, abbilden lat, 
lapt sich in eindeutiger Weise einbetien in eine H,; diese Einbetiung geniigt 
den Bedingungen 1 bis 4 auf S. 568, und iiberdies gilt auf X, 

(2. 40) N;""* (0,0) (0,0) = 0. 


§ 3. 
Die Xen, Pp —_ 2, 
die sich konform auf eine Einsteinsche V,, abbilden lassen. 

Fiir » = 2-7, p > 2, erhalt man die Bedingung, der die Fundamental- 
tensordichte g,, in X,, gentigen mu8, wenn eine Einbettung in eine 
H,,., existieren soll, aus der Gleichung (2.7): 

(3. 1) Vip—2 Va Nii = 0 

auf X,. Ist diese Bedingung erfiillt, so ist die Einbettung noch nicht 
eindeutig bestimmt. Aus der Forderung 

(3. 2) Ip» Na*0 

auf X, (K. D.1, 8.618) ergibt sich eine Differentialgleichung fiir 0.) a, , 
auf X, [K.D.I (II. 97)]. Wir werden die Gleichungen (3.1) nicht um- 
formen, wie wir es fiir » = 4 gemacht haben, beweisen nur, daB diese 
Bedingung fiir eine X,,, die sich konform auf eine Einsteinsche V,, ab- 
bilden la8t, erfiillt ist und da8 die Differentialgleichung (3.2) eine in 
konforminvarianter Weise ausgezeichnete Lésung gestattet. 

Wir bringen den Beweis zunichst fiir p = 3, also n= 6. Da die 
X, konform-Einsteinsch ist, kann man o (d.b. a,4) so wahlen, daB der 
zugehérige Fundamentaltensor 


~1 

(3.3) Gin = 0 * Bin ix 

zu einer Einsteinschen V, gehért. Es gilt also 
1 

(3. 4) Ky, = = KGa: 

wo K konstant ist, und wegen (2. 17) 


1 —2 
(3.5) Lia = LG; L= —- SK. 
Demzufolge iautet die Gleichung (2.12), welche auch fiir n > 4 giiltig 
ist, unter Beriicksichtigung von (2.19), jetzt 





(3. 6) Ny uisat Nepig &*I,062%0 
auf X,,, oder 
(3. 7) Ny uia @* O00. 


Fir (3.7) kann man auch setzen 
(3. 8) Ni i°0,.020 
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auf X,. Zwar hat 0,0 keinen Sinn, es verschwindet aber Nj, j° auf X,, 
so daB die linke Seite von (3.8) doch sinnvoll ist. Beim dritten Schritt 
sind die 0,0,a,, schon bestimmt und es steht dann schon fest, daB 


(3. 9) 6.Ng, = 0 
ist und also auch 
(3. 10) V.Ns3i° = 0 


ist auf X,. Es ist nun 
(3.11) (Va N%ui*) 0 = a"(V aN’ nix) O30 
+0? X* (VN u24) 030 +0 * X* (Vg No nrc) 0 
= a" (0, No yi2090) — 0°" Ni, e006 —307* Nui 40 90. 
Beachtet man nun, daB wegen (1.8), (2.15) und (3. 4) 


(3. 12) V,Vi,0 = 0,0,0 — IT, 0,0 — Mi, 040 = Aaya 

ist, so geht (3.11) unter Berticksichtigung von (3.8) und (3.10) iiber ip 
(3. 13) (n—4)0"* N*,.,,00 0 

auf X,. Wegen (3.8) und n + 4 ist also auch 

(3. 14) Nj,3°9,.0 20 

auf X,. Uberschiebung mit a’? O,0 lehrt 

(3. 15) Nji,7 0.0620 


auf X, und, wenn wir die Gleichungen (3.14) und (3.15) zusammen- 
fassen, also 


(3. 16) Nj;7' 0.0 =0 

auf X,. Es ist also auch 

(3. 17) Noypa a** (0,0) a°¢ (0,0) = 0 

auf X,. Differentiation von (3.17) ergibt wegen (3.16) auf X,, 
(3. 18) qv yp = 0, 

wo 

(3. 19) Qeyp = (Ve Nayp a) a** (0,0) a®@ (0,0) 

ist. Jetzt betrachten wir den Ausdruck 

(3. 20) (VaVs, Nigni”) a" (0, 0) a"? (0, 0), 


woftir man wegen der zweiten Identitét [K. D.1 (I.28)] auch schreiben 
kann 


(3. 21) (V*°V1Ne, une — V*° Va Negus, 2) a" "(O,, 0) a2" (9, 0). 
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Fiir den ersten Term erbalt man unter Beriicksichtigung von (3.12), 
(3.16) und (3. 18) 


(3.22) a°* Va qiux — O°* (Vi Ne, ws, x) (Voa%™ (0,, 0) a *2 (8,, 2)} 

+a? X* (ViVi Neues + Va Vi Neuse, a) a (0, 0) a2 0,0 

= — 6M gaux— OF Gani = 9. 

Der zweite Term ist wegen (3.9) und (3.18) gleich 
(3.23) a’* Va Guna + 2°" (Va Nn, 2) {V.a"" (0, o) a*2*2 0,, a} 

basic x* (Ve Via Nun a, 4 +V4 Ve N,, tay a) att (0,, a) a**2 0, o 

=> a" 15.¢an2 _ 8a ‘gaya _ 30° Gani = (n - 6)o' qaui= 0. 
Andererseits kann man fiir den Ausdruck (3.20) infolge (3.9) und (3. 16) 
auch setzen 
(3. 24) VV. Nini? = V,VeNigi’ = VaVeNi,i*” 
auf X,. Nach dem zweiten Schritt steht fir » = 6 im konform-Ein- 
steinschen Falle also schon fest, daB der Ausdruck 
(3. 25) Va VaNapi” 
auf X, verschwindet, und damit ist bewiesen, daB in diesem Falle die 
Bedingung (3.1) fir p = 3 erfiillt ist. 
Die Gleichung 
(3. 26) 0,0,N4, =0 
auf X, ergibt eine Differentialgleichung fiir 0,0,0,a,,. Wir definieren 
nun auf X, eine GréBe t,, 
(3.27) typ = Tey = (Ve Nsypa) a*™ a’ *2g**s (0, 0) (0,, 0) (0, 0). 
Es ist also 
(3. 28) Tui VaNapist BH — $0,040, 0,1 + B. 
Man kann auch r,, als Unbekannte betrachten. Die Differentialgleichung 
fiir Tua ist 
(3.29) 7a ti* = 2(V,V po Na e,)a%* a? a (8, a) (Ae, 0) O-, 0) 
— (V.,Ni,ie,”) (V.a" a? a" (4,, 6) (Oz, 0) (8:,9)} 
*0,0,N,2%0 

auf X,. Eine ausgezeichnete Lésung dieser Differentialgleichung ist (wie 
fiir n = 4) 


(3. 30) tai, = 0 
auf X,, eine Gleichung, die identisch ist mit 
(3.31) Gaui = 0 


auf X,. Wie fiir » = 4 kann man zeigen, daB diese Lésung in konform- 
invarianter Weise ausgezeichnet ist. 
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Damit haben wir dann bewiesen, daB eine X,, die sich konform auf 
eine Einsteinsche V, abbilden laBt, sich den Bedingungen 1 bis 3 auf 
8.568 gema8 einbetten la8t in eine H, und daB diese Einbettung eindeutig 
ist, d.h. daB zwei nach dieser Vorschrift konstruierte H, ,,nicht wesent- 
lich verschieden“ sind. 

Fir n = 2p wird dies in ganz ahnlicher Weise bewiesen. Wie wir 
fiir n = 6 als Ausgangspunkt die Gleichung (3.16) genommen haben, so 
ist der Ausgangspunkt fiir n = 8 die Gleichung 


(3. 32) dpe = 0. 


Diese Gleichung folgt aus (3. 18) und (3. 22, 23), denn man fordert fiir n + 6 
beim dritten Schritt das Verschwinden des Ausdrucks (3.25). Der Beweis 
fir » = 2p (p beliebig) kann durch ein Induktionsverfahren gegeben 
werden. Zusammenfassend haben wir also den Satz erhalten: 

Eine X,,(p > 1), die sich konform auf eine Einsteinsche V, , abbilden lapt 
lapt sich einbetten in eine H,,,, mit einer symmetrischen und speziellen 
Punktiibertragung IT}, und einer Fundamentaltensordichte a,, derart, dap 
die auf S.568 genannten Bedingungen 1 bis 3 erfiillt sind. AupBerdem lapt 
sich eine Vorschrift angeber. derart, daB zwei nach dieser Vorschrift kon- 
struierte H,,+, ,,nicht wesentlich verschieden sind und somit auch die 
Bedingung 4 auf S.568 erfiillt ist. 


(Eingegangen am 8. 5. 1936.) 











Sopra un problema di navigazione di Zermelo. 


Von 
Basilio Mania in Pisa (Italien) *). 


1. Lo Zermelo ba posto il seguente problema: In un piano illi- 
mitato, nel quale la distribuzione del vento @ data per mezzo di un 
campo vettoriale funzione del punto e del tempo, un aereoplano si muove 
con velocité costante rispetto all’aria. Come deve essere diretto |’aereo- 
plano per giungere nel pix breve tempo possibile da un punto A a un 
punto B fissati?') Egli ha determinato le equazioni differenziali del 
problema con un metodo diretto, ed ha studiato il campo delle estremali 
seguendo i procedimenti di Weierstra8. Inoltre ha considerato anche il 
caso del moto in uno spazio a tre dimensioni. 

Il problema é@ stato ripreso dal Levi-Civita*), il quale lo ha trattato 
ponendolo nella forma di un problema di Mayer e stabilendone le equa- 
zioni differenziali seguendo il metodo dei moltiplicatori di Lagrange. 
I risultati del Levi-Civita si riferiscono a uno spazio a un numero qua- 
lunque di dimensioni. 

Il v. Mises*) ha dato poi una trattazione grafica del problema nel- 
Pipotesi che la velocita del vento sia indipendente dal tempo, ed ha messo 
in evidenza le analogie fra il problema di Zermelo e il principio di 
Fermat dell’ottica. 

Il procedimento del Levi-Civita @ stato esteso dal De Mira Fer- 
nandes*) in una nota lincea al caso che la velocita dell’aereoplano dipenda 
dal punto e dal tempo. 

La trattazione del v. Mises @ stata ripresa dal Frank il quale ha 
messo maggiormente in evidenza le analogie fra il problema di Zermelo e 
i problemi dell’ottica geometrica °). 

*) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della R. Scuola Normale Sup. 
di Pisa. 

1) Uber die Navigation in der Luft als Problem der Variationsrechnung, 
Jahresb..d. Deutschen Math. Ver. 89 (1930), S. 44—48; Uber das Navigationsproblem 
bei ruhender oder verdnderlicher Windverteilung, Zeitechr. fir angew. Math. u. 
Mech. Li (1931), S. 114—124. 

2) Uber Zermelo’s Luftjahrtproblem, ebenda, 8. 314—322. 

8) Zum Navigationsproblem der Luftjahrt, ebenda, 8. 373—381. 

*) Sul problema brachistocrono di Zermelo, Rend. R. Acc. Naz. dei Lincei 
(6) 15 (1932—X), pp. 47—652. 

5) Die schnellste Flugverbindung zwischen zwei Punkten, Zeitechr. fir angew. 
Math. und Mech. 18 (1933), S. 88—91. 
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Infine, recentemente, nel suo trattato di calcolo delle variazioni, il 
Carathéodory *) ha ripreso il problema di Zermelo, sia nel caso della velo- 
cita del vento indipendente dal tempo sia nel caso della velocita del 
vento variabile col tempo. 

Dopo tutti questi lavori occorre giustificare il presente. La giustifica- 
zione principale sta nel fatto che nei lavori citati non é trattata la 
questione dell’ estremo assoluto nel caso che la velocita del vento o 
quella dell’aereoplano dipendano dal tempo e quindi il problema diventi 
un problema di Mayer. Pit precisamente questo lavoro si propone i 
seguenti scopi: 

1° dimostrare un teorema generale dal quale segua |’esistenza del- 
l’estremo assoluto nel problema di Zermelo; 

2° determinare le equazioni differenziali che debbono essere soddis- 
fatte dalle curve che forniscono |’estremo, e cid indipendentemente dalla 
teoria dei moltiplicatori di Lagrange: teoria che, finora, nonostante alcuni 
pregevoli lavori’), non ha avuto uns trattazione soddisfacente; 

3° mettere in forma canonica le equazioni differenziali ottenute; 

4° dedurre da tali equazioni la ,,formula di navigazione di Zermelo“. 


§ 1. 
Impostazione del problema. 

2. Per fissare le idee, ammetteremo che il campo sia un piano 
illimitato, ma quanto diremo si estende senz’altro a uno spazio a un 
numero finito qualunque di dimensioni. Supporremo inoltre, col Levi- 
Civita, che la velocita del vento sia sempre minore, con una differenza 
maggiore di un numero positivo, della velocita dell’apparecchio rispetto 
all’aria, cid che dal punto di vista fisico equivale ad ammettere che 
Yapparecchio possa muoversi, in ogni istante e a partire da un punto 
qualunque, in tutte le direzioni. 

Cid posto, diciamo u(z,, z,, t) la velocité del vento (e anche la sua 
intensita) nel punto (z,, z,) all’ istante ¢, e ne sieno %,(z,, 2,, t), 
u,(Z,, Z,, t) le componenti secondo gli assi z,, x, supposte finite e con- 
tinue con le derivate dei primi due ordini per tutti i valori degli argo- 
menti. Sia poi & la velocita dell’ apparecchio rispetto all’ aria, e per 


6) Variationsrechnung wnd partielle Differentialgleichungen erster Ordnung, 
B. G. Teubner, Leipvig u. Berlin (1935), S. 234-242, 378—382. 

7) Vanno ricordati specialmente G. A. Bliss, The problem of Lagrange in the 
calculus of variations, Am. Journal Math. 52 (1930), pp. 674—743: e L. M. Graves, 
On the problem of Lagrang-, ibid. 58 (1931), pp. 547—554. 

{Quando il presente lavoro era gia compilato io ho ottenuto risultati note- 
volmente completi sull’ argomento in alcune note e memorie pubblicate altrove.] 
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quanto diremo si pud ammettere indifferentemente che sia costante o 
funzione di (z,, z,, ¢) finita e continua con le derivate dei primi due 
ordini; e, infine, sia g |’angolo formato con l’asse z, dalla direzione 
dell’ apparecchio lungo una traiettoria assegnata all’istante ¢. 

In queste ipotesi, lungo una traiettoria qualunque, risultano soddis- 
fatte, per il principio di addizione delle velocita, le seguenti equazioni: 


(1) SF = u(x, 2%, 0 + koos 9 (0), At — u(t, 24, t) + keen p(t). 


Detta s la lunghezza dell’ arco lungo la traiettoria e v la velocita, risulta 
dz, dz, de... da <adz de. 
a ure" a wasn.6h 
e quindi, per le (1): 
(2) (x, = u,)’ + (zy = u,) = y, 
donde segue che la velocita lungo la traiettoria @ uguale all’ unica radice 
positiva dell’ equazione (2) di secondo grado in v. Si ha dunque 





(3) oe Ht 25 tty + Viz, u, + 2 wy) + ( — uw} — uf) (2,* + 2) 











x + =," 
e quindi v>k—we 
(4) ae i _ — (a uy + 2 wy) + VR (x)? + 22) — (wy x, — us, 25)? 
| a Mon ee — uv? 


Se indichiamo con ¢, l’istante in cui |’aereoplano comincia a per- 
correre la traijettoria, |’istante ¢(s) in cui esso finisce di percorrere |’arco s, 
soddisfa all’ equazione 

& 


(5) t (s) _ t, +. = u, + 23 tts) + Vk? (z}? + ay") — (tug zy — %, Z3)* ds, 








e— «ew 
0 


e detta Z la lunghezza della traiettoria, i] tempo impiegato a percorrerla 
é dato da 


(6) t = t(L) —4,. 


Supposto ¢, fissato, il problema di Zermelo diventa il problema di 
minimo per il funzionale ¢ (LZ). 


§ 2. 
Un teorema generale e applicazione al problema di Zermelo. 


3. Sia F(z,, z,, z;, 2, t) uma funzione finita e continua con le 
sue derivate dei primi due ordini, per (z,, z,) appartenente a un campo D 
contenente tutti i suoi punti di accumulazione a distanza finita, per tutti 








-_— <_< -— er £2 > ft & SS Oe 


on 
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i valori finiti di t, e per tutte le coppie (z,, z,) con 2,°>+2;,>0. Per 
ogni numero h > 0 sia 

F(a,, %, h2,, hay, 0) = hF(a,, 2, 2, 2, 0), 


cioé la funzione F sia positivamente omogenea di grado 1 rispetto a 
Z,, 2. Allora risulta definita la funzione 


’ ’ Fz 2 Pr x’ Fr. 2’ 
F, (z,, Ly, %, TM, t) = a = i 


Se 
z, = 2,(s), z= 2,(s), (OSs SD) 
sono le equazioni parametriche, in funzione dell’ arco s, di una curva 
continua e rettificabile C del campo D, e se ¢, @ un valore fissato di ¢, 
lequazione 


(7) t(s) = t, + | F[z,(0), 24 (6), 2% (6), %3(0), t(o)]do 


ha al pi una sola soluzione ¢(s) nell’ intervallo (0, Z). Si chiama 
problema di Mayer relativo all’ equazione (7) i] problema di minimo o di 
massimo relativo al funzionale ¢(Z) in una classe assegnata K di curve C 
per le quali il detto funzionale esiste. 

Se & sempre F > 0[< 0] si dice che il problema di Mayer é de- 
finito positivo [negativo]; se @ sempre F, >0[< 0] si dice che il 
problema di Mayer é@ regolare positivo [negativo]. 

Ricordate queste definizioni, passiamo a dimostrare un lemma. 

Lemma _ Se il campo D é limitato e chiuso, e se il problema di 
Mayer relativo all’ equazione (7) é regolare definito positivo; fissato un 
qualunque intervallo (t,,1,), finito, e un numero 6 > 0, si pud determinare 
un numero 24> 0 tale che, comunque si fissi t, nell’ intervallo (t,, t,), per 
ogni segmento PQ del campo D di lunghezza 1 <= A esista il funzionale t(L), 
e presa una qualunque curva continua e rettificabile y di D, congiungente i 
puntt P eQ e di lunghezza > (1 + 4)l, se per essa esiste il funzionale t(L), 
il valore di esso é maggiore di quello corrispondente al segmento PQ. 

Cominciamo con l’osservare che si pud scegliere un numero A > 0 
tale che, comunque si fissi ¢, in (¢,, ¢,), sopra ogni curva continua e retti- 
ficabile del campo D, di lunghezza non maggiore di 4, esista il funzio- 
nale ¢(Z). 

Indichiamo poi con (t;, f) un intervallo che contenga tutti i valori 
dei funzionali t(s) definiti dalla (7) con ¢, appartenente a (t,, t,) e C 
essendo un qualunque segmento rettilineo del campo D e di lunghezza 
<i. Allora (t,, 4) & un intervallo limitato, e possiamo indicare con m 
ed M rispettivamente il minimo e i! massimo di F per (z,, z,) apparte- 
nente a D, ¢ appartenente a (t,, ¢,), z,° + 2,7 = 1. 
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Fissati comunque ii segmento PQ e la curva y dell’ enunciato con 
PQ <<, se i valori del funzionale ¢(s) corrispondente a y non appar- 
tengono all’ intervallo (¢,, 4), la condizione da dimostrare risulta veri- 
ficata senz’ altro. Possiamo dunque escludere dalle nostre considerazioni 
questa eventualita. 
Osservato cid, indichiamo con 
os, = 2, (8), z= a, (8) (0 Ss B) Ss ), 
t,=6(0) %=&(0) OSe5)) 
le equazioni parametriche di PQ e di y in funzione dell’ arco, e, per un 
valore ¢, fissato nell’ intervallo (¢,, ¢,), sieno t e t i valori del funzio- 
nale ¢(Z) corrispondenti rispettivamente a PQ e ay. Si ha allora 


i 
(8) t-r=]F€,, 4, &, & )do— (F(a, a, %, %, ds 


{F(é,, &., &, &, t) es F(é,, &; &, &, t,.)} do 


Ome oy 


i 
— (F(a, %, 4%, %, ) — Piz,, 2, 21, %, &)} ds 


T t 
+ [P(E by Si es do —[ P(x, %, 2, 2%, &)ds 
0 0 


Essendo 
‘-—-t> ml — Ml, 
possiamo limitarci a considerare il caso che la lunghezza / della curva y 
soddisfi alla limitazione 
os Fi. 
In questa ipotesi, fissato ad arbitrio un numero «> 0, si pud determi- 


nare A, > 0 con A, <= A, tale che, per /< A,, si abbia, comunque sia 
fissato t, in (t,, t,) e per qualunque segmento PQ del campo D, 


T 
(92) | f PGs Sas Sis bas 8) — FR by Sis bt) do] < Ze, 
‘ ) 

! 
(10) if (F(z,, 2, Z,, %, t) — F(x,, 2, Z,, 2, t,)} do| < le. 


Con un cambiamento di variabile 


- 
ome 
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si ha 


i I 
(11) [PG &,, &, & &) do — [Pe Zo, Z,, Xz, t) a8 


0 
t 


{{r ( Fy bag sh, si ,t ») — F (2,, Xp Z, Bey t)| ds 


t 


[P(E be» SE, $8.4) — F(a ay $8, $8.4) ae 


(Se _— z,) Fy (2, Bg, Z,, Ly, ty) Hf - a) Fy (2, 2,21, 22, t,)}d8 


+ 
Pe ee 


+ [z (2,, Zq; Z,, Ze; oh : ; t 0) ds, 
0 


essendo 


 » 6h 2 dé, dé 
E(z,, Ly; T, Ly; aa? ¥e" ) = a hes ae? ty) 


- , d les 
oh Py (%,, 2, 2, %, ty) — of Pg, (21, Dy, Ty Ly, by) 


Possiamo ora PR 2 un numero 4, > 0 con A, <A, tale che 
se |= A, si abbia 
u 


(12) || P(e tS, S, t) — F (2 ty SF, Ft, t)} ds|<le 


e 
t 


d — id ' _ ; 
(13) ze — 2%, 1 Fes (2,, Dy, Z,, Vy, t)—(t- 2) Fes (5%, Zi. Ly t)|ds| <ie. 


Dalle (8), (9), (10), (11), (12) e (13), risulta che se A é@ il pid piccolo 
dei due numeri A, e 4,, e se @1< 4, si ha 


l 


(14) ram [B(2,35 a, a; SE, Ss; t.)ds+0(34+~)le 
0 


con |#| < 1. 
Ora detto yu il minimo di F, (z,, 2, |, 7, ¢) per (z,, %,) appartenente 
a D, t appartenente a (t,,¢,), 2,2?+2,2= 1, @ 


E(z,, a; Zs a; SH, 3; t) ty) => V (42) + (S) )ea- eos a) *) 





8) Vedi, per esempio, L. Tonelli, Fondamenti di calcolo delle variazioni. Vol. 1, 
p. 211. 
Mathematische Annalen. 113. 38 
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essendo a l’angolo formato dalle direzioni (z,, z,), (€, ). Ne viene 


I 
t—-t>ty [(1 cosa) de +0(3+4 *yte 
T 


=u [1 con «) do + 6(34+%)le 


0 
- wd —)+0(3+ S)le>a(ud+0(3+=)e)h 
Allora, se ¢ @ stato scelto sufficientemente piccolo affinché sia 


wd>(3+~)e, 
si ha 
™—r>0 
e il lemma @ dimostrato. 

4. Dopo cid possiamo dimostrare il seguente teorema di esistenza. 

Teorema. Se il campo D é limitato, chiuso, convesso; se il pro- 
blema di Mayer considerato é definito regolare positivo; se K é la totalita 
delle curve continue e rettificabili del campo D congiungenti due punti fissi 
e per le quali esiste il funzionale t (L); allora, swpposto che la classe K non 
sia vuola, esiste in K il minimo assoluto di t(L). 

Essendo F > 0, per tutte le curve di K 8 ¢(L)>t, e quindi il 
limite inferiore i di ¢(Z) @ finito. Sia W,, l’insieme delle curve di K per 
le quali é@ , 
con m intero positivo. Le curve della successione di insiemi W,, W,, ..., 
W,,,... hanno le loro lunghezze tutte uguaimente limitate, appartengono 
tutte al campo D limitato e chiuso, e quindi la successione di insiemi 
di curve W,, W,, ..., W,,..- ammette almeno una curva di accumulazione 
C, continua, rettificabile, appartenente al campo D. Ne sieno 

z,=§,(s), 4 = (8s), (9SsS L,), 
le equazioni parametriche in funzione dell’ arco °). 

Dopo cid indichiamo con W,, l’insieme delle curve di W, che appar- 
tengono ordinatamente all’ intorno (1:) di C,. Essendo C, curva di 
accumulazione della successione W,, W,,..., W,,... per nessun indice n 
Yinsieme W;, risulta vuoto. Sia poi W,; l’insieme delle curve di W, la 
cui lunghezza é <= (1 + +) L,, e dimostriamo che per nessun indice n 
l'insieme W;, pud essere vuoto. 


*) Supponiamo L, > 0, perché se 8 L,—= 0, é anche i = t, e Co, che si riduce 
&@ un punto, da il minimo cercato. 
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Infatti, se cid accadesse per un certo indice nm, vorrebbe dire che 
tutte le curve di W), appartenenti ordinatamente all’ intorno (1:1) di 


C, avrebbero lunghezza > (1 + +) L,. Allora, preso nel lemma del n° 


precedente 6 = 1: 4m e l’intervallo (t,, t,) dato da (¢,, 1+ 1), determiniamo 
il numero 4. Fatto cid, inscriviamo in C, una poligonale 2 apparte- 
nente all’ intorno (1:2) di C,, i cui lati sieno tutti minori di A, e 
determiniamo un indice m > tale che, presa una qualunque curva di 
W;, e considerata una poligonale 2’ inscritta in essa, i cui vertici distino 
ordinatamente dai vertici di x per meno di 1:m, tutti i lati di questa 
poligonale sieno pure minori di 4, e la lunghezza di 7’ sia minore di 


1 
L, (1+): 
Se sostituiamo con le rispettive corde gli archi della curva che hanno come 
corde lati di x’ e la cui lunghezza ba con la lunghezza della corda un rapporto 


=( 1+ + ), la nuova curva che otteniamo, supposto m abbastanza grande 


e A abbastanza piccolo, appartiene ordinatamente all’ intorno (1:m) di 
C,, e su di essa é, per il lemma precedente, 


(Ll) sit+t<i+4t, 
e inoltre la sua lunghezza & < ( 1+ +) Ly. Dunque tale curva appar- 


tiene all’ insieme W" che non pud essere vuoto. 

Se ne conclude che esiste una successione di insiemi di curve di K, 
W', Wi, ..-. Wa,.-., uniformemente convergente a C,, e tale che detto 
(L,,} Vinsieme delle lunghezze delle curve di W;, la successione {L,}, ..., 
{L,}, ... converga a L,, e quindi esiste il funzionale ¢ (L) corrispondente a C,. 

Vogliamo ora dimostrare che se si indica con ¢,(s) il funzionale che 
per la (7) corrisponde a una curva C, di W;, e con t,(s) il funzionale 
analogo corrispondente a C,, la successione {t, (s)}, ... {t,(8)}, ... converge 
uniformemente a ¢, (s). 

Con notazioni evidenti, per s appartenente al pit piccolo dei due inter- 
valli (0, Z,), (0, L,), si ha 


dz™ dzy 


(15) t, (8) ~t(8) = [{F(2, a), FL, Fh, ty (8)) —F (Ex bus Sip Fert (8)) | 8 


ad j (F(a, agp, 22 SEE 4 (0) — P(E bens Fav te ()} de 





ds’ de 


(F(&,, &4, §, &, bn (s)) — F(&,, &5, &), &, ty (8)} ds. 


a 


es To 


38* 
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Ora il primo di questi due integrali, per m tendente a + oo, tende a zero 
upniformemente rispetto as e rispetto alle curve di W,"*), e quindi, in- 
dicato con ¢, il limite superiore del suo valore assoluto per n fissato e al 
variare di s e della curva C, in W;, si ha 


(16) |, (8) — t, (8)| Se + H8|t, (8) — t, (s)| 
essendo H un limite superiore del valore assoluto di F, per (z,, %,) 
appartenente a D, z,*+ 2? = 1, e ¢ appartenente a (t,, i+ 1). 

Dalla (16) segue che 1, (s) tende a ¢,(s), uniformemente rispetto a s e 
alle curve di W;, in ogni intervallo (0,1) con1<= e 1X1, Essendo 
poi, analogamente alle (15), 


(15*) tn (8) — t, (8) = t () — t, (2) 





(m) (m) \ 
+ \(F (a, ayo, $2 ’ at ’ ta (8)) — F(é,, §s i, & lo (s)|ds, 
i 
con lo stesso ragionamento si prova che ¢,(s) converge a ¢,(s), uni- 
formemente rispetto a ¢ e alle curve di W;, in ogni intervallo (0, I’) con 
hP=2lel’=<L,. Proseguendo in questo modo si conclude che ¢, (s) 
converge uniformemente a ¢,(s) in ogni intervallo (0, A) con A < J,, e 
quindi si ha anche subito la convergenza della successione {t, (Z,)} a ¢, (L,). 
Se ne conclude che deve essere 


i<4(L,) <i+— 


con n arbitrario, e quindi ¢,(L,) = %, cioé la curva C, fornisce il minimo 
assoluto di ¢(Z) nella classe K. 

Osservazione I. Il teorema precedente resta vero anche se il campo 
D non é convesso, purché le curve deyli insiemi W,, da un certo indice in 
poi, abbiano tutte dalla frontiera di D una distanza maggiore di un numero 
positivo fisso, oppure D sia costituito da tutto il piano (2,, 2) e le curve 
degli insiemi W,, restino a distanza limitata. 

Osservazione II. Jl teorema precedente resta vero anche se t, imvece 
di variare sopra tutto Vasse reale, ¢ sempre non minore di un numero reale 
fissato. 

5. Applicazione al problema di Zermelo. Nel problema di Zermelo 


sopra enunciato si ha 








(16) F (2, Ly x x t) — — (uw, xj + Ug x) + ye (x? + 3°) leo (thy 2} — 23)? 
> 2 “19 “go 


1) Vedi L. Tonelli, loc. cit. p. 228. 
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ed essendo per ipotesi k* > u*® = u? + u}, risulta F > 0, cioé il problema 
é definito positivo. E poi 

ke 
(2 (ai? + 2) — (tg 2 — uy 2) 
e quindi il problema risulta anche regolare positivo. Di pid @ sempre 


P, (z,, zy, 2, Zs, t) = 





P = < = — e quindi ogni curva continua e rettificabile 8 una curva 
ordinaria. 

Allora, fissati nel piano due punti A e B, considerata la classe di 
tutte le curve continue e rettificabili che li congiungono, sopra tali curve 
la velocitaé dell’ apparecchio non pud superare 2k, ed é@ naturale supporre 
la velocita k limitata. Ne segue che il valore di ¢(Z) tende a+ o a 
tendere a + o di L, e quindi si pud determinare un numero A tale che 
nella risoluzione del nostro problema, ci si possa limitare a considerare 
le curve di lunghezza < A. Preso come campo D un cerchio che con- 
tenga nel suo interno tutte le curve di lunghezza <A congiungenti i 
punti A e B, possiamo applicare il teorema precedente e ottenere una 
curva C, continua e rettificabile, congiungente A e B, la quale rende mi- 
nimo il funzionale ¢(L) rispetto a tutte le curve continue e rettificabili 
del piano (z,, z,) congiungenti i punti A. B. 


§ 3. 
Le equazioni delle estremaili. 


6. Da risultati generali relativi ai problemi di Mayer altrove da me 
ottenuti'') segue immediatamente che la curva C, del n° precedente é 
di classe 2 e soddisfa al sistema di equazioni differenziali 

d 


gohan = Fe, t+ Pi P ai, 
(17) : 
gees = Fa, t+ Pi Pos, 


essendo F data della (16), ed essendo gli argomenti delle funzioni che qui 
compaiono €,(s), €,(8), £, (8), (8), (8), con 
e, =,(s), 2% = §(s) 0SsSL,) 


equazioni parametriche in funzione dell’ arco s della curva C,, e t,(s) 
data dalle condizioni 


(18) Sto) — P(E, (8), Ey (8), £8), Ey (6) t0(8)), (0) = by 





11) Proprieta delle estremanti nei problemi di Mayer, Annali della R. Scuola 
Norm. Sup. di Pisa (2) 4, pp. 107—131. 
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7. Esistenza della funzione di Hamilion. Riprendiamo, in questo n° 
e nel successivo, a considerare il problema generale regolare positivo 
dei n' 3 e 4. Se (Z,, Z,, Z, Z,¢) & un punto interno al campo di defi- 
nizione della F, e poniamo 


(19) {n= Fy, (z,, 2, Zi, ty t) 
ly, = a (z,, Ty, Zy, Zo ,4), 


si dice funzione di Hamilton del problema assegnato in un intorno del 
punto fissato, ogni funzione H (z,,z,,y,,y,,t) di classe 2 in un intorno 
di (%,, 2,9, = Fy; (%, ©, 71, %3,0), Yy = Py, (%. Fy Fi, Zs, t), 0), per la 
quale una almeno delle due derivate H,,, H,, sia sempre diversa da 
zero nel detto intorno, e per la quale, infine, sia identicamente 

(20) H (z,, TY Ys ) =0 


con y,,¥, date dalle (19) nell’ intorno di (Z,, Z,, %, Z:, t). 
Posto 


2’, z5 
(21) cos 6 = sen 0 = Vat a’ 


essendo F,,, F,, positivamente omogenee di grado 0 rispetto a 2, 2%, 
basta determinare la funzione H in modo che la (20) valga per 


¥, = Fe, (2, 4, cos 8, sen 6, t) 








* 
satin ¥, = Fy (z,, Z,, cos 6, sen 86, t). 
Essendo ora 
OF, oF,’ 
5H = — FF, sen 8, 55° = F, cos 6 


e F, >0, da una delle (19*), per fissare le idee dalla prima, si pud 
ricavare @ come funzione di classe 1 di z,, z,, y,,¢, ¢ sostituendo nella 
seconda, si ha identicamente 
¥, — h(z,, %, 9,4) = 0 
con A funzione di classe 1. 
Posto 


(22) H (2,, Zo, Yr» Ya» 8) = Ya — A (2, Ly, Yr» Ya» 2) 


tutte le condizioni sopra enunciate risultano soddisfatte, meno Ja condizione 
che H sia di classe 2. Per dimostrare che anche questa condizione @ 
verificata, occorre stabilire da prima alcune identita. 
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Derivando la (20) rispetto a z, e a 2, si ottiene rispettivamente, 
tenendo conto delle (19*), 
Hy, Fs,5, + Ay, Faye, = 0 
H,, Fy, + 4, Fee =0 
e quindi 
F,sen6( 4Hy,, sen 6 — Hy, cos 6) = 0 
F, cos 6 (— Hy, sen 6 + H,, sen6) = 0 
da cui segue 
H,, sen 6 = H,, cos 6. 


Tenendo conto che nelle nostre ipotesi, H,, = l, e posto 


(23) A = sen 6, 
si ha a 
(24) cos 0 = AH,, 
sen 6 = Aq,, 
e quindi, per le (21), 
{%, = AH, 
(25) | = AH, 
con 
(26) A= 2. 


Derivando la (20) rispetto a z, e a Z,, @ at si ottiene, tenendo 
conto delle (25), 


1 


A, ~~ Ay, F<, on) Ay, Pe, «, _ —z Fe, 
1 
He, = — Hy, Fee, — Hs, Faye, = — 7 Fa, 
1 
Hz, = — A, Fre — Ay, Fre, = —zFi. 
coe 
PF, = —AHs, 
(27) F,, = —AH,, 
F, = — AH, 


Dalle (23), (24), (27), essendo 6 funzione di classe 1 in z,, 2, y,, ¢ 
segue che H @ una funzione di classe 2 in 72,, 2, y,, ¥,,¢, € quindi 
soddisfa a tutte le condizioni sopra enunciate. 

8. Forma canonica delle equazioni delle estremali. Essendo ora H 
una qualunque funzione di Hamilton, comunque determinata, si dimostra 
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con gli stessi procedimenti del n° precedente che per essa valgono le 
identita 


| e, = 4H, 
(25*) w= AH, 
e 
F,, = —AA,, 
(27*) F., = —AH,, 
F, = —AH, 


essendo 4 = A(z,, Z,, Z,, Z,, t) una funzione di classe 1, positivamente 
omogenea di grado 1 in 2, x, sempre diversa da zero. Moltiplicando 
eventualmente H per — 1, si pud sempre avere A > 0. 

Dopo queste osservazioni riprendiamo in considerazione ia nostra 
curva C, del n° 6, e fissato su di essa il punto corrispondente a un 


valore $ di s, eseguiamo in un intorno di esso sopra la curva il cambia- 
mento di parametro 


s 
(28) o= f Ads. 
s 
Allora sopra la curva C,, nel detto intorno di 4, le (25*) diventano 
dz, 
“aae + 9 
c _ 
c= A,,, 
e le (27*) 
Fe, eer A, 
(30) F,, = H,, 
F, = A,, 
essendo gli argomenti di F,, F,, e F,, &, (0), &,(), 34, $4, t(o). 
Le (17) e (18) danno, quindi, rispettivamente, 
d 
(31) de = — He, — Bey, 
d 
ny = —H,,—- Ay, 
e 
dt 
(32) qo = Ae, 9: + As, Ys- 


Le equazioni (29), (31) e (30) sono equivalenti alle (17) e (18) e si 
chiamano equazioni canoniche delle estremali. 

9. Funzioni di Hamilton ed equazioni canoniche nel problema di 
Zermelo. Dividendo la (2) per v*® e tenendo conto della (4) e della (10) si ha 
(33) (x, — u, FP + (2, — u, FY = BF. 
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Derivando la (33) rispetto a z, e a x), e ricordando le (19), otteniamo 
(z, — u, F) (1 — u, y,) — (2, — 4, Puy, = Py, 
— (2, — 4, FP) %, y, — (@ — % F) (1 — uy) = PP yy, 
donde, posto 
w = (1 — u,y,) (1 — Uy yy) — 4, UY, Ys = 1— UY, — Uy Ys, 
si ha 
| w(z,—u,F)= PP y, 
o (2, —u,F) = PF y,. 
Di qua si ottiene, per le (1), 


ky, = cos 9(t) 


” ky, = sen (2), 
e quindi 
(35) (yi + y3) — wo = 0. 


La (35) @ una identita in (z,,2,,2,,2,,¢) poiche ogni tale punto 
pud essere scelto, per le ipotesi fatte, come elemento di una traiettoria; 
e quindi se poniamo 


(36) 2H = kh (y? + y3) — o’, 
si vede facilmente che H @ una funzione di Hamilton per il nostro pro- 
blema. 


Andando ora a scrivere le equazioni canoniche, non é opportuno in 
questo caso eseguire la trasformazione (28). Si ottiene percid il sistema 


dz, 





“3 = A(y, + ou,) 
a — A(Py, + om) 
z= — afk (5= +H Fz) H+ ¥)+o(y FS + me Ze) 
(37) +oy, (v.33 +9. 5%)] 
= —Aa[k(Se +m FF) i+) +0(n 52 +52) 
+oys(y, + 3) 
# _ ATE (yt + yi) + @(y.u, + yo y)] = Ao. 
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Se la velocita k & costante il sistema (37) diventa 





2 = Ay, + ou) 

oa 

ie ~ Ah y+ ou) 

d 8 a é 
all te = —io [(y. 52 “1 dz, 7 ¥25 52) + (vse + Ys 7)] 

a a 

2H — ro f(y 28 + Ys 52) + (¥ oe +) 

dt 

ie = 40. 


10. La formula di navigazione di Zermelo. Se eseguiamo la tras- 


formazione di variabile 
= faods 
Pultima delle (37) da 
ic ™ 1 


e quindi o, a meno di una costante additiva, coincide con ¢. Allora ie 
prime due delle (37) diventano le (1), e la terza e quarta delle (37), 
tenendo conto delle (35), danno 


m = -F(s+u 3) - (n5e +m ge ~h (v. Ge + 05) 
( 
sw ne (5x + Ys 3) (y % cs + Ys 32) — Ys (¥: oo 7 % Fr) 


Sostituendo nelle (38) y, e y, con ie loro espressioni ricavate dalle (34), 
si ha 


(39) ¢ 


= 18 +50 sen’ p + Fy 8en p+ Fe rieen p cos 9) 





+ 52 cos p+ Fa sen 
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Eliminando dalle (39) 5 (¢ =) si ottiene 


dg = (2 ak 


(0) $F = ($8 on y — ZBeony) + (28 — 38) en pom » 


Oz, — 
+5 =? sen 9 — = cos* gy, 
e se k & costante o se k dipende soltanto dal es: la formula (40) 
diventa 
dg Ou Ou O tty 

(41) GE = — 55! cos" p + (55! — 5%) wom y cos p + 5%? sen? g 
e questa @ appunto la formula di navigazione di Yermalo™) 

L’equazione (40) insieme con le equazioni (1) costituisce un sistema 
di tre equazioni differenziali del primo ordine nelle tre incognite z,, z,, 9, 
e determina univocamente queste tre funzioni quando ne sieno dati i 
valori iniziali. 


13) Cfr., per esempio, C. Carathéodory, loo. cit. 


(Eingegangen am 16. 6. 1936.) 








Stérungstheorie der Spektralzerlegung. 
I. Mitteilung. 


Analytische Stérung der isolierten Punkteigenwerte 
eines beschrankten Operators. 


Von 


Franz Rellich in Marburg (Labn). 





Die Frage nach der Spektralzerlegung eines linearep Operators im 
Hilbertschen Raum ist in véllig befriedigender Weise beantwortet. Hin- 
gegen ist die Frage nach der Abhangigkeit der Spektralzerlegung von 
Parametern (Stérungsparametern), die in dem Operator vorkommen, iiber- 
haupt nicht allgemein in Angriff genommen worden. Wahrend man in 
vielen Teilen der Analysis, z. B. in der Theorie der gewohnlichen Differential- 
gleichungen, gewohnt ist, bei der Frage nach der Abhangigkeit der Lésung 
von Parametern gegeniiber der Frage nach der Existenz der Lésung keine 
neuen Verhiltnisse vorzufinden, liegen die Dinge hier anders. Das kann 
man bereits am einfachsten Fall, bei der Hauptachsentransformation einer 
quadratischen Form im endlich-dimensionalen Raum, erkennen. Es ist 
zwar richtig, daB Eigenwerte (auch mehrfache) und Eigenvektoren einer 
quadratischen Form regulire analytische Funktionen eines Parameters 
sind, wenn die Koeffizienten der Form regular analytisch in diesem Para- 
meter vorausgesetzt werden (§ 1); aber nicht ganz selbstverstandlich, wie 
man daran erkennen kann, daB der Satz falsch wird, wenn man in Vor- 
aussetzung und Behauptung statt eines Parameters mehrere Parameter 
setzt, oder wenn man ,,regular analytisch‘ durch ,,beliebig oft differen- 
zierbar ersetzt (§ 2). Bei selbstadjungierten Operatoren in eineth be- 
liebigen, nicht mehr endlichdimensionalen Hilbertschen Raume, wo neben 
Punkteigenwerten auch Streckenspektren auftreten kénnen, ist es bereits 
eine Aufgabe, die Abhingigkeit des Spektrums von einem Parameter richtig 
zu formulieren. Abgesehen von der Frage nach den verschiedenen Arten 
der Abhangigkeit (stetige, differenzierbare, analytische Abhangigkeit) treten 
hier Fragen der Art hinzu, ob die Qualitét des Spektrums erhalten 
bleibt, ob z. B. ein Operator, der fiir einen bestimmten Wert eines Para- 
meters (,,im ungestérten Zustand“) teilweise ein Punktspektrum besitzt, 
auch fiir benachbarte Werte des Parameters ein Punktspektrum besitzt, 
bzw. unter welchen Bedingungen das der Fall ist. Bereits das erste Beispiel 
der von E. Schrédinger in die Quantenmechanik eingefiihrten (formalen) 
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Stérungsrechnung, namlich der Starkeffekt, zeigt, daB im ungestérten Zu- 
stand (Wasserstoff) teilweise ein Punktspektrum vorliegen kann, wahrend 
im gestérten Zustand (Wasserstoff im elektrischen Feld) sich ein kontinuier- 
liches Spektrum einstellt'). 

In dieser ersten Mitteilung ist das Hauptergebnis der Satz 2: Wenn 
ein beschrinkter symmetrischer Operator, der requlér analytisch von einem 
Parameter « abhdngt (dariiber § 3), fiir « = 0 einen isolierten Punkteigen- 
wert 2 von endlicher Vielfachheit h besitzt, dann hat er auch fiir hinreichend 
Kleines || Punkteigenwerte, und zwar in der Umgebung von 4 genau h; 
diese und die zugehdrigen Eigenelemente sind reguliir analytisch in ¢ 
(§ 4; der entsprechende Satz im endlich-dimensionalen Raume wird in 
§1 als Satz 1 gesondert bewiesen). In diesem Satz kann die Voraus- 
setzung der endlichen Vielfachheit von A nicht entbehrt werden (§ 5). 
Der Satz wird auch falsch, wenn man den einen Parameter ¢ durch mehr 
Parameter ersetzt; ein entsprechender Satz fiir mehr Parameter gilt aller- 
dings, sobald man sich auf einfache Eigenwerte beschrinkt (§ 6). — Eine 
Spezialisierung von Satz 2 auf das Kigenwertproblem einer Fredholmschen 
Integralgleichung liefert das Resultat (§ 7): Hangt der Kern einer (sym- 
metrischen) Fredholmschen Integralgleichung regulir analytisch von einem 
Parameter ab, dann hiangen Eigenwerte (auch mehrfache) und Eigenfunk- 
tionen regular analytisch von diesem Parameter ab. Fiir einfache Eigenwerte 
ist dieser Satz von L. Lichtenstein bewiesen worden’). Beschrinkt man 
sich iibrigens auf einfache EKigenwerte, so gilt der entsprechende Satz auch 
fiir den Fall, daB der Kern von mehreren Parametern regular analytisch 
abhangt. 

Weitere Punkte der Stérungstheorie, insbesondere die Ubertragung 
von Satz 2 auf nichtbeschrinkte Operatoren, die Einbeziehung des konti- 
nuierlichen Spektrums sowie der Fall nicht analytischer Stérung’*), sollen 
in spiteren Mitteilungen behandelt werden ‘). 


1) Die formale Stérungsrechnung besteht darin, daB die analytische Abhangig- 
keit der Eigenwerte und Eigenfunktionen vom Stérungsparameter vorausgesetzt wird 
und die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung schrittweise berechnet werden; 
diese Voraussetzung ist allerdings durchaus nicht immer statthaft, wie sich gerade 
im Falle des Starkeffektes zeigt. 

2) L. Lichtenstein, Untersuchungen iiber die Gleichgewichtsfiguren rotierender 
Flissigkeiten, deren Teilchen einander nach dem Newtonschen Gesetze anziehen. 
Zweite Abhandlung, Stabilitatsbetrachtungen, Math. Zeitschr. 7 (1920), S. 126—231, 
insbes. S. 205—211. Auf diese Stelle hat mich Herr E. Hilder hingewiesen. 

8) Bei der Behandlung dieses Problems wird iiber die Literatur zur Frage 
nach der stetigen Abhangigkeit der Spektralzerlegung berichtet werden. 

4) Die Resultate der vorliegenden Mitteilung liegen linger zuriick. Ich habe 
tiber sie zum Teil in meinem Géttinger Habilitationsvortrag (27. 2. 33), zum Teil 
auf der Stuttgarter Tagung (24. 9. 35) gesprochen. 
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§ 1. 
Stérungstheorie im n-dimensionalen Euklidischen Raum. 
Eine Matrix mit den Elementen a,, (i,k = 1, 2,...,m) werde im 


n-dimensionalen (komplexen) Euklidischen Raum als Operator A gedeutet, 
der jedem Vektor z mit den Komponenten z,,z,,...,2, den Vektor y 


mit den Komponenten y, = Ss @,,% zuordnet: Az = y. Das innere 
k=1 


Produkt zweier Vektoren z, y werde mit (z, y) bezeichnet: (x, y) = z 2, ¥;°). 
i=1 


Eine Zahl 4 heiBe h-facher Eigenwert von A, wenn es h, aber nicht mehr, 
linear unabhingige Vektoren, ,,Eigenvektoren“ oder ,,Eigenelemente“, 
?', @,---» @ gibt, fiir die A gy = Aq’ gilt. 

Satz 1. Die n* Funktionen a,,(e) (i,k = 1, 2, ..., 0) seien fiir 
|e|< @ konvergente Potenzreihen der (reellen) Verinderlichen*) & mit 
@,,(€) = 4, (2); A(e) sei der zugehdrige Operator. Der Operator A(0) = A 
habe A zum h-fachen Eigenwert und im Intervall A—d, << p< Ad, 
liege auBer A kein weiterer Eigenwert von A (d, >0,d, > 0). Dann gibt 
es in einer Umgebung von « = 0 konvergente Potenzreihen 

A, (e), «+1 Ax (e); U(e),--4 Ke), (» =1,2,...,h), 
fiir die in dieser Umgebung gilt: 

1. Fiir den Vektor g’(e) mit den Komponenten Ij (e), ..., li, (e) ist 

A (€) gy’ (e) = 4, (2) 9” (é), 
(9" (2), 9 (2) = 4,4, 
4, (0) = 4, 
v, = 1,3,....h. 

2. Sind d,,d, positive Zahlen mit d, < d,, d, < d,, dann gibt es ein 
o’ derart, daB A (e) fiir alle « mit |e| < 9’ im Intervall 4-— di Sus A+d; 
nur die Eigenwerte A, (e), ..., A, (€) besitzt. 

Beweis. I. Hilfssatz 1. Es sei g(t) eine fiir |t| < @ reguldre 
analytische Funktion der komplexen Verdnderlichen t, und es sei 1 >1 ganz; 
g(t) set reell fiir alle t mit reellem t' = y (\t| < 9). Dann ist g(r) sogar 
eine regulire analytische Funktion von n in || < o0', und wir setzen 
g(t) = f(n). 

5) Durch Uberstreichen wird der Ubergang zur konjugiert komplexen Zahl 
angedeutet. 

*) In dieser Arbeit bedeutet « durchweg eine reelle Verinderliche. Mit der 
Aussage ,,f(e) ist eine regular analytische Funktion von e¢ in einer Umgebung von 
e = 0 ist gemeint: f(e) l48t sich in eine fir hinreichend kleines |«| konvergente 


Potenzreihe in ¢ entwickeln. Entsprechend bedeuten bei Funktionen mehrerer 
Veranderlicher die Variabeln ¢,, e,,... stets reelle Variable. 
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Da g(t) jedenfalls fiir reelle Werte: von 1 reell ist, so sind auch die 
Koeffizienten in der Entwicklung g(r) = 5 5, t* reell. Weiter ist 5, = 0, 
k=0 


wenn k + O(l). Sei namlich andernfalls 6, der erste Koeffizient, bei dem 
das nicht der Fall ist, also b; + 0 und j + 0(l). Dann ist 

g(t) = C(t’) + b,(v + bj4,7t?+ er % 
wobei C(n) (vom Grade kleiner j in 1) reell ist, wenn 7 reell ist. Setzt 


na 
man j=ml+j,0<j <1, t=to,o= Fal t reell, dann ist 


slaid 
vd = te 14 (— 1)™; g(t) ist also nicht reell, wenn t = to und ¢ + 0, 


aber hinreichend nahe an Null gewahlt wird (beachte, daB C (t'o') und b, 
reell sind). Das steht im Widerspruch zu der Voraussetzung. Demnach 
ist tatsichlich g(t) Potenzreihe von t! = 7. 

Hilfssatz 2. In D(A; 7) = A* + ¢,(n)A"—-!+...+ ¢,() seien 
die ¢,(7),..-,¢,(9) im eimer Umgebung von 1 = 0 reguldre analytische 
Funktionen der komplezen Verdnderlichen n = €+ ¥—1e' und fiir alle « 
mit hinreichend kleinem Betrag habe D(A; &) = 0 nur reelle Wurzeln A. 
Dann gibt es in einer Umgebung von = 0 regular analytische Funktionen 
1, (n), ---» fa(n), mit denen in dieser Umgebung von » = 0 und fiir alle A 

Nach einem bekannten funktionentheoretischen Satz (Puiseux-Ent- 
wicklung) gibt es zunachst ein ganzes 1 > 1 und Funktionen g,(t), ..., gn (T), 
regular analytisch in einer Umgebung von t = 0, so daB D(A; rt’) 
= T(A —g,(t)) wird. Fir x mit reellem r' = 7 ist g,(t) reell, weil 

v=1 
sonst D(A; 7) = 0 fiir reelles 7 nichtreelle Wurzeln hitte, namlich 
A = q,(t). Nach Hilfssatz 1 ist also g,(t) auch regulir in 7, g,(t) = f,(m), 
wie behauptet. 

Hilfssatz 3. Die n® Funktionen y,,(e) (i, k = 1, 2, ..., nm) seien in 
einer Umgebung von « = 0 reguldre Potenzreihen*) und es sei dort 

Vi (€), eee Yin (€) 

Serres Ty 

Yui (2), - «+ Ynn(€) 
Dann gibt es in einer Umgebung von e = 0 konvergente Potenzreihen 
@, (€), .. +5 Gy (€) mit 


PEOLNS =0 (¢=1,2,...,m) und 2 |, (e)|? = 1. 


Wenn alle y,, (€) in einer Umgebung von ¢ = 0 identisch verschwinden, 
ist der Beweis klar. Wenn das nicht der Fall ist, sei r > 0 die natiir- 
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liche Zahl mit der Eigenschaft, da8 alle r + 1-reihigen Unterdeterminanten 
von (7x) in einer Umgebung von e = 0 verschwinden, hingegen nicht alle 
r-reihigen Unterdeterminanten; offenbar ist 0 < r<n—1. Ohne Be- 
schrankung der Allgemeinheit werde 


Vir (2), ..+, Vi r(€) 





Yril®), -++) Vee (€) 
angenommen. Die zu dem Element y,,(¢) komplementare Unterdetermi- 


nante in der Determinante 


¥11 (8), eery Vi,r +1 (8) 

Yr+1,1(8), «+95 Pr+a,r +1 (8) 

heiBe I';,(€) und es sei L = I',,,, fir k= 1,2,....7+1; =O fir 
k=r+2,...,n". Dann ist 





Vir (e), -- + Visr+1 (€) 

. oe Pied hes eee 
2 Vax (e) = 2 rerle) Tr +1,2(2) | 1 (Ey «+ +> Yr ale) |? 
Yur (e)s «-+s Par+ae) | 
also Z valOh = 0 fiir « = 1,2,...,” und alle e in einer Umgebung 

k=1 

von ¢ = 0. Die J, sind konvergente Potenzreihen von « in einer Umgebung 
von ¢ = 0, die nicht alle identisch verschwinden, weil z. B. l,,, nicht 
identisch verschwindet. Daher ist |1, |? +... + |1,|* = e*™(c, + ec, + ...) 
mit c, + 0, m >0O ganz. Dann gibt es eine konvergente Potenzreihe 
d, + ed, +... (d, + 0) derart, daB fiir o(2e) = e(d, + ed, +...) gilt 
lo? = |4\?+...+ 1," Man setze 
L, (e) a 1, (e) . 
e(e) =e" (dy + ed, +...) 
Wegen |a,(¢)| <= 1 kann die Entwicklung von J, (e) friihestens mit der 
Potenz «" beginnen, also ist «,(¢) regulir in der Umgebung von « = 0, 
also %(€) die in Hilfssatz 3 geforderte Lésung. 


Il. Der Hilfssatz 2 wird angewendet auf das Polynom n-ten Grades 
in A 





D(A; n) = |A dix — ay (n)|, 


in dem a,,() die Fortsetzungen ins Komplexe der zunichst im Reellen 
gegebenen Funktionen a,,(e) sind. Er liefert 


\A bx — ix (9) | eee | (A sa A, (n)), 
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wobei die A,(y) in einer komplexen Umgebung von 7 = 0 regular ana- 
lytisch sind. Fir 7 = 0 ist A = A genau h-fache Wurzel der Gleichung 
|A 6, — a, (0)|| = 0. Also stimmen von den n Zahlen A, (0), ..., A, (0) 
genau h mit A iiberein, ohne Beschrinkung der Allgemeinheit seien es 
gerade A, (0), ...,A,(0) und man setze A, (e) = Af (e), ..., Ay (e) = Af (e). 
Hilfssatz 3 liefert mit y,,(&) = a,,(€) — AP (e)d,, die Existenz von n in 
einer Umgebung von ¢ = 0 reguliren Potenzreihen I} (e), ..., Ii (e), fiir 
die gilt 
Zan) = ROO, i=1 om FOP =1 


Bezeichnet g'(e) den Vektor mit den Komponenten 1} (e), so ist 
A (e) gy (2) = Ale) g@' (2), (g'(e), v' (8) = 1. 

Ill. Setzt man p,,(€) = 1} (e)T} (e)*) und bezeichnet mit P(e) den zur 
Matrix ((p,,(e))) gehérigen Operator, so wird P(e)x = (z, g'(e)) p'(e). 
Der Operator A’(e) = A(e)— P(e) hat fir e=0 die Zahl A zum 
(kh — 1)-fachen Eigenwert. Seien naimlich y' = g'(0), y’,..., y* nor- 
mierte orthogonale Eigenelemente von A(0) zum Eigenwert 4. Dann ist 
A’ (0) y’ = A(0) yw = Ay’ fiir » = 2, 3,..., A. Wegen 

A’ (9) y' = A(0) yt — y' = (A— 1) y' 
mu8 jedes Element py mit A’(0)y=—Ay zu y' orthogonal sein, also 


A 
4’ (0) y = A(0)y, also A(0)y=Ay, also y= oy ys somit ist A 


genau (hk — 1)-facher Eigenwert von A’(0). Die zu A’'(e) gehdrigen 
Matrixelemente 
bx (€) = Ou (€) — pon (€) 
sind in einer Umgebung von e = 0 regular analytisch und es gilt 
bin (e) = dy, (2). 
Wir machen die Induktionsannahme, der Teil 1 der Behauptung sei fir 
Operatoren mit einem (h — 1)-fachen Eigenwert A bei ¢ = 0, aiso auch fiir 
A’ (e) richtig, so daB es Potenzreihen 
A,(e), U(e), «4. Tale) (vy = 2... h) 
gibt, die in einer Umgebung von ¢« = 0 regular sind und fiir die gilt 
A’ (e) gy" (€) = A, (e) y" (é) 
(y' (e) Vektor mit den Komponenten 1; (e), ..., U,(€)), 
(p" (2), p"(€)) =4,u: A(0) =4, 
¥, p= 2, ...,% 
Fiir hinreichend kleines |e| ist 2,(e)(» = 2, ...,) von Af (£)—1 verschieden, 
also auch (g’(e), g'(e)) = 0, » = 2,...,m. Indem man Af (e) = A, (e) 
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setzt, wird daher A (e) g’(e) = A,(e)q’(e) und (9’(2), y*(e)) = 4,, 
(vy, #=1,2,...,"). Damit ist Teil 1 der Behauptung vollstindig 
bewiesen. 

IV. Benutzt man Teil 1 nicht nur fiir den A-fachen Eigenwert A 
von A (0), sondern fiir jeden Eigenwert von A (0), so zeigt sich, daB A (e) 
genau n Eigenwerte A,(e), ..., 4,(s) besitzt, von denen A, (e), ..., 4, (e) 
mit «+0 gegen A streben, wihrend 4, ,,(2), ..., 4,(€) mit e+0 gegen 
die iibrigen, von A verschiedenen Eigenwerte von A(0) konvergieren. 
Daraus aber folgt der zweite Teil der Behauptung. 


§ 2. 
Mehr als ein analytischer Parameter, nicht-analytische Parameter. 


1. Satz 1 wird falsch, wenn man in Voraussetzung und Bebauptung 
an Stelle eines Parameters zwei Parameter ¢,, €, setzt. Beispiel: 


@,,=1+264, G,=—4,,—8+8&, G—1+2¢8,. 
Die beiden zu a,,(¢,, &) gehérigen Eigenwerte sind 
A=1+e,+6,+ V2Ve} + @. 
Keiner der beiden Eigenwerte ist in der Umgebung von ¢, = ¢, = 0 eine 
regulire analytische Potenzreihe von ¢, und ¢,. 


2. Satz 1 wird falsch, wenn man in Voraussetzung und Behauptung 
, regular analytisch“ ersetzt durch ,,beliebig oft differenzierbar“. Beispiel: 


2 








a,,=1l—e *cos—, 6,,= 1, 
-%. 2\l,. i 
@,,=4,=——e “sin— fir e + 0; @,,=4,,=0;7 fir e=0. 
1 
4,, = l+e *cos=, a,, = 1. 


Der Operator, der zu diesen a,,(€) im zweidimensionalen euklidischen 
Raum gehért, heiBe A(e). Bezeichnet g'(e) den Vektor mit den Kom- 


ponenten cos —, sin + und g’(e) den Vektor mit den Komponenten 


sin +, —cos+, so wird 


is = 
A{e)g'(e) =(l—e *)@'(e), Alehg(e) =(1+e *)g@le) (e+ 0). 
1 1 


Jeder normierte Eigenvektor zum Eigenwert 1—e ® baw. l+e ® 
stimmt mit g'(e) bzw g’(e) bis auf einen Faktor vom Betrage 1 iber- 
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ein. Wie man auch diesen Faktor vom Betrage 1 wihlt, die Kompo- 
nenten dieser Eigenvektoren sind in der Umgebung von ¢ = 0 nicht 
einmal stetig, obwohl die Funktionen a,,(e) fiir alle ¢ beliebig oft diffe- 
renzierbar sind, 


§ 3. 

Potenzreihen von Elementen und Operatoren im Hilbertschen Raum. 
Es sei § ein Hilbertscher Raum. Das innere Produkt zweier Ele- 

mente z, y aus § sei (z, y); |z| = V(z, z). ,,Operator“ bedeutet immer 

»linearer Operator“. Ein Operator A heiSt beschrankt, wenn es eine 

Zahl a derart gibt, daB |Az| < a|z| fiir alle z aus § gilt. Mit e werde 

ein reeller Parameter *) bezeichnet. 


Definition 1. g,+€9,+*9,+ ... heiBt konvergent, wenn 
m 
lim |Z &9,| =0. 


nm—>o t=n 
Hilfssatz 4. Wenn o, + 9, +... konvergiert fiir (ein bestimmtes) 
e + 0, dann gibt es ein k mit |y,| S k"*'; fiir jedes n mit |n| < |e| kon- 
vergiert sogar |p| +|n||9,| + ---- 
Beweis. Aus lim |e*g,| = 0 folgt die Existenz eines c, fiir das 


a> 2 


e" p,| Se gilt, also |y,| < = also gibt es eink mit |g,|< k"*+'. Aus 


Le wale DS iwiinise S|? 


i=n 
folgt die zweite Behauptung. 


Aus Hilfssatz 4 folgt die Existenz einer Konvergenzstrecke in der 
bekannten Weise fiir jede Potenzreihe gy, + ¢g, +... 

Definition 2. Ftir |e| <0 set p(e) ein Element aus §; —(e) 
heift fiir |e| < @ regular, wenn es (von e unabhingige) Elemente ¢,, 9, --- 
gibt, mit denen p(t) =, +&9,+.,. ist fiir |e| <0; ple) heipt in 
einer Umgebung von ¢ = 0 reguliir, wenn es ein 0 > 0 gibt, so dap (e) 
fiir |e| << 0 regulér ist. 

Hilfssatz 5. Sind die Elemente g(e), p(e) fiir |e| <0 regular 
und sind a(e), b(e) fiir |e|< 0 regulére Potenzreihen von e, dann ist 
a(e) (2) + b(e) p(e) fiir |e] < 0 regular und (p(e), p(e)) ist fiir |e| < @ 
eine reguliire Potenzreihe. 

Beweis klar. 
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Hilfssatz 6. Wenn o(e) fiir |e| << 9 regular ist, dann sind durch 
@ (£) = Po t+ #9, + .-- He Elemente —,, p,, ... eindeutig bestimmt. 

Beweis klar. 

Definition 3. Fiir jedes &€ mit |e| << @ sei in § ein beschrinkter 
Operator A(e) erkldrt. Er heift fiir |\e| < @ regular, wenn es beschrinkte 
(von « unabhingige) Operatoren A,, A,,... und eine Zahl K >0 gibt, so 
daB gilt: 

1. A(e)z = A,x+ €A, 2+ & Aix +... ist im Intervall | e| < 0 kon- 
vergent fiir alle x aus §. 

2. Fiir alle x und n ist |A,2z| = K***|\2|. 

Zusatz. A(e) heift in einer Umgebung von « = 0 regular, wenn 
es ein o > 0 gibt, so daB A(e) fiir |e| < o regular ist. 

Hilfssatz 7. In einer Umgebung von ¢ =0 sei p(e) = 9, +e9,+... 
ein reguléres Element (Definition 2) und A(e) = A, +¢A,+... ein regu- 
larer Operator (Definition 3). Dann ist A(e) p(e) = p(e) im einer Um- 
gebung von « = 0 ein reguldires Element, y(e) = y, +e y,+..., und es 
ist yp, = 2D A,-i% 


Beweis. Nach Hilfssatz 4 und Definition 3 gibt es ein K > 0, s0 
daB |A,z| <= ll |y,| = K’*" fir alle z und » gilt. Setzt man 
Ss, = T&A, %@ = = Ze y,, 80 ist lim S,y, = A(e) p(e) fiir jedes « 

v=0 


a> =x 


mit hinreichend kleinem Betrag. Aus 8.x, = Dy ey, +o, mit 


rT=0 
= J A,_;q, und 
i=0 


Wy, = &*+1(AnD, +.--+ A, Pn) +O" +2 (An Gy t+---+ Ag Gn) +--- +e" t* Ag Dn 
folgt wegen 


jo, | < leh +1 K"+3.n+lep +2 K"+*-(n—1)+.. lope eRe pe K*n, 


also lim @, = 0, sofort lim 5 e’ yp, = lim 8, x,. 


rn-> @ aco v= a-?> 2 


Also lim 5 e” y, = ple) fiir jedes ¢ mit hinreichend kleinem Betrag, 
a—->o r=0 
woraus sich die Behauptung ergibt. 

Der Definition 3 kann man eine dquivalente Definition an die Seite 
stellen, von der in dieser Arbeit kein Gebrauch gemacht wird; allerdings 
wird erst durch diese Aquivalenz deutlich, da8 die Definition 3 weit 
genug ist. Sie lautet: 

Definition 3’. Fiir jedes e mit |e|< 0 sei in § ein beschrinkter 
Operator A(e) erklart. Er hetBt fiir |e|< 9 regulir, wenn A(e)z fiir 
ie| < @ regular ist (Definition 2) fiir jedes x aus §. 
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Definition 3 und Definition 3’ sind aquivalent. Beweis. I. Wenn 
A(e) im Sinne der Definition 3 fiir |e|< 9 regular ist, dann offenbar 
auch im Sinne von Definition 3’. 

II. Es sei A(e) im Sinne der Definition 3’ regular. 

1. Dann gibt es zu jedem z eine Folge (von ¢ unabhangiger) 2,, z,, ... 
mit A(e)x = a +e2,+.... Durch 2, = A,@ ist in § ein Operator 
erklart, der linear ist (Hilfssatz 6). 

2. A, ist sogar ein beschrankter Operator. Fiir » = 0 ist das klar, 
fiir A,, ..., A,—, sei es nach Induktionsannahme richtig. Dann ist 
a A(e)— Ay —#A,—...—e"~ 'A,_, 


e" 


fiir jedes e + 0 ein beschrankter Operator. Wegen F, 2 = 2, + €2%n41+-.- 
gilt fiir jedes x und jede Nullfolge «, die Beziehung lim F,,.2= A, 2. 


Nach einem bekannten Satz von St. Banach’) folgt daraus die Existenz 
eines von ¢, und z unabhingigen K’ mit |F,,2| <= K’|z|, woraus 
|A, z| = K’|x| folgt, d. h. A, ist beschriankt. 

3. Wegen A(e)z = A,x2+ ¢A,x2-+ ... ist (Def. 1) lim |o7 A, z| = 0 


n-—> co 


fir jedes positive 9,< 9. Nach dem eben benutzten Satz’) (mit 
G, = 0, A,, G = 0) folgt daraus die Existenz eines von m und z unab- 
hingigen OC’ mit |e" A, z| < CO’ |x|, also gibt es eine Konstante K > 0 mit 
|A, z| <= K"*+*\z|. Damit ist die behauptete Aquivalenz bewiesen. 

Die gegebenen Definitionen und Hilfssitze lassen sich sinngemaS 
auch fiir Potenzreihen mit mehreren Verianderlichen aussprechen. Spiter 
(§ 6 und § 7) werden die beiden folgenden Definitionen benutzt: 

Definition 5. Fiir |e,| << o,°) (¢ = 1, 2,..., 8) set ple, -.-. &) 
ein Element aus $; (e,,..., &) heipt fiir |e;| < 0, regular, wenn es (von 
e, unabhingige) Elemente g,,...;, gibt, mit denen 





@(e,, -- +5 &) = 2 Pi,...4, 82... ets 
=0 


ist fiir |&;| <0; ple, .. +» &) heipt in einer Umgebung von 2, = 0 regulir, 

wenn es a> gibt, 80 daB P(E, ++ + é,) fiir | &| < 0% regular ist. 
Definition 6. Fiir jedes e, mit \e,| << 0, (¢ = 1.2,..., 8) sei in § 

ein beschrinkter Operator A(e,,..., &,) erklért. Er heift fiir \e,| << 0; re- 


7) Er lautet: G,,G,,G@,,... sei eine Folge (linearer) beschrinkter Operatoren 
in $, G sei ein (linearer) in $ erkldrter Operator und es gelte fiir jedes x aus $ die Be- 
ziehung lim G,z=Gz. Dann gibt es eine Zahl M, so daf fiir alle x und alle vy gilt 


'-> co 
|G,2| = M|z\, und es ist G ein beschrankter Operator. St. Banach, Sur les opérations 
dans les ensembles abstraits et leur application aux équations intégrales, Funda- 
menta Mathematicae 3 (1922), 8. 133—181, insb. 8. 157. 
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gular, wenn es beschrinkte (von e, unabhdngige) Operatoren A;,...4, und 
eine Zahl K > 0 gibt, so da gilt: 


1. A(e,,...e)2= EF Ay... 0h... eon 
i=0 


ist im Bereich |e,| < ow, konvergent fiir alle x aus §. 

2. Fiir alle x und n ist |A;y...4,2| S K4*---+%**\2}. 

Zusatz. A(é,,..., &) heipt in einer Umgebung von e, = 0 regulér, 
wenn es 0, > 0 gibt, so daB A(e,,..., &) fiir \e;| < 0, regular ist. 


§ 4. 
Beschrankter Operator, isolierter Punkteigenwert. 
Vorbemerkung. Der Operator A sei in einem Hilbertschen Raum § 

beschriankt und symmetrisch (d. h. (A z, y) = (x, A y) fiir alle z,y aus §). 
Die (reelle) Zahl A sei ein isolierter Punkteigenwert von A, d.h. zu beiden 
Seiten von A, etwa im Intervall 4—d, << w<4+4d,(d, > 0, d, > 0), 
bestehe das Spektrum von A nur aus dem Punkt 4. Der Eigenwert / 
sei genau h fach, d. h. es gebe h, aber nicht mehr, normierte, orthogonale 
Elemente ¢', g’,..., g* aus § mit 

Ay = Ag’, (o*, go) = Ou; 1,4 = 1,2,...h. 
Dann gibt es genau einen beschrinkten symmetrischen Operator R mit 
den Eigenschaften 

1 Rg=0, i=1,...,h, 
(1) h 
2. R(A—A)ea=(4—ARe=z-— F (2, ep) 

i=1 
b 


fiir alle z aus §. (Wenn A= {rd P, die Spektralzerlegung von A ist, 


a 
a 


2 b 
dann ist R = j sin G+ j _|_4aP,). 
a 14% 

Satz2. In einem Hilbertschen Raum § sei A(e) ein beschrinkter, 
symmetrischer und in einer Umgebung von « = 0 reguldrer*) Operator: 
A(e) = A4,4+¢€A,+.... Fir A, =A sei 4 h-facher Punkteigenwert; er 
set isolierter Eigenwert, das heift, das Spektrum von A sei im p-Intervall 
A—d,<pw<—i4+d,(d,>0,d,>0), abgesehen von u =A, leer. Dann gilt: 

1. Fiir alle & aus einer Umgebung von ¢ = 0 gibt es h orthogonale, 
normierte Elemente g*(e),..., p*(e) aus $ und zugehébrige (reelle) Zahlen 
*) Def. 3, § 3. 
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A, (e), ---, An(e) mit Ale) g*(e) = A,(e) p'(e); t= 1,..., h. Die A,(e) sind 
in einer Umgebung von ¢ = 0 regulire Potenzreihen mit A,(0) = A, die 
y'(e) sind in einer Umgebung von ¢ = 0 regular (Def. 2, § 3). 

2. Sind d,, d, positive Zahlen mit d, << d,, d, << d,, dann gibt es ein 
positives o' derart, daf fiir alle e mit |e| << 0’ das Spektrum von A(e) im 
Intervall 4—d, < p< A+d, genau aus den Punkten 4i,(e),..., An(e) 
besteht. 
Im folgenden Beweis*) ergibt sich zunichst (Schritt I, II, III) die 
Existenz eines Eigenwertes und eines Kigenelementes, daraus (Schritt IV) 
die Existenz aller h Eigenwerte und Eigenelemente, schlieBlich (Schritt V) 
der zweite Teil der Behauptung. 

I, Angenommen, A(e) besitze fiir alle « aus einer Umgebung von 
é = 0 einen Punkteigenwert A(e) mit dem Eigenelement g(e): A(e) p(@) 
= A(e) p(e) und es sei lim A(e) = A. Setzt man 


eo 
Ale) =A+ple), Ale) = A+ Ble) 
so wird 
(2) A y(t) — Ap(e) = w(e) ple) — Ble) p(e). 
Es ist B(e) = e(A,+ eA,+ €A,+...). Wegen der Regularitaét von 
A(e) gibt es eine Zahl K>O, so da® fiir alle z und alle n gilt 


|An2| S Ke+4|2|, Also |B(e)2| < |e] 7—7—¢ |e, 
(2a) |B(e)2| <2K*le|-|2| fir je) < sy. 


Sind g',..., gy" irgendwelche A normierte orthogonale Eigenelemente 
von A zum Eigenwert A, so ist die rechte Seite der Gleichung (2) zu jedem 
dieser g* orthogonal: 

(3) #(e)(p(e), #) — (Ble) ple), #) = 90; += 1,2,...,h. 
Bezeichnet R den durch Formel (1) erklarten Operator, so wird aus (2) 


1) 9) = E ag + mle) Role) — RB) Ge); & = (leh 9. 


Dabei ist wegen (2a) mit geniigend groBem M > 0 und hinreichend 
kleinem |e| offenbar |(u(e)R — RB(e))2| S (\w(e)| + \e|)M-|z|. Fir 
eine gentigend kleine Umgebung von ¢ = 0 wird also |(u(e) R — R B(e)) 2| 
< }|2z| und es folgt aus (4) 


(5 pe) =F al E (ue) R- BBO) PL 


®) Zum Beweis habe ich urspringlich einen Potenzreihenansatz fir Eigenwerte 
und Eigenelemente benutzt und die Konvergenz nachgewiesen. Der hier mit- 
geteilte Beweis bedient sich eines Kunstgriffes, der von L. Lichtenstein stammt, 
vgl. Anm. *) und 9°). 
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Diese Gestalt hat also p(e), wenn es iiberhaupt in einer Umgebung von 
e = 0 ein Eigenelement (ec) von A(e) gibt, dessen Eigenwert A(e) mit 
e-> 0 gegen A strebt. 

II. Umgekehrt setze man 


(5a) = J al £(uR— RB) 9 


und fasse (5a) als eine Gleichung auf, die bei fest gegebenen g', ..., g 
und beliebigen Werten der Veriinderlichen®*) 4, ¢ aus einer Umgebung von 
@ = uw = 0 sowie beliebigen Zahlen c,, ..., c, ein Element @ aus § definiert; 
das ist médglich, denn es ist |(u R — R B(e))2z| < (|u| + \el)-M-z| fiir 
geniigend groBes M > 0 und alle dem Betrage nach hinreichend kleinen e, 
also \((uR— RB(e))z| > 4\z| fiir alle «, ~ aus einer Umgebung von 
e=p=0. Offensichtlich gilt fiir das so bestimmte g auch 


(6) e= 2 og +uRy —RB(e)p 


fir alle uw, e aus einer Umgebung von » = ¢=0. Wendet nian auf 
diese Gleichung den Operator A — A an, so erhilt man nach (1): 


A 
(7) Ay—Ap = pe — B)y— Z (uy— Bie) gy, #) 
Der Parameter ~ und die Zahlen c,,...,¢,, die in der Definition (5a) 
fiir @ vorkommen, sollen nun so bestimmt werden, da (vgl. (3)) 


(8) (up — Ble)g, ¢) =0, 1=1,2,...,h 
wird. 
III. Nach (5a) geht (8) iiber in 


(8a) ain. =O, i=1,8...,h: 
dabei ist 
(9) hie(u, €) = (2 — B(e))-[R(u — B(e))}’ ¢*, ¢) 


fiir eine Umgebung von uw = e = 0 eine in mw und « regulare Potenzreihe; 
das folgt (vgl. (2a) und Hilfssatz 5) aus den Abschatzungen |A, z|< K*+*|z}. 
Das Gleichungssystem (8a) hat dann und nur dann eine nichttriviale 
Lésung ¢,,...,¢,, wenn mu der Determinantengleichung 


P(u, &) = | feelu, €)| = 0 


9s) In dieser Auffassung von , als einer unabhingigen Verainderlichen besteht 
der in Anmerkung °) erwAbnte Kunstgriff von Lichtenstein. 
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geniigt. Wegen F(u,0) = w* gibt es nach dem WeierstraBschen Vorbe- 
reitungssatz ') in einer Umgebung von ¢ = 0 regulare Potenzreihen p,(é),..., 
pr(e), die fiir ¢ = 0 verschwinden und mit denen 
F(u, &) = (u* + p,(e)u*—* +... + pale) B(x, @) 

wird; E(u, €) ist eine in einer Umgebung von u« = ¢ = 0 regulire Potenz- 
reihe von # und ¢, E(0,0)+0. Nach Puiseux gibt es Funktionen g,(r) 
der komplexen Veriinderlichen t, regular in einer Umgebung von rt = 0, 
und ein ganzes | > 1, so daB 


h 
(10) BP + p(t!) wh 2 +... + a(t) = eli (u — g,(z)) 


gilt in einer Umgebung von rt = 0; g,(0) = 0. Zu beweisen ist zunichst: 
die Potenzreihen g,(t) sind reell fiir alle + mit hinreichend kleinem Betrag 
und reellem rt! = e. Andernfalls gibe es ein t’ mit beliebig kleinem Betrag 
und reellem ¢ =1', fiir das die Zahl uw’ = g,(t’) nicht reell wire. 
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h 
Wegen |fi(u’, e’)| = 0 gibt es c,,....cq¢ mit DY |e;|*=—1, so da’ 
h t=1 
ZS eefa(u’, &) = 0,1 = 1,..., 4 gilt. Bildet man nach (5a) das Element 
t=1 


= mite = e, u = p’, & = cy, dann erhalt man wegen (7), (8) = (8a) 
Agy'—Ag =p'y'—(¢A,+...) 9, (A+E4:+.-) 9, 9) =A+e)(¢, 9’) 
Da A+ eA, +... symmetrisch*) ist, folgt: wu’ reell, wenn (g’, gy’) + 0. 
Das ist aber fiir ce’ mit gentigend kleinem Betrag der Fall; denn aus (6) 


uy 
y = 2 ae + w Ry — RFA, + 04, +...) 9 
A 
folgt wegen lim uw’ = 0 und J |c;|* = 1 sofort lim (q’, g’) = 1, also 
e>o i=1 é—>0 


(¢’, y’) +0 fir e’ mit hinreichend kleinem Betrag. 

Da also g,(t) reell ist fiir alle + (aus einer Umgebung von t = 0) 
mit reellem r' = ¢, muB (Hilfssatz 1) g,(r) sogar eine regulare Potenz- 
reihe in € sein, g,(t) = /,(¢), 


|fex(w, €)| = (u — f,(e))- E(u, €); 


10) Er lautet: Es sei P(x, y) eine in einer Umgebung von z = y = 0 regulare 
Potenzreihe von z und y und es sei P(0, y) = ayy" + a, y"**+..., a9 +0. Dann 
gibt es in einer Umgebung von z= 0 regulire Potenzreihen p,(z), ..., p, (2) 
und eine in einer Umgebung von z= y = 0 regulare Potenzreihe E(z,y) mit 
B(0,0)+0 derart, daB P(z,y) = [y*+p,(z)y*—*+...+p,(2)]-B(2,y) far 
alle z, y aus einer Umgebung von z= y= 0 gilt. Literatur tiber die Beweise 
dieses Satzes bei A. Ostrowski, Uber algebraische Funktionen von Dirichletschen 
Reihen, Math. Zeitechr. 87, S. 98—133. 
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f,(e) = Art tase +... 
AP (e) = 4+ f,(2). 
Die Gleichungen Dy exfex(f,(€), €) = 0 haben dann eine Lésung c\”’(e), ..., cf (e) 
k=1 


mit By |ef? (e)|? = 1, wodie cf(e) regulire Potenzreihen von ¢ in einer 
i=1 
Umgebung von ¢ = 0 darstellen (Hilfssatz 3). Setzt man 
h oc 
(11) g() = 2 ae) Z (Rf, (e) — Ble)" oA, 
so ist wegen (7) und (8) 
(A + €A, +...) ple) = (A+A 16 +42 O +...) ple), 


A(e) p(e) = AP (e) v(e). 


Wegen (¢(0), (0)) = 1 kann man durch Multiplikation mit einem in « 
reguliren Faktor erreichen, daB g'(e) = o@p(e) normiert ist: (g', g') = 1. 
Aus (11) sieht man, daB g'(e) regular ist in einer Umgebung von ¢ = 0. 

Damit ist die Existenz eines reguliren Eigenwertes und eines regu- 
laren Eigenelementes fiir den Operator bewiesen. 

IV. Setzt man P,(e)z = (x, g'(e)) y'(e), so ist P, (e) ein beschrankter 
symmetrischer Operator. Er ist in einer Umgebung von ¢ = 0 regulir. 
Um die Regularitét (Def. 3, § 3) zu zeigen"), benutze man die Tatsache, 
daB in der Entwicklung g'(e) = g'°+ eg'!+... die Abschatzung 


|o>*| << o"+1 (Hilfssatz 4, § 3) gilt. Dann wird P,(e)= ¥ eP,,2 
n=0 


mit Pf = (z, g*) g + (z, gh*- 1) g! +...+ (z, gy) g", also 
|Pi..%| sy C**'|2| mit geeignetem C, d.h. P,(e) ist in einer Umgebung 
von € = 0 regulir. Daher ist auch A(e) — (d, + d,) P,(e) = A’(e) be- 
schrankt, symmetrisch und in einer Umgebung von ¢ = 0 regular. Fiir 
den Operator A’(0) ist A genau (h — 1)-facher Eigenwert und sein Spek- 
trum ist im »-Intervall 4 —d, <u <A-+d, leer, abgesehen von uw = A. 
(Dieselbe Uberlegung wie in Beweis zu Satz 1, Schritt III). Man mache 
einen Induktionsschlu8 nach der Vielfachheit des Eigenwertes 4. Es sei 
Teil 1 der Behauptung fiir A’(e) richtig. Es existieren dann in einer 
Umgebung von ¢=0 regulare Elemente g’(e) und Potenzreihen 
A, (e) (vy = 2,..., A), mit denen gilt 
A’ (e) o'(&) = 4,(2) ple), = (9, @) = Orn, 
4,(0) = 4, v,m@ = 2,...,h. 


d. h. 


11) Aus Def. 3’ wiirde sie unmittelbar folgen. 
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Aus A’ (e) g'(e) = (At (e) — d, — d,) ¢' (e) folgen fiir hinreichend kleines || 
die Gleichungen (9’,y') = 0, » = 2,...,h oder P,(e) g’(e) = 0 oder, 
indem Af(e) = A, (e) gesetzt wird, 


A (e) py (£) = A,(€) gy" (e); (9 (2) p* (8) = 44, 
v, = 1,3,...,4. 
Damit ist der Teil 1 der Behauptung bewiesen. 

V. Man setze P,(e)z = (z, y’(e)) p’(e), P(e) = P(e) +...+ P,(2), 
D(e) = A(e)—(d,+d,) P(e). Das Spektrum von D(e) entsteht aus 
dem Spektrum von A(e), indem jeder der Punkteigenwerte A,(e), ..., A,(e) 
von A(e) um (d,+d,) verschoben wird und im tibrigen das Spektrum 
unverindert bleibt; das Spektrum von D(0) ist also im y-Intervall 
A—d, <u <A+d, leer. Der Teil 2 der Behauptung ist daher be- 
wiesen, sobald gezeigt ist: es gibt ein 9’ > 0, so daB fir alle ¢ mit 
|e| < @’ das Spektrum von D(e) im p-Intervall A—d; < wp << A+d, 
leer ist, wenn das Spektrum von D (0) im y-Intervall 4—d,< wu <A+d, 

d,—d; 


leer ist. Man setze W=dA+ yz. Weil D(0) im yz-Jotervall 


w— (SES 44, —a)) <p <4 Sb44 d—d; kein Spektrum 
besitzt, gilt fiir alle z aus § die Ungleichung 
\(D(0) — #) z| S dz, 
6 = Min {SES 4 gd, SES44,—al> SES. 
Wegen lim (D(e) — 2’) z = (D(0)—7’)z und der GleichmaBigkeit (in =) 
«0 





dieser Konvergenz fiir alle z mit |z| <1 gibt es ein 9’ > 0, so dab 

fir alle e mit |e| < o’ gilt |(D(e)— %’)z| => Sit 1g), Das bedeutet 

aber: Das Spektrum von D(e) ist fiir |e] << o’ leer im j,-Intervall 
y- LAG eye n+ St anise cata 


Also besteht das Spektrum von A(e) im y-Intervall A—d; Cu <4+d, 
genau aus den Punkteigenwerten A,(e),..., 4,(€), sofern nur |e| < 9’ 
gewahlt ist. Damit ist Satz 2 vollstindig bewiesen. 


§ 5. 
Isolierte Punateigenwerte von unendlicher Vielfachheit. 


Im Satz 2 (§ 4) ist die Voraussetzung wesentlich, daB der isolierte 
Punkteigenwert A des (ungestérten) Operators endliche (h-fache) Vielfach- 
heit besitzt. Das lehrt das folgende Beispiel: Der Hilbertsche Raum § 
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bestehe aus den im Intervall 0 < ¢< 1 nach Lebesgue quadratisch 


1 
integrierbaren Funktionen z(t); (z,y) = { z(t) y(#)dt. Der Operator A, 
0 
sei ,,Multiplikation mit ¢“, er erzeugt also aus z(t) die Funktion tz (t). 
Der Operator A sei die Identitét, 4 = #. Dann ist der Operator A (e) 
= E+ eA, fir alle*) ¢ beschrinkt, symmetrisch und regular (Def. 3, § 3). 
A(0) = E besitzt den isolierten Punkteigenwert (von unendlicher Viel- 
fachheit) A= 1. A(e) = E+ eA, aber bat fiir jedes « + 0 ein rein 
kontinuierliches Spektrum ohne Punkteigenwerte. (An Stelle von A, kann 
natiirlich jeder beschrankte symmetrische Operator mit einem reinen 
Streckenspektrum gesetzt werden.) 


§ 6. 
Mehr als ein Parameter. 

Satz 2 bleibt nicht richtig, wenn man in Voraussetzung und Behaup- 
tung an Stelle eines Parameters mehrere Parameter setzt; das zeigt 
das erste Beispiel in §2. Wohl aber bleibt der Satz richtig, wenn man 
sich auf einfache isolierte Punkteigenwerte beschrankt. Es gilt namlich 

Satz 3. In einem Hilbertschen Raum § sei A (é,,..., &) ein 
beschrinkter, symmetrischer und in einer Umgebung von") e, = ... = e, = 0 


reguldrer'*) Operator: A (e,, ..., 5) = Fy... te ej! .:. ef. Fiir A(0,...,0) =A 


set A einfacher Punkteigenwert; er sei isolierter Eigenwert, d.h. das Spek- 
trum von A sei leer im u-Intervall 4-—d, << uw < 4+d, (d, > 0, d, > 0) 
abgesehen von u = A. Dann gilt: 





1. Es gibt in $ in einer Umgebung von ¢, = ... = & = 0 ein 
regulires’*) Element @ (¢,,...,&) und eine in einer Umgebung von 
&, =... = &, = 0 regulire Potenzrethe A(e,,..., €,), fiir die dort gilt 


A (€,,..+)&) p (€,,---5 85) = A(t, ,-++5 Ge) P(E, +++ Se)» 4(0,...,0) = A, 
Cotta, --—0 8 OU, -- 2 Ol & 1. 

2. Sind dj, d, positive Zahlen mit d; < d,, d; < d,, dann gibt es 
ein positives 0 derart, da fiir alle ©, mit |e,| < @' das Spektrum von 
A (e,,.--,&) im p-Intervall 4—d; < wp < 4+; genau aus dem Punk 
A (€,, «++» &) besteht. 

Der Beweis dieses Satzes veriaéuft analog dem Beweis von Satz 2 
bis zu der Stelle, wo Formel (10), d.h. die Entwicklung von Puiseux, 


18) Vgl. § 3, Def. 6. 
18) Vgl. § 3, Def. 5. 
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benutzt wird. Diese Formel bleibt bei beliebigem h nicht richtig, wenn 
man an Stelle eines Parameters ¢ die s Parameter ¢,,...,¢, setzt. Da 
aber h = 1 ist, wird die an Stelle von (10) tretende Formel sogar trivial, 
nimlich (indem man | = 1 setzt) 


w+ p,(e,;-- oy &) = wb — Gg, (8,5 « «+ &)- 


Also ist g,(,,-..,&) = — p, (@,,--.,&) regulaére Potenzreihe von ¢,,..., ¢, 
in einer Umgebung von ¢,= 0. Alles iibrige verliuft wieder analog 
zu dem friiheren. 





§ 7. 
Stérungstheorie fiir Fredholmsche Integralgleichungen. 

Wendet man Satz 2 auf Integralgleichungen mit stetigem Kern und 
endlichem Grundgebiet'*) an, so ergibt sich 

Satz4. Es sei K (x,y; &) in einer festen Umgebung von ¢ = 0 eine 
gleichmafig fiir alle z, y mit 0 <= x, y < 1 konvergente Potenzreihe von e*) 
mit Koeffizienten, die im Intervall 0 = z,y <1 stetige Funktionen von 
z,y sind; K (x,y; &) = K (y,2z; #). Die Integralgleichung 


f K(z,y;0)uly)dy = wu(z) 


habe den h-fachen Eigenwert 4 = 4 + 0. Dann gilt: 
1. In einer Umgebung von « = 0 gibt es Funktionen 9, (2; €),..., 
pn(xz;#) und Zahlen A,(e),..., Ax(e), fiir die 


1 1 
(12) [ K(wysedolyseddy = Alege), | glase)gre(eedz=d,,, 
0 0 
A, (0) = 4, ‘,&k = 1,3,...,4 
gilt. Jede Funktion 9,(x,&) ist im einer festen Umgebung von ¢ = 0 eine 
gleichmifig fiir alle x mit 0<= 2 <1 konvergente Potenzreihe von e, deren 
Koeffizienten stetige Funktionen von z sind (0 = z <= 1); die A,(e) sind 
in einer Umgebung von ¢ = 0 reguldre Potenzreihen von e. 
2. Die Integralgleichung (12) hat fiir hinreichend kleines ¢ in der Um- 
gebung von u = A nur die EBigerwerte A,(e), ..., A,(é). 
Beweis. Im Hilbertschen Raum der im Intervall 0 <= z= 1 Lebes- 
gue-quadratisch integrierbaren Funktionen g(z) mit dem inneren Produkt 
1 


(y, vy) = | e(z) p(z)d (a) wird durch den Kern K (a, y; ¢) ein beschrankter 
Integraloperator A (e) erklart. In der Entwicklung K (x,y; &) = &,(z, y) + 


14) Tatsdchlich erstreckt sich Satz 2 auch auf singulare Integralgleichungen 
mit ,,beschranktem Kern“ im Sinne von Hilbert-Wey). 
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+ ek, (z,y) +... gilt nach Voraussetzung fiir hinreichend kleines e, und 
ille z, y aus dem Intervall 0 < z,y < 1 die Abschitzung |e*k, (x, y)| < C 
mit fester Konstante C, also gibt es eine Konstante K > 0 derart, da8 


|k, (x, y)| = K**? gilt. Setzt man daher | kn (x,y) v(y)dy = A, ¢, so wird 


4, ol = V faz| [ley oydy? < kK P flip (yhay = K+ l9}, 


Nach Definition 3, §3, ist also A(e) in einer Umgebung von ¢ = 0 ein 
symmetrischer, regularer Operator, und es ist A(e) = A,+¢A,+.... 
Daher ist Satz 2 anwendbar. Er liefert unmittelbar alle Behauptungen 
bis auf die Stetigkeitseigenschaften der Eigenfunktionen y(z; ¢) (der Kiirze 
halber ist der Index unterdriickt). In dieser Hinsicht erhilt man zunichst 





nur 9 (3; £) eat E @,(z)e" mit Lebesgue-quadratisch integrierbaren Funk- 


tionen ¢,(z), 9,(z),.... Dabei ist die Konvergenz der Summe im Sinne 
der hier geltenden Metrik als eine ,,mittlere Konvergenz“ zu verstehen, 


a 1 n 
d.h. p(z;e) = J —%,(z) e* bedeutet lim fle (z;e)— JZ o—,(z)e"Pdx = 0; 
nu=0 a> 2 0 r=0 


iibrigens gibt es (vgl. Hilfssatz 4) ein k > 0 derart, daB fiir alle n die 


1 
Abschitzung | Slen (x) P?dz< k"*' gilt. Setzt man K’ (x, y; e) = AGG vit) 


(beachte (0) = A + 0), so gibt es fiir K’(z, y; e) die analoge Entwicklung 
wie fiir K(z,y;«), also K’(x,y;e) = ko(z,y) + ek, (z,y) +...;  ins- 
besondere sind die Funktionen k, (zx, y), k,(z,y),... stetig, es gibt ein 
K,>0 mit k,(z,y) = K*** und der Integraloperator mit dem Kern 
K’ (x, y; e) ist in einer Umgebung von ¢ = 0 regular. Aus der Gleichung 





1 
9 (z; 2) = j K’ (z, y; ©) p(y; e)dy folgen nun nach Hilfssatz7, § 3, die Re- 
0 
1 


lationen ¢,(z) = s j B—+(2, y) v,(y)dy, n = 0,1,2,..., aus denen zu- 


r=0 6 
naichst rekursiv wegen der Stetigkeit der k,(z, y) die Stetigkeit der ¢, (z) 
im Intervall 0 <= z < 1 folgt. Weiter ergibt sich daraus 


lente) SE Er-"**|foydyl SZ Ky V flew ady 


< 3 Re-"+1h+1< (n+ 1) [Max(K, kb) **. 


v=0 
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Also konvergiert 5 e",(z) in einer festen Umgebung von e = 0 gleich- 
n=0 


maBig fiir alle z aus dem Intervall 0< z< 1 gegen ¢(z;«). Damit 
ist Satz 4 bewiesen. 

Entsprechend folgt aus Satz 3 der 

Satz 5. Es sei K (z,y;¢,,...,&) im einer festen Umgebung von 
&, =... = & = O eine gleichmapig fiir alle z,y mt 0 <= 2,y<1 kon- 
vergente Potenzreihe von ¢,,..., &°) mit Koeffizienten, die im Intervall 
0 2%,yS1 stetige Funktionen von 2,y sind; K(z,y; &,..., &) 
= Kly,2; €,,..., &). Die Integralgleichung 





1 
j K (@,y; 0,...,0) uy) dy = wuly) 


habe den einfachen Eigenwert u = 2 + 0. Dann gilt: 

1. In ewer festen Umgebung von ¢, = ... = & = 0 gibt es eine 
gleichmépfig fiir alle x mit 0 = t = 1 konvergente Potenzreihe u(x; €,,..., &), 
deren Koeffizienten stetige Funktionen von «~(0 SS 2<1) sind und eine 
reguliire Potenzreihe A(e,, ..., &,), mit denen 


1 
{ K (2,9; € , «09 Sq) O(Y; &,, ..-p 8) CY =e A(E,, ..., 8) B(Z; f,, ..:,6,)3 
(13) 0 
fluc 1?" »&) Pda = 1, 
. 4(0,...,0) =A 
rst. 
2. Die Integralgleichung (13) hat fiir hinreichend kleines |e\| in der 
Omgebung von u = A nur den Eigenwert A(e,,..., &). 


(Eingegangen am 27. 5. 1936). 











Uber die Vielfachheiten gestirter Eigenwerte. 


Von 


Ernst Hélder in Leipzig. 





Nachdem Lichtenstein die Stérung eines einfachen Eigenwertes eine 
Integralgleichung auseinandergesetzt hat, untersucht Herr Rellich in der 
voranstehenden, von mir im Manuskript gesehenen Arbeit die Stérung eines 
h-fachen isolierten (reellen) Punkteigenwertes A eines in einem Hilbertschen 
Raum § erklarten beschrinkten Hermiteschen Operators A, zu dem die 
orthonormierten Eigenelemente gy, ..., p” gehdren: 


(1) A gy = Ag” (y = l, cee h), 
d. h. er betrachtet fiir einen ais Potenzreihe') im reellen Stérungs- 


parameter ¢ darstellbaren beschrinkten Hermiteschen Operator B(e) mit 
B (0) = 0 die Gleichung 
(2) (A+ Bie) p= (+4) 9 
und bestimmt fiir (absolut) kleine reelle e die Eigenwertstérungen u = y(e), 
die fiir « — 9 gegen Null konvergieren, und die zugehérigen Eigen- 
funktionen g = ¢(é). 

Unter Benutzung der verallgemeinerten (beschrinkten Hermiteschen) 
Resolvente R mit den Eigenschaften 


h 
(3) ReM®=0, R(A—A)e =(A—A’ Re =2z- >) (, ge) go 


fiir jedes Element z von § wird 
ry 
(4) p = dye, 9 + R(ug — Ble) 9), o = (9. 9) 
1 
wofir Rellich wegen der Linearitét in @ die gleichwertige explizite Auf- 
lésungsformel 
aA oo 


(5) y = die,| d’ (uR— RB(ey g?| = Ba yw (yu, €) 


1 v=0 1 


angeben kann. 


1) Beziiglich der genauen Feststellungen iber Potenzreihen von Elementen und 
Operatoren im Hilbertechen Raum sei ein fiir allemal auf die Arbeit von Rellich 
verwiesen. (g, y) ist das innere Produkt zweier Elemente gy, y aus 9; es gilt 
unter anderem (9, ay) = @(9, y), wenn «ein konstanter Skalar, « sein konjugiert 
komplexer Wert ist. 
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Umgekehrt gilt fiir einen Ausdruck der Form (5), in dem nach 
Lichtenstein ¢,,...,¢, und ms zunachst als willkiirliche Parameter auf- 
gefaBt werden, die Beziehung (4), somit (gy, y*)) = c. und die Gleichung 


A 
(6) Ag—Ay = ug — Ble) p— SiG gn 
mit 1 
(7) Do) = (up — Ble) o, y*), 


wie dies auch in ahnlichen Fallen statthat*). Notwendig und hinreichend 
dafiir, daB (2) gilt, ist also das Erfiilltsein der Verzweigungsgleichungen 
@@) = 0, die den Kern des Stérungsproblems ausmachen und vermége (5) 
von Rellich explizit angegeben werden: 


h 
(8) Be) = YS} pay (use), = 0 
mit ' 
(9) Pep = (> (u — Ble) [R(u — Ble) o®, gy). 


r=0 

Jede Eigenwertstérung w ist so notwendig eine Wurzel der Deter- 

minantengleichung 
(10) f(u, eé) = | = Pap | = 0. 
Umgekehrt bestimmt Rellich zu einer — an sich beliebigen — Wurzel 
wu = w(e) der Gleichung (10) ein Lésungssystem c,(e), ..., ¢,(&) voa (8) 
und damit ein Eigenelement g(e) von (2), woraus zu folgern ist, daB 
jede Wurzel ~ von (10) eine EKigenwertstérung, somit reell und als ge- 
wohnliche Potenzreihe von « entwickelbar ist. 

Durch das von Rellich benutzte Abspalteverfahren eines bereits be- 
kannten Eigenelementes von A+ B(e) und die vollstindige Induktion 
nach der Vielfachheit h wird jedoch nur gezeigt, daB die Gesamtzahl] der 
(mit ihrer Vielfachheit gerechneten) gestérten Eigenwerte in der Nachbar- 
schaft von A gleich h ist, aber nicht auch, daB die Vielfachheit jedes ge- 
stérten Eigenwertes 24+ mu(e) (gezihlt nach der Anzahl der zugehérigen 
linear unabhangigen Eigenvektoren (c,) von (8) und damit der Eigen- 
elemente g(e) von (2)) tibereinstimmt mit der funktionentheoretischen 
Multiplizitat des betreffenden y(e) als Wurzel der Gleichung (10) (bzw. 
einer mit ihr aquivalenten algebraischen Gleichung). 


Statt daB ich diese Erginzung zum Ergebnis von Rellich nachtriglich 
anbringe, ziehe ich es vor, sie von vornherein zu beriicksichtigen (und da- 


2) Vgl. z. B. E. Hélder, Mathematische Untersuchungen zur Himmelsmechanik, 
Mathem. Zeitschr. 31 (1929), S. 234f. 
Mathematische Annalen. 113. 40 
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durch zugleich seine Betrachtung vom Standpunkt der linearen Algebra 
zu vertiefen), indem ich die Gleichung (10) konsequent als (in y nicht lineare) 
Sakulargleichung auffasse und die Bestimmung des Ranges ihrer Minoren 
nach der funktionentheoretischen Methode von Weierstra8*) durchfiihre. 


1. Die h x h-reihige Koeffizientenmatrix P = (p,,) der Verzweigungs- 
gleichungen (8) ist Hermitesch-symmetrisch, p.; = Pg, denn fiir reelle 
e,# ist mit B(e) und R jeder Operator 


(11) Q, = (u — B)[R(u — B)y und damit Q = FQ, 


r=0 


Hermitesch-symmetrisch, wie man durch vollstindige Induktion nach » 
beweist; insbesondere ist 


(12) (2, yp, #) = (Q,_, R(u — B) p, yo) = (R(u — B) yo, Q,_, oh) 
== (g, (u — B) RQ,_, gy) = (9, Q, g) = (Q, —™, —™), 


und es ist P = ((Qy, g)). In einer Umgebung je| < , |u| <a, 
von ¢ = « = 0 laBt sich P nach Potenzen von yp entwickeln in der Form 


(13) P = bG —eH = nG—eF pw A (e). 
r=0 

Hier ist G = (g,.) eine positiv definite Hermitesche Matrix (in unserem Fall 
orthonormierter gy die Einheitsmatrix, vgl. (3),). die iibrigen Koeffizienten 
H (e) = (h&),(e)) sind — fir reelles ¢ ebenfalls Hermitesche — Matrizen, 
die fiir |¢| < 9, regulire Potenzreihen in ¢ sind. Nach Weierstra8 kniipfen 
wir die Betrachtung an das zugehérige inhomogene Gleichungssystem an 
(mit beliebigen Variablen u,,..., u, als rechte Seiten): 


a 
(14) Di (H Ger — © Du’ RE (e)) 2, = te, 


r=0 


das (mit ¥, gefaltet) der folgenden Identitat in y,, ..., y, gleichwertig ist: 


(15) (Gx, y) — eS (Ho (ec) x, y) = (u, y). 
Wenn 
(16) { (4, #) = |e H— pG| +0 


8) K. WeierstraB, Uber ein die homogenen Funktionen zweiten Grades be- 
treffendes Theorem, nebst Anwendung desselben auf die Theorie der kleinen 
Schwingungen, Mathematische Werke 1, S. 233—246. — In der Darstellung folge 
ich der Vorlesung von G. Herglotz aber Lineare Algebra, Géttingen, Wintersemester 
1925—1926; die Kenntnis dieses Koilegs verdanke ich der Nachschrift von Frau 
Ph. Salié geb. Mader. 
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ist, sind unter Benutzung der adjungierten Matrix (e H — uG@)* = (f.,(u, e)) 
= (fsa (#,2)), dh. der gespiegelten Matrix der algebraischen Komplemente 
von ¢H — uG, die Gleichungen (14) eindeutig auflésbar 


h 
hay (Mm e) 
(17) m= — 2 Tne) 


Die erste Feststellung (I.1), da8 fiir absolut genommen hinreichend 
kleines reelles ¢ alle mit « gegen Null konvergierenden Wurzeln yu, (€) von 
/(u,e) = 0 reell sind, zeigt man dann am besten schon durch Be- 
trachtungen im h-dimensionalen Vektorraum der (c,) (ohne Bezugnahme 
auf das urspriingliche selbstadjungierte Eigenwertproblem im Hilbertschen 
Raum §) durch eine von der gewohnlichen Sikulargleichung her gewohnte 
Uberlegung. Sei «,(¢) = a +4, eine in der Kreisscheibe |u| < o, ge- 
legene Wurzel von /(u,e) = 0 und z, = &,+ 4%, eine zugehérige durch 
(Gz,z) = 1 normierte Lésung des homogenen Systems (8), d. h. (14) mit 
u, = 0; dann gilt 


(18) My (G a, y) —e Dy us (H™ (e) 2, y) = 0 fiir alle y. 
r=0 





uy. 


Spezialisiert man hier y, = z,, so kommt 
(19) wy (Gau,xz)—e Dy M(H (e) x, 2) = 9. 
r=0 
Wegen des Hermiteschen Charakters der hier auftretenden Formen gibt 
der Ubergang zum konjugiert komplexen (bei reellem ¢) 


(20) jin (G x, 2) —e J pt (H {e)z, 2) = 0. 


Da uy — fy = (Mo — Mo) (Ma * + MO~* go +++. + ') = 248, 0%, und 
oe!” (e) reell ist, hat man 


(21) 2if, (Gx,2)—e E of (H(e)2,2)} = 


In der Klammer steht fiir — 0,< «<0, bei passendem positiven 
0, < @ eine positiv definite Hermitesche Form, fiir diese ¢ ist darum 
B, = 0, also pa, reell. 

2. Die weitere Feststellung (I. 2), daB jede fiir e = 0 verschwindende 
Wurzel », = mu, (*) eine gewéhnliche Potenzreihe in e¢ ist, folgt nun in 
zwei Schritten: 1. Wegen /(u,0) = ~* gibt der von Rellich hier heran- 
gezogene WeierstraBsche Vorbereitungssatz fiir eine gewisse Umgebung 
le]< es [#1 <5 (@ Ser, % Sm) von e= p= 0 
(22) I (um, €) = (u* + p, (€) wh? +... + pn (e)) E(u, 2), 


wo die p,(e),4=1,...,A, fir |e| <o, konvergente Potenzreihen mit 
p.(0) = 0 sind und €(u,c) eine fir |e]< 0,, |u| <0, konvergente 
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Potenzreihe mit €(0,0) + 0 ist. Die A Wurzeln des in Gleichung (22) 
als Faktor abgespaltenen Polynoms liegen fiir |e|< 9, in |u| <9,. 
2. Da sie nach dem, was wir schon sahen, sdmtlich reell sind fiir 
—0,<&<0,, 80 folgt mittels des Hilfssatzes II von Rellich aus den 
Puiseuxschen Entwicklungen, da8 diese Wurzeln von f(u,2) = 0 fir 
|¢| << @, gewdhnliche Potenzreihen in « sind, die natiirlich fiir « = 0 
verschwinden. 

Man kann nun 0 < 0,(<0,) so klein wihlen, daB fir ein ¢ in 
0 < |e|< 9, zwei Wurzeln von /(u,e) = 0 durchaus verschieden sind, 
sie seien denn tiberhaupt identisch. In diesem e-Gebiet seien ,, (e), u, (8), 
«++» m—1 (€) die verschiedenen (fiir e = 0 verschwindenden) Wurzeln von 
f(u, #2) = 0; deren Multiplizititen p,, p,, ..., Pm—, (sémtlich > 1) sind 
in 0< |e|< @, von ¢ unabhingige Zahlen mit der Summe 

Pot Pi +--+ + Pm—1 = A; 

we = py (e) (x = 0,1, ..., m— 1) sind die durch ¢ = ~ = 0 gehenden ver- 
schiedenen linearen Zweige der Kurve f(y, ¢) = 0. 

Anmerkung. Im Hinblick auf das urspriingliche Eigenwertproblem 
im Hilbertschen Raum § kénnen wir noch bemerken, daB auf jedem 
Zweig u.(¢) die Funktionen y™(u,2) (y = 1,..., 4) aus Formel (5) ge- 
wohnliche Potenzreihen in ¢ werden, die fiir ¢ + 0 bzw. gegen gy” kon- 
vergieren. 

3. Beziiglich der in 2 eingefiihrten Multiplizitaten p, (x = 0,1,...,m—1) 
gibt es nun eine gewisse Intervalllinge 9, derart, daB die 

Feststellung (II.1) gilt: Fir 0 << +e < 9, ist (irgend) eine p-fache 
Wurzel »,(e) aus der Reihe der m Wurzeln von f(u, 2) mindestens 


(p —1)-fache Wurzel aller fep(s,), d. h. die Pole von — /s#™*) ai, 


»e)’ 

Funktion von yu, sind simtlich reell und (héchstens) einfach. os 

Beweis: Fiir jedes einzelne feste e mit 0< + e<@Q, sei (u— ,)?-* 
die héchste Potenz, durch die alle f,,(u,e) teilbar sind. Zu zeigen ist: 
man kann 9, < oe, so klein annehmen, daB s = s(e) nicht > 2 ist fiir 
0< +e<0,. (Spiter (II. 2, 3) wird sich herausstellen, daB s = 1 ist.) 

Nach Potenzen von u — u, entwickelt, ist dann (bei festem ¢) 

A. lap (y4, €) a Cap < coy 

(23) I (us €) (u — Ho)" bs iu — po)" * le 
wobei unter den ¢,,(e) sicher ein von Null verschiedenes Element vor- 
handen ist. Mit Hilfe der Variablen u, werden die durch (14) defi- 
nierten z, nach (17) 





U uv 
24 a, = s = + 
(24) * (4H) — (u— po)! 
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mit 


h h 

(25) Vale) = Dieu, (e)u,, UP(e) = Sy ol (6) uy, .. 
i 1 

Fiir diese Ausdriicke x, gilt die Identitét (15) fiir alle u und y, d.h. 
yp GU») (@ U™, y) 

(26) (u — Ho)" (# — po)*~* 

¥ (A (e) U,y) 7 CH (pO, y) 
«5 ee (4 — 10)" a (u — m9)*~* oe 


Wenn man hier » = pw, + (u — m,) setzt und nach Potenzen von u — pn, 
entwickelt, miiBten sich, falls s > 2 ist, links die Terme mit (« — y,)~* 
und (4 — u,)~*—" wegheben; das gibt fiir die Koeffizienten 


(27) H4e(GU, y) — ¢ E ws(H(e)U, y) = 0, 


(28) 44 0, y) — © E 3 (H™ (e) 0, y) 
+ (G U, y) =e Eom; , (A (e) U, y) = 0. 


Spezialisieren wir in diesen beiden Relationen y = U baw. y = U und 
ziehen von der zweiten die erste, konjugiert komplex genommen, ab, 
so bleibt 


(29) (GU, 0) —e E »ur-1(H(e)U, 0) =0. 


Falls 0< + ¢€< 9, und 0 < 9, (S @,) geniigend klein ist, steht hier auf der 
linken Seite eine definite Hermitesche Form in den Variablen U,. Fir 
ein solches ¢ miissen somit alle durch (25) gegebenen GréBen U,(¢) = 0 sein, 
woraus etwa bei der Spezialisation u, = d,, (« = 1,...,4 bei festem 
6B = 1,..., h) sofort U, = c,g(e) = 0 folgt. Das Verschwinden aller c,¢(e) 
ist aber ein Widerspruch; also kann nicht s > 2 sein. 

4, Nunmehr gelingen in iiblicher Weise fiir 0 < + e< 9, die beiden 
Feststellungen : 

(II.2) Sei & = 1,2,...,p—1, wo p die Multiplizitét von yu, (e) als 
Wurzel von f(u,2) = 0 ist, dann ist (u — u,)?~—* die héchste Potenz, durch 
die alle (h — k)-reihigen Minoren M,_;(u,2) von eH — wG teilbar sind. 

(II. 3) Ist k’ = p, p+1,...,h, so gibt es mindestens einen M, _ » (, e), 
der durch » — yw, unteilbar ist. 

Zum Beweise bilde man zunichst unter der Voraussetzung von (II. 2) 
zu M,., den komplementiren k-reihigen Minc: M? aus (¢H —»@)*, 
fir den 
(30) M? (u, ©) = f*-* (u, #) Myx (u, €) 
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gilt. Nun ist unter Beriicksichtigung von (II. 1) 
M? (u, ) teilbar mindestens durch (u — p,)* - », 
f*-*(u, e) teilbar genau durch (u — u,)*—?. 
Also sind alle M,_,(, ) teilbar mindestens durch (u — yu,)P—*. 
Auf der anderen Seite besitzt die Determinante f(y, ) die Ableitung 


a a : 2 "— ¥ 
(31) sh =D (gap + © Sv’ Wp (2)) fools), 
ap r=1 
also symbolisch, wenn C,C’,... generell eine Potenzreihe in « und « be- 
deutet, ¢ 


(32) z= =CM,, 

und weiter 

(33) oh = SCM 1+ TOM» 
ay : 

(34) ar i 2} (20M, 


Waren nun fir ein e in 0< + e < 9, und fireink=1,2,...,.p—1 
simtliche M,_, teilbar durch eine héhere Potenz, (u — u,)?—**+? etwa, 


so gilte dasselbe von allen M,_, mit |< k, somit auch von a 
i 
was nicht der Fall sein kann, da mw, nur eine Wurzel der Multiplizitat p 
von {(u, €)= 0 ist. 
Die letzte Betrachtung, angewandt fiir k = p, beweist auch die Be- 
hauptung (II.3)- Denn sicher ist in 0< + e<o, 


(35) wf +0 auf dem Kurvenzweig pu = pu, (e). 
7 


Somit kénnen nicht alle M,_, durch w — yw, teilbar sein und erst recht 
nicht alle M,_,» fir ein k’ = p+1,..., A. 


Alles in allem besagen (II.2) und (II.3): Fir 0< +e<o, hat die 
Matrix pu, (e)G — « E wre) H(e) den Rang h — p =r. Allgemein hat in 
0O< +8e&< 29, < * fiir die p,-fache Wurzel yu, (e) von f(y, &) 
\u@ — ew" H(e)| = 0 die Matrix py, (e)G — eS pw. (c) H® (ec) den Rang 
bane, woh, bie OL noah ~_— 


Il 


5. Ich greife jetzt irgendeine der betrachteten m Wurzeln von 
f(u, #2) = 0 heraus, nenne sie p,(e), 0O< + ¢< Q,, ihre Vielfachheit 
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p (=> 1); der zugehérige Rang von p, (e)G — ¢ Eu (e) H™ (e) ist h-p=r. 
v=0 
Ohne Beschrankung der Allgemeinheit nehmen wir 


1 ++Pir 
Pri es Pee 
an. Dann bestimmen wir (fiir k = 1, 2,...,h—r = p) p linear un- 
abhingige Systeme von Unbekannten 2\”,..., 2”, 2“), durch 


Prii--+Pir Piyrt+k 


+0 fir p»=p,(e) und OC +e<oQ, 








(37) ee Pr r+k = hE te Fle he Teer ees 
A oct ae 
wihrend die iibrigen 2, , =... = 2... = 2. 44, =... = af” =0 gesetzt 


werden. Diez.” sind Systeme von Potenzreihen in ¢ und spannengenauden Raum 
der Lésungen des homogenen Gleichungssystems (8), d. h. (14) mit u. = 0, 
fir « = m,(e)auf. Machen wir dies fiir jede Wurzel u, (2), x = 0,1,...,m—1, 
so bekommen wir simtliche Lésungssysteme c, = 2 von (8) firO< +e<g,. 
Es sind genau p,+p,+ ..+ Pm—1 =/h linear unabhingige Systeme. 
Denn zu verschiedenen Wurzeln, etwa yu, und u,, gehdrende Lésungs- 
systeme z, und 2, geniigen den beiden zu (18) analogen Beziehungen 
(fiir alle y); die erste werde, fiir y = 2’ spezialisiert, von der fir y = z 
spezialisierten und konjugiert komplex genommenen zweiten subtrahiert, 
dann kommt 


(38) (#4, — My) {(@ a, 2’) — eZ ui “t+... + wp") (A (e)2, 2’)| = 0, 
d. h. 


(39) (Gz,2’) =e E(u? 4... + wt—!) (H(e) 2, 2’). 


Im p,-dimensionalen Vektorraum §,(¢) der zu einem linearen Kurven- 
zweig w = u,le) (0O< +e<,) von f(u,2) = 0 gehdrenden Lésungs- 
systeme von (8) bilde man nach dem Schmidtschen Orthogonalisierungs- 
prozeB in einer bestimmten Weise die beziiglich der Metrik (Gz, xz) ortho- 
normierte Basis as) (lL, = 1, 2,..., pe; x =0,1,...,m — 1), deren Vektoren 
sich unter Benutzung einer Bemerkung von Rellich tiber den Einflu8 des 
Normierens als gewéhnliche Potenzreihen in ¢ fiir ein gewisses Intervall 
— 0,<e< 0, (QS 0,) erkennen lassen. Es gilt nun fiir die Gramsche 
Determinante aller dieser Losungssysteme 2 von (8) 


Gx, a)| = "TT G2", ”)|+0@2>4, 
GF = i,4...% 


(40) 


Lu = 1,2, .... om) 
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fiir ein geeignetes Intervall — 0,< ¢< 0, (0, << 0,). Daraus folgt schon 
die lineare Unabhangigkeit der c, = z,’. Zugleich sind jetzt auch im An- 
fangspunkt « = ~« = 0 entsprechend den durch ihn hindurchgehenden ver- 
schiedenen linearen Kurvenzweigen « = m,(£) die m Vektorriume 8, er- 
klart, in die sich der volle h-dimensionale Raum der c, zerlegt. 
SchlieBlich gehéren zur p,-fachen Wurzel yu, (e) von f (u, &) = 0 die p, 
linear unabhangigen, in Potenzreihen nach ¢ entwickelbaren Kigenelemente 
A 
(41) p*(e) - Dai? (e) yp” (e), yp”? (ec) = y” (ux (e), €). 
1 
Will man diese Elemente orthonormiert haben, so braucht man nur die 
Basisvektoren von 8, orthonormiert beziiglich der positiv definiten Form 


h 
a (py, y”) Z_ Zz zu nehmen; sie bleiben dabei regulire Potenzreihen in . 


1 
Die zu 4+ yu, (e), ....A+ 4m—1(e) gehérigen Kigenelemente in der Gesamt- 
zahl A sind dann natiirlich auch orthonormiert. 

Dies beendet die Diskussion der Verzweigungsgleichungen (8); daB 
mit den so berechneten Punkteigenwerten A + yu, (&) (x = 0, 1,..., m—1) 
das Spektrum des gestérten Operators in einer passenden Umgebung von / 
erschépft ist, hat Rellich gezeigt. 


Leipzig, den 1. Juli 1936. 


(Eingegangen am |. 7. 1936.) 


Berichtigung 


zu der Arbeit von Hans Richter: ,,Uber die Lésbarkeit des Einbettungs- 
problems fiir Abelsche Zahlkérper“, Math. Annalen 112, 8. 69—84. 


Wie Herr Arnold Scholz dem Verfasser freundlicherweise mitteilte, sind in 
Satz 4a, letzte Zeile, die Worte ,,von Einheiten“ zu streichen und gegebenenfalls 
durch die Worte ,,von Zahlen“* zu ersetzen, so wie dies aus der Ableitung aus 
Satz 4 hervorgeht, der seinerseits den Normensatz benutzte. Da die Saitze 4 und 4a 
in der ibrigen Untersuchung nicht wieder angezogen werden, bleibt diese Berichtigung 
ohne Einflu8 auf alle anderen Saétze und Beweise. 








Beitrige zu einer Theorie der allgemeinen 
asymptotischen Darstellungen. 


Von 


Hermann Schmidt in Jena. 


Die Einfiihrung der asymptotischen Potenzreihen als selbstdndiger 
analytischer Gebilde durch Poincaré [18] rechtfertigt sich vor allem da- 
durch, da8 mit ihnen unter einfachen Bedingungen ein algebraisch-ana- 
lytischer Kalkiil méglich ist’), bei dem die entstehenden Reihen wieder 
asymptotische Entwicklungen derjenigen Funktionen sind, die durch die 
betreffenden Operationen aus den gegebenen Funktionen hervorgehen’). 
Aber schon bei den konvergenten Entwicklungen, erst recht aber hier, er- 
scheint es unabweisbar, sich von dem speziellen Fall der Potenzreihen 
loszulésen und allgemeinere asymptotische Entwicklungen nach Funktionen 
abnehmender GréBenordnung in Betracht zu ziehen, wie diese ja auch in 
der Literatur mehrfach auftreten*); die Frage der Durchfiihrbarkeit der 
analytischen Grundprozesse an solchen Entwicklungen scheint indes kaum 
behandelt zu sein, wenn man von dem Fall der Dirichletreihen absieht. 
In der Tat kommt man schon bei der Multiplikation zu Schwierigkeiten, 
weil die bei formalem Ausmultiplizieren entstehenden Terme nicht mebr 
vom Typ der gegebenen Reihenglieder zu sein brauchen, ja sich méglicher- 
weise tiberhaupt nicht nach der GréSenordnung abzihlen lassen‘). Im 
folgenden wird nun versucht, zu einem elementaren Aufbau einer solchen 
Theorie der Operationen an allgemeinen asymptotischen Darstellungen 
einiges beizusteuern; und zwar werden durch geeignete Forderungen ge- 
wisse Klassen asymptotischer Darstellungen abgegrenzt, innerhalb deren 
jeweils die eine oder andere Operation durchfiihrbar ist, zunichst unter 
Beschrankung auf Multiplikation, Differentiation im Komplexen und Inte- 
gration nach einem Parameter, sowie darauf zuriickfiihrbare Prozesse. Ob- 
wohl dem Gegenstand nach der Analysis angehérig, tragen unsere Be- 
trachtungen demgem&8 manche algebraische Ziige. 


1) Vgl. hierfir Knopp [12] § 65, S. 554—561. 

2) Hierauf weist z. B. Borel nachdriicklich hin: [2], 8. 13, Z.3—12. Wir er- 
wahnen in diesem Zusammenhang auch die Anwendungen der Stirlingschen Reihe 
zur Gewinnung neuer asymptotischer Entwicklungen durch rechnerische Umformungen, 
ohne neue Restbetrachtungen, bei Jungen [11] I. 

5) Vgl. hier und fir die ganze Einleitung auch die geschichtlichen Bemerkungen I, § 2. 

*) Vgl. auch %*), 8. 639. 

Mathematische Annalen. 113. 41 
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Wir gehen aus von einer ,,Skala“ g,(X) (v = 0, 1, ...), wo 
Gy +1(X) = 0o(,(X)) mit bezug auf einen in sehr allgemeiner Weise auf einer 
beliebigen Menge {X} = M festzulegenden Grenziibergang. Zur Bildung 
asymptotischer Entwicklungen sowie — zwecks Erfassung allgemeinerer 
Fille — endlichvielgliedriger asymptotischer Darstellungen ,,k-ter Ordnung* 
werden veranderliche Koeffizienten aus einer bestimmten Funktionsklasse 
zugelassen, die in erster Linie beschrankt hinsichtlich X sein miissen; es 
kann dann noch Nullentwicklungen geben, die aber ausgeschlossen sind, 
sobald a(X)=0 die einzige Funktion von § ist, fiir die lim a(X) = 0 
(Satz 1). Nach einigen Bemerkungen iiber lineare Transformation von 
Skalen werden Skalen ,,mit Multiplikation’ eingefiihrt, fiir die ver- 
mége einer ,,Multiplikationstafel (c,,,) jedes Produkt 9,9,~2¢j,x 9x, 
und hierauf Multiplikation, Division und Einsetzen in eine Potenzreihe 
begriindet (Satz 2 bis 5). Dann werden Folgen asymptotischer Dar- 
stellungen studiert (Satz 7). — Im II., funktionentheoretischen Teil 
betrachten wir zunichst in w analytische Gleichungen mit asymptotisch 
gegebenen Koeffizienten und gewinnen Darstellungen fiir so definierte 
implizite Funktionen der (noch véllig allgemein gelassenen) Variabeln X. 
Fiir die Differentiation einer analytischen, im Gebiet 6 asymptotisch dar- 
gestellten Funktion kann man verschiedene hinreichende Bedingungen an- 
geben, bei denen es auch auf die Beschaffenheit des Gebietes © und die 
Art des Grenziibergangs in © ankommt; in einem dieser Fille sind es im 
wesentlichen die Bedingungen: 

Pi+1(2) =O(pe+1(2); “E** = o(e(2)), 2EG* <6; 

hierbei ist @(z) der Abstand des Punktes z vom Rand von &. Eine analoge 
Rolle wie beim Produkt die Tafel (c;,,) spielt hier die ,,Differentiationstafel“ 
(d,,) = D (Satz 9). Der Sonderfall k = 0 gibt ein spezielles Kriterium fiir 
, Ableitungsfestigkeit asymptotischer Werte. Eine besondere Betrachtung be- 
schaftigt sich mit der ,,Differenz {(z +t) — f(z), fiir die unter geeigneten 
Annahmen iiber die Differentiation der Skala eine fiir kleine |¢| und 
z€@* gleichmaBig giiltige Darstellung gewonnen wird (Satz 11). Fast 
alles hisherige wird schlieBlich benutzt bei der asymptotischen Darstellung 
einer Folge z, von Nullstellen einer Funktion /{(z), die ihrerseits in einem 
Halbstreifen eine Darstellung mit fastperiodischen Koeffizienten gestattet, 
von deren erstem die Existenz einer Nullstelle als bekannt angenommen 
wird (Satz 12); ein klassisches Beispie) hierzu bieten die Besselfunktionen 
erster Art (periodische Koeffizienten), ferner die Funktion J” (z) (konstante 
Koeffizienten, logarithmische Skala; Satz von Hermite). 

Von einer ausfiihrlichen Durchrechnung zpezieller Anwendungen wird 
in dieser Arbeit, wo es uns hauptsichlich auf die allgemeinen Richtlinien 











Allgemeine asymptotische Daretellungen. 631 


ankommt, abgesehen; die Beispiele des Textes sind mehr Erliuterungen 
oder Beweisstiicke zur Theorie. Nicht erértert wurde ferner die Umkehr- 
frage, unter welchen Bedingungen fiir % und eine vorgeschriebene Multi- 
plikations- bzw. Differentiationstafel sich hierzu eine Skala bestimmen laBt; 
da8 hier Bedingungen bestehen miissen, ist klar (vgl. z. B. 8. 647, 653 unten); 
daB sich andererseits aber simtliche im folgenden gestellten Forderungen 
in der Tat verwirklichen lassen, ist vermége der klassischen Beispiele von 
Potenz- und Dirichletreihen evident. Weitere Anwendungen der hier 
entwickelten Gesichtspunkte auf reelle und komplexe Funktionen sowie 
Differentialgleichungen gedenke ich spiter zu geben’). 


I. Allgemeiner Teil. 


§ 1. 
Die Grundbegriffe. 

Unsere Betrachtungen beruhen auf folgendem Grenzbegriff: Gegeben 
sei irgend eine Menge I mit den Elementen X (in den Anwendungen 
gewohnlich reelle oder komplexe Zahlen oder Systeme solcher). Jedem 
reellen ¢ > 0 sei eine Menge M, derart zugeordnet, daB 
(M) fir t>o, 0F-MCMCM, =M 
und der Durchschnitt aller M, leer sei. 

Hieraus ergibt sich insbesondere die Existenz einer Folge M,,, fiir 
die M,,,, echte Untermenge von M, , und auch D(M,,} = 0. 

Sei nun F(X) eine (reell- oder komplexwertige) auf M erklarte 
Funktion; in F (X) = A oder F(X)—> A fiir X + & soll dann bedeuten, 

x 


daB zu jedem ¢>0 ein solches o = o, gehért, daB fiir alle X EM, 
|F (X) — A|<e*). Dabei kann € als Symbol eines durch das ,,Um- 
gebungssystem“ {M,} erklirten, M zugeordneten ,,uneigentlichen Elements‘ 
angesehen werden. Zwei solche Mengensysteme ({M,}, {M,} definieren 
dann und nur dann das namliche Element £, wenn zu jedem o > 0 zwei 
Zahlen o’, o” gehéren, fir die M, CR,, Nor $M. In dieser Arbeit 
wird jedoch jeweils bei festem M ein bestimmtes {M,}, damit ein be- 
stimmtes ¢ festgehalten, so daB der Zusatz X + & wegfallen kann. 
Ist ferner G(X) + 0 auf M, so besage 


(1) F(X)=O(@(X)), dab ma in M beschrankt, 


(2) F(X) =0(@(X)), das |7O| in m beschrinkt und 7 0. 


G(X) 





5) Uber einige Ergebnisse dieser Arbeit (bei wesentlich spezielleren Voraus- 
setzungen) ist in dem Vortragsauszug [22] kurz berichtet. 
*) Vgl. Ostrowski [16], 8. 107/108 und Herm. Schmidt [23], 8. 275. 


41* 











632 H. Schmidt. 


Als (absteigende) Skala’) (fiir X + auf M) bezeichnen wir eine 
Funktionenfolge y,(X) (vy = 0, 1, 2,...) mit den Eigenschaften 


(S,) gy (X) + 0, prai(X) = o(¢,(X)) 


fiir jedes einzelne ». k-+-1 Funktionen g,(X) (vk, k=O) mégen 
»Skalenstiick heiBen (unabhingig von ihrer etwaigen AuffaBbarkeit als 
Abschnitt einer (unendlichen) Skala), wenn die Bedingungen (S,) fiir die 
jeweils zulassigen v erfiillt sind. Mit (,) ist auch (y @,) eine Skala, 
falls 7(X) + 0 auf M. 
Weiter sei eine Klasse 8 von Funktionen a(X) auf M gegeben 
(Koeffizientenklasse), fiir die gilt: 
(K,) Jedes einzelne a(X) = O(1). 
(K,) Die in & enthaltenen Konstanten bilden einen Kérper f und mit 
a(X), 6(X) ist auch aa (X)-+£6(X) in Kenthalten, wenn « und fet. 
Die Annahmen (M), (S,), (K,), (K,) werden kiinftig stets stillschweigend 
als erfiillt angesehen, Zusatzvoraussetzungen von Fall zu Fall besonders 
angegeben. 
Es seien nun einer Funktion F(X) k+-1 Elemente a,(X) zugeordnet 
und es werde gesetzt (k > 0) 


re(X) = 1X) — z a, (X) », (X). 


Gilt dann 

(3) 1, (X) = 0(g (X)) 
bzw. 

(3*) 1, (X) = O (gx +1(X)), 


so sagen wir, {/(X) habe (fiir X + auf M) eine (gewdhnliche bzw. ver- 
schiarfte) asymptotische Darstellung k-ter Ordnung (mit der Skala g, (X) 
und den Koeffizienten a, (X)) und schreiben fiir (3) auch f (X) + 2a, (X) p,(X). 

Aus (3*) folgt (3) nach (S,); aus (3) fiir irgendein k = k, > 1 folgt 
ferner wegen 


(4) Te-1(X) = 1 (X) +a. (X)ge(X) (OO SkSk,r-,(X) =f (X)) 
[mit Riicksicht auf (K,)] (3*) und erst recht (3) fir O< k= k, — 1). 


7) Die Bezeichnung in dhnlicher Bedeutung im Reeilen bei Hardy [8], 8. 27. 

8) Diese Schliisse bleiben erhalten, wenn man in der Definition (1) nur Be- 
schranktheit in einem M;, in (2) nur F/G 0 fordert; die schirfere Formulierung 
wird sp&ter bendtigt, folgt ibrigens aus der schwacheren unter haufig verwirklichter 
Zusatzbedingungen, z. B. falls beziiglich einer geeigneten Metrisierung oder Topolo- 
gisierung von M@ W— WM, fir hinreichend groBes o perfekt wird, und dort F, G 
stetig sind. 
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Hat man daher eine unendliche Folge a,(X) (vy = 0, 1,...) und gilt 
(3) fiir eine Folge natiirlicher Zahlen k,, + o, so auch (3)* fir alle k > 0. 
Dann schreibt man 


(X) ~ E a, (X) p(X) (fir X+ € auf M) 


und nennt die (formale) Reihe rechts eine asymptotische Entwicklung 
(as. E.) nach (g,)*). Eine solche erzeugt also zu jedem k>O eine 
asymptotische Darstellung (as. D.) der Ordnung k; entsprechend wollen wir 
auch die Ausdriicke ,,darstellbar“ und ,,entwickelbar“ in abweichender 
Bedeutung gebrauchen"’). Nach (K,) gewinnt man aus as. D.en fir /, g 
eine entsprechende fiir jede Linearkombination mit Koeffizienten € f. 

Eine as. D. liefert ihrer Definition nach die Existenz einer Fehler- 
abschitzung nach oben von bestimmter Art. In gewissem Umfang wird 
auch eine Abschitzung nach unten méglich, wenn wir noch fordern 
(K,) a(X)=0 ist die einzige Funktion € &, fiir die lim a(X) = 0. 

Ist namlich dann a,(X) +0 fiir irgend ein 1< k, so gibt es ein 
6>0 und eine Folge n;, so daB Xn, € Meo, und |a,(X,,)| > 4, somit 
nach (4), (3) 

* ’ id 
(Xu) — D) a,(Xp,) pr (Xn) |S 1 o(Xa)| fir j > 5*. 
v=0 
Sei insbesondere a,(X) der erste (etwa vorhandene) Koeffizient + 0. 
Dann folgt |f(X_,)| 2 |g: (Xn)| +0, db. #(X) 0. f(X)=0 hat 
also zur Folge: a,(X) =0 fiir alle » < k, woraus 

Satz 1. Bei gegebener Skala (gegebenem Skalenstiick) und fester 
Klasse &, die (K,) erfiillt, hat {(X) héchstens eine as. E. (as. D. k-ter 
Ordnung), d. h. sind die Koeffizienten einer solchen, wenn sie existiert, 
eindeutig bestimmt "). 


§ 2. 
Beispiele und Geschichtliches. 


Unter die gegebenen Definitionen diirften sich wohl die meisten in 
der Literatur auftretenden Formen von as. D.en einreihen. Was zu- 
nachst M und € betrifft, so erhilt man z.B., unter M, die Menge der 


%) Es werde verabredet, daB in den Formeln, wo es ohne Mifiverstandnis 
mdglich ist, X wegfallt, bei den Koeffizienten a(X) jedoch nur, wenn feststeht, 
daB sie konstant (€f) sind. 

10) Im folgenden ist meist entweder mit Darstellungen k-terO ung gearbeitet 
und die Formulierungen fir unendliche Reihen sind nicht gegeben, wo sie sich von 
selbst verstehen, oder umgekehrt. ‘ 

11) Vgl. auch Carleman (3), S. 320 und Ritt [21], S. 661, 
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ganzen Zahlen > ([o] verstehend, den Fall einer Zahlfolge F (mn), mit 
M, = |x >-z, +2} den Fall z+ ow auf einer Halbgeraden, mit X = z+iy—z 

jarez| Sy 
und M, = 
Winkelraum der Offnung 2y; ziehen sich die M, auf eine Kurve oder 
Hyperflache in einem euklidischen Raum zusammen, so kommt man auf 
das Studium von Funktionen in der Nachbarschaft dieser Gebilde usw. 

Fiir g, = (z —z,)" oder g, = z~” und a, fest erhalt man Poincaré- 
sche Reihen ™*) (bzw. ihnen entsprechende as. D.en k-ter Ordnung); im Fall 
der (zweiseitigen) Anniherung an eine endliche Stelle z, (im Reellen) und 
9, = (x —,)” sind die Koeffizienten das nimliche wie die Perronschen 
,»»Derivate“ fiir die Stelle z,‘*). Neuerdings studiert Denjoy [5] das 
Integrationsproblem fiir diese ,,héheren Differentialkoeffizienten“, die er 
sich in einem Intervall oder in einer allgemeineren Punktmenge vorge- 
geben denkt. An allgemeineren Skalenfunktionen haben hauptsichlich 
Exponentialfunktionen “) und allgemeine Potenzen") Beachtung gefunden. 
Unter funktionentheoretischen Vorausgetzungen sind allgemeine g,(z) wohl 
zuerst von Carleman"’) eingefiihrt, der auch einen Existenzsatz beweist. 
Als veranderliche Koeffizienten la8t ferner Carleman [3] bei einem Problem 
der Differentialgleichungen reelle periodische Funktionen mit gemeinsamer 
Periode zu (bei g, = 2~’). 

Es bleiben aber die Forderungen (K,), (K,), (K,) auch erfiillt, wenn 
man fiir R die Gesamtheit aller endlichen Linearkombinationen stetiger 
periodischer Funktionen mit nicht notwendig gemeinsamer Periode, oder 
noch allgemeiner die Klasse der Bohrschen stetigen fastperiodischen Funk- 
tionen, der reellen Verianderlichen z wahit. Zur Rechtfertigung bedarf 
nur (K,) eines Beweises: Sei z, beliebig und ¢ > 0, ferner a(z)€ K und 
|a(z)| < > fiir c>X,. 1 sei eine solche zu = gehdrige Verschiebungs- 
zahl, daB z,+ +> X,. Dann wird 

|a(z,)| = |@ (z+ t)— (a(x, + t)— a (z,)) | < ¢, also a(z,) = 0. 

12) Poincaré [18]. 

18) Perron [17]. Stets ist ndmlich, falls ein a, von X unabhangig, fiir den 


betreffenden Index a, = lim 


den Fall der Annaiherung an z = o in einem 


Ty—1 





» wie sogleich aus (4) folgt. A. a.O. wird insbe- 
Q. 
sondere (in unserer Sprechweise) gezeigt: Sind & Ableitungen /”)(x,) vorhanden, 
(v) 
so gilt eine as. D. k-ter Ordnung mit den Koeffizienten L () . Entsprechendes 


ergibt sich im Anschlu8 an Ford [7] im funktionentheoretischen Fall von k& in einem 
Wivkelraum stetigen Ableitungen. 
14) Asymptotische Dirichletreihen im Sinne von Ritt [20] und Ostrowski [16]. 
15) §. z. B. Mellin (13), S. 21/22, Doetsch [6], S. 25. 
16) [4], S. 33—37. 
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Entsprechend kénnen wir, unter MM, einen Halbstreifen 


YWi<y<y¥, t2=0+2,} 


verstanden, in (y,, y,) fastperiodische, analytische Funktionen’), endlich 
fiir den Fall einer ganzzahligen unabhangigen Verinderlichen die Gesamt- 
heit der reellen oder komplexen fastperiodischen Zahlfolgen™*) zugrunde- 
legen; immer bleibt dabei auch die Forderung (K,) erhalten. 

Ferner sei auf die von Sternberg’*) betrachteten as. Reihen nach 
Potenzen zweier reeller Verinderlicher z, y hingewiesen; auch sie ordnen 
sich ein, wenn wir X = dem Paar (z, y) setzen und fiir die Koeffizienten 
Polynome in =e y, = z~” nehmen; bei z > o in 


0<4,5254,<0@ (4, + Ms), 


wie a.a. QO. vorausgesetzt, sind alle unsere Bedingungen erfiillt. 


Endlich reiht sich die Szegésche Darstellung der Legendreschen Poly- 
nome P,, (cos #) fiir n-— co mit Besselschen Funktionen in den Koeffi- 
zienten teilweise ein, wenn man fiir ein festes # + 0 fiir & alle endlichen 


Linearkombinationen > c,¥n +4 Jd,((n + 4)9) (» = 0, 1,...) nimmt 
+r=6 


-% 


(c, reell), p, (m) = (n+ 4) ; setzt (Szegé [25], insbesondere Satz I). 


§ 3. 
Lineare Transformation der Skalen. 
Wir sagen von einer Skala (y,), sie gehe durch lineare Transforma- 


tion aus der Skala (g,) hervor, wenn jedes ihrer Elemente eine as. E. 
nach (g,) mit Koeffizienten aus f zulaBt: 


(5) wy ~ Lbign 
A=0 


oder, mittels einer unendlichen Matrix B = (b,,) geschrieben: 


(p.) ~ B(g,). 
Uber die 6,, ist zu bemerken: Sind in einer Zeile von B alle Elemente 
Null, so auch in jeder spateren. Denn aus y, = 9 (g,) fiir jedes 4 und 
Yr+p = (yp) (p> 0) folgt y,,, = 0(g,) fiir jedes A. Es mége nun 


17) Wir wenden die bekannte Bohrsche Streifenbezeichnung auf Horizontal- 
statt Vertikalstreifen an. 

18) Walther [27]. 

19) [24], S. 124/25. 
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in der (r+ 1)-ten Zeile von Null verschiedene Elemente geben, etwa 
by+1, 2, 7 als erstes; dann gilt entsprechendes fiir die »-te Zeile und 
man hat A4,,, > 4,; denn es ist 


Y= bya, vi, (1 +0 (1)), Pi = ba,,,(1+0()), 
also 


Yr 
= = (5.2, , 1 Py at (1+ 0 (1))): (6,2, 9a,) 


und dieser Ausdruck wiirde fiir 4,,, < A, nicht gegen Null streben, gegen 
(S,). Insbesondere ist also stets 


(6) b,.=0 <»), yp, = O(p,). 

Ferner gilt: 
(7) Hat f(X) eine as. D. nach (y,), so auch eine gleichartige nach (9,). 

Dies folgt sofort aus (5), (6), und die neuen Koeffizienten sind 
(8) (o,) = @,) B,, 
wenn a,(X) die alten waren, und B, den Abschnitt (0 << », AS k) von 
B bedeutet. 

Ist jede nach (g,) entwickelbare Funktion auch nach (y,) entwickelbar, 
so heiBt die lineare Transformation umkehrbar. Hierfiir ist nach (7), 
angewandt auf (g,), notwendig und hinreichend, da8 (g,) durch lineare 
Transformation aus (y,) hervorgehe. Das gibt 

Satz 2. (Transformation). Eine Skalentransformation (y,) ~ B(9,) 
ist dann und nur dann umkehrbar, wenn alle b,, + 0 (vy = 0,1, 2...); 
alsdann ist (,) ~ B-'(y,). 

In der Tat folgt die Notwendigkeit der Bedingung aus (6), (7), (8), 
Satz 1; sind umgekehrt alle 6,, +0, so hat B eine rechts- und links- 
seitige Reziproke von der Halbdiagonalform (6), fiir deren Abschnitte gilt 


(9) (B-*), = (B,)—*. 
& 

Aus yi= J biz po, +0(q,) folgt durch Linksmultiplikation mit der 
=0 

Matrix (9), B—* = (B,2) gesetat, 


k 
Boa Yi = Pr + O (gx) 


also wegen 2 bee 
Py 


k 
Pr =z 8,1 wr + 0(Y:)- 
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§ 4. 
Skalen mit Multiplikation. 
Gilt fiir alle Indexpaare A, » eine Beziehung 


(S,) PPe~ 2 Cire Px 


mit Koeffizienten aus f, so heift (g,) eine Skala mit Multiplikation. Es 
ist hier c,,, = ¢,,x, ferner folgt aus 


93 ~ Sooo Pot 001%: +--+ (nach (9,)) 


Po ™ “ooo + oor = +e. (nach (*)), 
insbesondere also 
(10) lim % = Coo, limg,=9 (v2 1), 
wihrend allgemein g, nicht beschrankt zu sein braucht (z. B. gy, = e*z~’; 
z-> co). Dariiber hinaus ist aber 
(11) Cine = 0 0<*x<SA+r-)). 
Denn fiir festes A ist (gy, 9,) = (y,) eine Skala, die aus (g,) nach (8,) 
durch lineare Transformation hervorgeht. Also ist nach (6) 

Cive = 0 0s*s"-}), 

womit fiir A = 0 und alle » (und wegen der Symmetrie fiir v = 0 und alle A) 
die Behauptung klar. Nimmt man induktiv an, es gelte (11) fir ein 
A}>0 und alle »y> 1, was fiir 4 = 0 stimmt, so ist nach (3) 9, gy, = O(¢, ++) 


Pi+1 


und nach (8,) 9419) = — = 0(Ga ++), 2180 ga +1 Pr = 0( Gx) 
fir 0 <= * = 4+», woraus (11) fiir 4+ 1 statt A. 

Fiigen wir nun auch iiber & eine Multiplikationsforderung hinzu: 
(K,) K sei ein Ring, 
so folgt 

Satz 3 (Multiplikation)™*). Gilt (S,) und (K,), so hat mit {(X) 
und g(X) auch das Produkt { (X) g(X) eine as. D. k-ter Ordnung bew. as. E., 
deren Koeffizienten durch formales Umrechnen mittels (S,) hervorgehen. 

Der einfache Beweis braucht nicht ausgefiihrt zu werden*); die Ko- 
effizienten werden 
(12) (X)= LL — a(X)b,(X)eire, 

osSi+ vs 


wenn a,(X), b,(X) diejenigen fiir f bzw. g sind. 
Insbesondere beginnt die Entwicklung von g®™ friihestens mit gy, . 
(m ganz => 2), fiir » = 1 also friihestens mit g,,. Es ist vielleicht be- 





19a) Far den Fall von Parameterabhangigkeit vgl. § 5. — Auch fir ein endliches 
Skalenstiick gelten die Sétze sinngem&B modifiziert. 
%) Rechnen mit Kongruenzen ,,mod 9,‘ 
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achtenswert, wie weit hierin sowie in (11) trotz geringer axiomatischer 
Forderungen die Analogie mit den Potenzen reicht; jedoch braucht 
Ciy,a+,» natiirlich nicht + 0 zu sein; das gibt gerade die interessanten Fille. 

Aus Satz 3 und dem assoziativen Gesetz der Multiplikation fiir die 
@, folgt zunichst, wie in der Theorie der endlichen hyperkomplexen Systeme 


J xrplres = = Civ elxes> 
e @ 


wo die Summen iiber die jeweils héchstens endlich vielen nichtverschwin- 
denden Glieder zu nehmen sind. Ferner ergibt sich die Invarianz von 
(S,) bei umkehrbarer Skalentransformation; im einzelnen wird nach (5), (12) 


@ 
YY ~ = Cire Yo wo Cire = pm = biz by wey y Bx g- 


x=0 07 + W'S 
Dies fiihrt auf die Aufgabe, die ,,Multiplikationstafel“ (c,,,) durch Skalen- 
transformation zu vereinjachen: wir erwahnen hier nur einen Fall: Man hat 
PL ™ Crisis +++ Civ—1v Pv + oes 
Ist also c,,_,,, + 0 fiir » > 2, so geht die Skala y,, y; = y, (vy > 1) 
durch umkehrbare Transformation aus g, hervor und man hat fiir die 
Multiplikationstafel 
(13) inate. < Fer, 


~ |\l x=As+yr’ 4 + 0. 


Falls noch 9, = ¢yo,, lat sich mit y, = Pa = 1 (unter Wegfall der Ein- 
000 


schrankung in (13)) das System der Potenzen ¢’, (vy = 0, 1, 2, . . .) einfiihren. 
Ist fiir die Skala (y,) (S,) nicht erfiillt, so kann man sie unter Um- 

stinden zu einer Skala mit Multiplikation erweitern, d.h. (y,) derart be- 

stimmen, da8 (g,) als Teilfolge darin enthalten, und nunmehr Multiplika- 

tion im Sinne von (S,) méglich ist. Sei z.B. z= 2+iy, 9,(z) =e’, 

«1 * "ices Te |, h, = a +if,. Dann und nur 

dann ist (g,) Skala fir M, wenn «a, ,, > a, fiir alle ». In diesem Falle 

ist lim a, = «(<= o) vorhanden, und genau dann ist Multiplikation 

méglich, wenn alle diejenigen Summen 

(14) a + a, 

die etwa < «a ausfallen (es braucht keine solchen zu geben) wieder in der 

Folge (a,) auftreten. Insbesondere folgt nach (10) 

(15) a >0,%>0 fir »>0. 

Ist (15), aber nicht die bei (14) genannte Eigenschaft verwirklicht, so 

braucht man nur alle Funktionen e~ 4* hinzuzunehmen, fiir die H von 

der Form m,h,+...+m,h, (m, ganz > 0, p = 0,1,2,...) und 

A = ®(H) < «a ist; dabei ist wesentlich, daB sich die Zahlen A nach der 
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GréBe abziahlen lassen. [Es sei zu diesem Beispiel noch bemerkt: wenn 
B,4,—8, 


@4 3%, 


4 
for sm, = {1S —w—6\ wo 0<b6<F-o. Fir w = 0, 
z>2z+06 

x = o erhilt man (bei konstanten Koeffizienten) die gewohnlichen asymp- 
totischen Dirichletreihen in dem von Ritt [20] gewahlten Bereich; in diesem 
Falle ist auch 6 = 0 zulissig — wodurch man nach Ritt™) unter Um- 
stainden bereits zu absolut konvergenten Reihen gefiihrt wird — oder auch 
die Zugrundelegung eines beliebigen Teiles von z > 0, in dem z nicht be- 
beschrinkt ist.| — DaB eine Erweiterung der geschilderten Art indes 
nicht immer mé8lich ist, sieht man leicht an den einfachsten Beispielen, 
wie: 9 = 1, 9, = =, gy = e~ %—D2 (» > 2). 

Die folgenden beiden Satze werden der Kiirze halber nur fiir volle 
Entwicklungen formuliert, die Beweise nur angedeutet. 








beschrankt, etwa < tg w ist (0 sox +), so ist y, (z) auch Skala 


Satz 4 (Einsetzen in eine Potenzreihe)'**). Sei Aw = F(u) 
r=1 


fiir |u| <r konvergent, A, ef, und {(X) ~ Sa, (X)q,. Wenn (S,) und 
v=1 


(K,) gelten, so ist auch F (f(X)) ~ & b,(X) —, wenigstens in einem geeigneten 
MM; SM, mit durch formale Umrechnung nach (S,) zu ermittelnden Ko- 
effizienten. 

Zum Beweis ist (10) heranzuziehen und zu beachten, daB nach Satz 3 


die Entwicklung von /’(X) die Form hat /’(X) ~ J a,,(X) qi (siehe bei 


i= 
(12)). Es wird 5,(X) = 5 A,a,,(X). Der Grenziibergang in M- ist ver- 
i=l 
mittels der M, mit o > G zu erklaren. 
Satz 5 (Division) *). Ist {(X) ~ > a, (X)g,., wo |a,(X)|>6>0, 
v=0 


withrend. sich (=) 2u einer Skala (y,) mit Multiplikation erweitern lapt, 
1 co 
und (K,) gilt, s0 ist ye ~ D>) b(X) = in einem MN... 
m=0 





21) [20}, Satz X, 8S. 81. 

*3) Solche Méglichkeiten lieBen sich, wenn itiberhaupt, wohl nur durch Ein- 
fihrung wohlgeordneter Skalen von héherer Ordnungszahl ausschlieBen, doch sind 
asymptotische Reihen dieser Art wohl bisher noch nicht betrachtet; ahnlich ware 
zur Vermeidung der starken Einschrinkung (10), die eine unmittelbare Folge von 
(S,) war, zu Skalen allgemeineren Ordnungstyps, zum mindesten vom Typ *w + 
tiberzugehen. 
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Die 6,(X) sind hier dem durch Ringadjunktion von am zu K her- 
vorgehenden Ring entnommen (der jedenfalls wieder (K,,,) erfiillt). Zum 


Beweis beachte man, da8 wegen me) = a, (X)(1 + 0(1)) 
a 27 ° fir XEM, 80 us dort gebildet werden kann 





ve = Lu ~ WX) : 
1X) = wie) + oo) mit o,(X) aa oe + .... Ejinsetzen in 


die geometrische Reihe gibt nach Satz 4 die Behauptung. 

Im Falle der Skala g, (2) = ¢~”* (vgl. S. 638) wird = a 
wieder von der gleichen Form, und es ist h, , , — hy — (hy — ho) = hy 41 — Ay, 
ah. (% ) Skala fiir die gleiche Menge, die zur Skala mit Multiplikation 
erweitert werden kann, so da8 Division im Sinne von Satz 5 erlaubt ist. 
Hierin steckt als immer noch sehr spezieller Fall (w = 0, 8, = 0, a, t , 


a, = const.) der Divisionssatz fiir as. Dirichletreihen bei Ostrowski [16], 
8. 127/128. 


§ 5. 
Parameterabhingigkeit, gleichmaBige Darstellungen, 
Folgen von Darstellungen. 


Es soll jetzt zugelassen werden, daB die darzustellende Funktion, wie 
auch die Koeffizienten (nicht aber die Skala!) von einem Parameter T 
abhangen, der in einer Menge T variiert. Wir ersetzen K durch eine 
Klasse %z von Funktionen von X und 7, fiir die Rr 2tr2t. Hierbei 
sei fy ein Ring von Funktionen a(T), der in (K,) anstelle von f tritt, 
wahrend in (5), (S,) nach wie vor der Zahlkirper t zu benutzen ist. In 
(X,) ist gleichmaBige Beschranktheit fiir X «M, T €¢ T zu fordern. 

Eine Darstellung k-ter Ordnung heiSt nun gleichmaBig (hinsichtlich 7), 
wenn die durch (1), (2) erléuterte Beziehung (3) bzw. (3*) gleichmaBig 
fiir alle T € T gilt; entsprechendes gilt dann von selbst fiir Indizes < k. 
Eine as. Entwicklung heiBt gleichmaBig (gim.), wenn dies fiir jede einzelne 
der erzeugten as. D.en richtig ist (Zeichen: ~Y statt ~; entsprechende 
Bedeutung hat das Zeichen =>). 

Man sieht nun leicht, da8 die in Satz 3, 4, 5 gewonnenen Darstellungen 
hinsichtlich T gleichmaBig gelten, sobald dies fiir die gegebenen gilt. 
Ferner iibertragt sich sofort der Satz von der gliedweisen Integrierbarkeit 
gleichmaBig konvergenter Reihen; wir beschrinken uns bei der Formu- 
lierung auf eine komplexe Verinderliche T = t: 
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Satz 6. Sei € ein rektifizierbarer Kurvenbogen der komplexen t-Ebene; 
{(X, t) habe eine gleichmapig fiir t€€ giiltige as. D. mit den Koeffizienten 
a,(X, t); f und a, seien in t stetig. Dann gilt auch 

Jie&oae= z a, (X, t)dt- ,(X) + 0(q). 


Betreffend Folgen von as. D.en beweisen wir 
Satz 7. Es gelte 
1. F,(X) > F(X) fiir n> ow. 


2. F(X) glm. hinsichilich n as. darstellbar mit von X unabhingigen 
Koeffizienten a,,. 


Dann ist lim a,, = a, und 
F(X) a 2 4, 9, 
: F,,(X) . 
Beweis: Aus “= Gyo fir X + € und 1. folgt bekanntlich, 


0 
daB = tae X-—é einen Grenzwert a, hat, fiir den dann a,.—> a. 
Fiir | = 0 ist also richtig die Induktionsannahme: 
(15) a,,7 a, fir n-+o@ (y = 0,1,2,..., 0). 
Es ist zu zeigen, daB aus (15) fiir em 1 = k —1 folgt 
(16) Gn, t+1 > UM+1- 
Nun ist mit 
tat = fa(X) — E ony 96(X) 
nach (4) 
Gn, t+1 — Sm, t+1 = {x1 (X) — Tmi(X) — (Pa, 24+1(X) ana Tm,1+1(X))}: roa. 
Nach 2. wird bei vorgeschriebenem « > 0 
Irn, 242(X) — tm, 141(X)|:| Pr+1(X)| << ZF fir XEM, (6 Sa.) 


und alle m,n. Ein solches X = X, wollen wir jetzt festhalten. Dann 
wird nach 1. und (15) 


Tar (Xo) —Tmi(Xo)| _ s 7 Kg ‘ 
Pi+1 (X,) — |F,, (X,) F,, (X,) = (ans Amr) Pr (X,) | < 5 





fir m,n > N,, damit gilt (16) und 
A 


Tnx (X) = F(X) ams Se y, (X) = 1, (X). 


T, (X) 
px (X) 





Aus 2. folgt dann sogleich 


= 0(1), w. z. b. w. 








642 H. Schmidt. 


Zusatz 1. Gilt tberdies 3. F,(X) = E a,, 9, (X) gleichmabig hin- 
sichtlich n, so ist auch Dy a, p,(X) = F(X). Das folgt einfach aus dem 
angezogenen Hilfssatz, paneer N auf die Funktion von k, n: 

®, (n) = Sa, Pr: 


=0 


Dieser erweiterte Satz kann als Verallgemeinerung eines Teiles des Weier- 
straBschen Doppelreihensatzes fiir Potenzreihen F, (z) = = a,,2” in |z|<r 
v=0 


angesehen werden; 2. 3. folgt hier auf Grund der WeierstraB-Cauchyschen 
Koeffizientenabschatzung aus der (iiber 1. hinausgehenden) Annahme 
F,(z) => F(z) fir jel sr <r. 

Zusatz 2. Werden F, = F,(X,T) und F = F(X,T) von einem 
Parameter 7 abhangig gemacht, so gilt, .falls Vor. 1. wenigstens hinsicht- 
lich T, Vor. 2. hinsichtlich nm, T glm. erfiillt ist, auch die Aussage von 
Satz 7 glm. in T. 

Bemerkung. Sollen die Ergebnisse von Satz 6, 7 als as. D. im 
Sinne unserer Betrachtungen angesprochen werden, so ist dabei natiirlich 
t, bzw. ft den durchgefiihrten Grenziibergangen entsprechend zu erweitern, 
was ersichtlich unter Erhaltung von (K,), (K,) sowie, wenn vorher er- 
fiillt, (K,) méglich ist. 


Il. Funktionentheoretischer Teil. 


§ 1. 
Implizit gegebene Funktionen. 
Wir betrachten zunichst eine in w analytische Gleichung f(X,w) = 0, 
wo X nach wie vor auf der Menge M verinderlich ist. 
Satz 8. Es sei y, = 1, und (S,) und (K,) erfillt. Wenn dann 
f (X,w) fir XEM, |w| < R erklért und in w regulér ist, ferner gleich- 
mapig in w die Darstellung gestattet : 


k 
f(X, w) ~ w” sa x% (w) ?, (X) 


dann hat die Gleichung f =0 bei geeigneter Wahl von o,r < R fiir 
XEM, genau n Lésungen w; mit |w;| <r, und wenn y(w) fir |\w| sr 
erguldr st (y (0) € 1), 80 gilt 

2,7) on o b, Gr (X) 
mit konstanten b,. 
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Zunachst folgt nimlich aus (3) und dem WeierstraBschen Doppel- 
reihensatz der Reihe nach die Regularitiit der a,(w) fiir |\w| << R. Eine 
bekannte SchluBweise mit Hilfe des Rouchéschen Satzes zeigt dann auf 
Grund von (S,) und (3) die Existenz der w; und es wird **) 

D> vw) =ny (0) + 5 | y (tig (1 + t-* 7, (X,)-*de. 
ges jt|=r 
Jetzt hat man nur noch Satz 4 und 6 anzuwenden”). 

Zusatz. Die Koeffizienten a, kénnen auch von X abbingig ange- 
nommen werden, wenn man ihre Analytizitét in w voraussetzt, da die 
obige ErschlieBung derselben versagt. 

Zur Berechnung der }, fiir n = 1, y(w) = w kann Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten benutzt werden. In der Tat folgt zunichst fiir 
a, = a,(w) unabhingig von X aus w ¥ = b, p(X) sogleich 


0 “- Zz {b, — 2Q,(6,, a) b,—1)} 9, (X), 


worin das Polynom Q, Koeffizienten aus f hat und wegen (11), (12) offen- 


bar 6, (x > ») nicht enthalt; wegen der Konstanz der 6, bestimmen sie 
sich also rekurrent aus 


b, = 2,(b,, -.-» by); 6, = a, (0). 


Im allgemeinen Falle sind die gesuchten 6,(X) Elemente des Integritats- 
bereichs f [a,,@,,...,@,,@, ...], WO 


a _ Ga, (X, w) 

a | a Sn 
Dies ergibt sich aus der Betrachtung von (8), a. a. 0.**), S. 268, worin 
die /, durch a, (X,t) zu ersetzen sind, worauf sich die b, durch Linear- 
kombination je endlich vieler A,,,,... mit Koeffizienten aus f berechnen. 
Ein solches Polynom sei, in den Unbestimmten «,, «,,... geschrieben, 
B = x (%,,%,,...,%,a2,-.-). Amdererseits liefert die Methode der un- 
bestimmten Koeffizienten fiir jede (mit den obigen Bedingungen vertrig- 
liche) Wahl von X unabhingiger a, (w) fiir das entsprechende 6 den Zahl- 
wert eines Polynoms X (a,,a,,..-, &, %,--.) fiir a, =4@,, a, = @,..., 
welches also fiir alle diese Wertsysteme mit 7(a,,«,,...) tibereinstimmt. 
Es ist daher y(«,, a, ...) = X(«,,a,...) in den Unbestimmten a, «,,..., 
d. h. aber, die Koeffizientenvergleichung liefert auch jetzt die richtigen 
Werte 6,. 


23) Vgl. Herm. Schmidt [23], S. 267. 
4) In [23] (Satz 3) wird unter’spezielleren Annahmen fir / und die ¢, eine 
zugleich as. und konvergente Entwicklung gewonnen. 
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Wann 1a8t sich nun eine Potenzreihe in w so umrechnen, da8 Satz8 
anwendbar wird? In dieser Richtung behandeln wir nur den folgenden 
einfachen Fall: 

Satz 8a. Es sei 


1. ZhXw = F(X,w) konvergent fiir X €M, |w| <1, 


2 f,(X)yvZarg, fir & =0,1,2,.... 
3 


Dann ist 
F(X,w) ~ Za, (w) gy, (X) fiir lw] sor<l 
¥ 


mit a,(w) = F a,,w. 
i=o 
Zum Beweis hat man nur Zusatz 2 zu Satz 7 auf 
F,, (X, w) = 2 fi(X)w 


anzuwenden; die Giiltigkeit der Voraussetzungen bestatigt man leicht fiir 
jolsr<—l. 


§ 2. 
Differentiation von Darstellungen analytischer Funktionen. 


Von jetzt an wahlen wir unter Aufrechterhaltung der Forderung (M) 
fir M (I, § 1) ein Gebiet G, fiir M, offene Mengen G, der (endlichen) 
komplexen z-Ebene. Zur Erlaiuterung des 8.631 geschilderten Grenz- 
tiberganges mag bemerkt sein: Es gibt (in der erweiterten Ebene) min- 
destens einen, fiir alle G6, mit o > o* gemeinsamen Randpunkt ¢ (even- 
tuell oo). Sei nimlich §, = G,, wie in I, § 1 gewahlt, und fiir n = 1,2, 3,... 
Z, €H_., nicht €H,.4,, ¢ ein Haufungspunkt von {z,}. Die Folge 
(2p, 2%p+1,---} liegt in §,, also in G, fir o< a,, also ist ¢ Haufungs- 
punkt fiir jede der Mengen ©,; da es aber keinen gemeinsamen Innen- 
punkt gibt, so ist ¢ Randpunkt fiir mindestens ein ©,-, damit aber 
wegen (M) erst recht fiir alle 6, (¢ > o*), w. z. b. w. Fiir irgendeine 
wie angegeben konstruierte Folge ({z,} ist sonach lim F(z,) = A, falls 


lim F (z) = A im Sinne von I, §1. In den iiblichen Fallen gibt es nur 
ein ¢, das man gern ins Unendliche legt; wir stellen indessen von vorn- 
herein keine dieser Forderungen. 

Mit G* wird von nun an stindig eine Teilmenge (z.B. Kurve oder 
Gebiet) < G bezeichnet, fiir die keiner der Durchschnitte 67 = 6* G, 
leer ist. Die G7 haben dann ebenfalls die Eigenschaften (M) und dienen 
zur Definition des Grenzwertes ,,fir z+ in G*, damit der as. D. 
in GF“, 
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Die Koeffizienten a(z) nehmen wir jetzt in G regulir an, und 
fordern 
(K,) a’(z) ER fir a(z)E8&. 

Wir fragen dann nach Bedingungen, unter denen aus einer as. D. fiir die 
in © regulire Funktion /(z) auf eine entsprechende fiir /’ (z) wenigstens 
in einem geeigneten 6* geschlossen werden kann. Hierzu werden wir fiir 
ein Skalenstiick g,(z) (0 <= » < k) voraussetzen: 

(S3)e p> (2) 3 2d, 91 

in © mit d,a et. 

Mit o (z) werde der Randabstand eines in © verinderlichen Punktes 
bezeichnet (ist kein endlicher Randpunkt vorhanden, so gehen wir zu 
einem echten Teil G; iiber). Wir beweisen 

Satz 9: Das Skalenstiick (y,)(0< » = k+1; k ]j0) mége (S,), 
die Klasse  (K,) erfiillen. Aus einer as. D. der in © reguliren Funk- 
tion f (z): 


1(2) y Za,(2) 9, 
folgt 


f' (2) ~ Eby (2) g 
mil 
k 
b, = a,(z)+ 2 a,(z)dj, 
i=0 
in ©*, wenn noch erfiillt ist entweder 
(q) e(z) >o>0 m &; d, =0(v»S k—1) oder 
(8) Die gegebene Darstellung ist eine verschdrfte (I, § 1); ferner 
Pi+1 = Opes) in G; — = 0(0(z)) in G*. 


Wir schicken voraus: Hat g(z) in © beschrinkte logarithmische Ab- 
leitung, so ist ue fiir alle Punktepaare u, z € © beschrinkt, die sich 
durch einen Weg fester Linge / innerhalb & verbinden lassen. 


Mit oe = 9(2); \9(@)| Sq wird ja 





(©) f q@at 
p(u) = pl(zje * , 

wo € eine Kurve der genannten Art ist, also 
y (u) 
(17) eo 
Nun wird in beiden Fallen nach (S,), 








<e'=Q. 


a 
(2) = Eb) g, + 09s) + rC2) 


Mathematische Annalen. 113. 42 
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und man kann r,(z) durch das Cauchysche Integral darstellen: 

- 1 r,(u)du 

ne) =a P Goa 

erstreckt im positiven Sinn um einen (ganz G angehérigen) Kreis 
u=2z+ R(z)e*, Riz) < o(2). 


Im Falle («) wird dann bei e > 0, 2€ G3,, R = 0/2 











’ 1 22 . 
Ire) S gee | | 2G)-LeeOl a0 — ofc 
nach der Hilfsbetrachtung. 
Im Falle (f) ist ahnlich far alle z mit 9(2) <1 bei R(z) = £6) 
L At | pess(u) | [pees (2)| 
iOS a5 0 | [SEG 0 m 
SS 2CQ+: met = 0(9(2)), 








wihrend fiir g(z)>1 R= 1 genommen werden, und wie vorhin ge- 
schlossen werden kann. 


Folgerung 1. Ist f{(z)~ E a,(2)9, in ©, so f'(z)~ E b,(2) ?, 
v=0 v=0 
in ©&* sicherlich dann, wenn 


(S,)~ pr()~ E dngs(e) in G (» = 0,1,...) 





und =s* = 0(0(z)) in G* wenigstens fiir eine Teilfolge k,, > co, insbe- 
& 


sondere also fiir 0(2) > 0 > 0 in G*. Dabei ist b, (2) = a;(z) + E aid, 


In diesem Satze sind die bekannten Differentiationsregeln fiir asymp- 
totische Potenz-**) und Dirichletreihen™) als spezielle Fille enthalten; 
die Gebiete sind dabei immer so beschaffen, da8 o(z) > o > 0 (Parallel- 
streifen, Winkelriume u. dgl. mit z— oo). — Andere einfache, Satz 9 
zugdngliche Gebiele sind Streifen der Form 


6, = {zx >2, +0, h(z) << y < H(z)}, 





%) Zuerst etwa gleichzeitig von F. Nevanlinna [14], 8. 7/9 und Ritt [19) auf- 


gestellt. 
%) Ritt [20] Satz IX, S. 81/83. 
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wo h(x), H(z) stetig fir 2 > x, und B(x) = H(z) — h(x) > 0 ist, wahrend 
lim f(z) = 0 sein darf. Ist dann #(z) stetig und 0 < #(z) << "/,, 80 


mige G* etwa S$ = (2 > 2, h(2) + O(2)B(2) <y <H(2) — 0(2)A(2)) 
sein. Setzt man insbesondere voraus, h(x) und H (z) seien fiir z,< 2< 
gleichmaBig stetig, so 148t sich mittels des StetigkeitsmaBes w(d) 0(z) 
folgendermaSen abschitzen: Es gehére w(d) zu h(x). Da lim w(d) = 0, 
la8t sich dann zu jedem 7 > 0 ein 6 = 3(y) so angeben, daB w(8(n)) < 2. 
Entsprechend werde A (7) fiir H (x) bestimmt. 

Setzt man nun fiir z € 6* 

w(@) S Min ((2 — 2), “EMPE), 4 [PC Pl)), 7 [P(e Bley) 


so ist das Innere des Quadrats um z mit der halben Seitenlinge ,(z) 
sicher in © enthalten, also o(z) > y(z); es geniigt also yy = 0(n(z)) 


festzustellen. Fiir — h(z) = H(z) = c/z(c > 0) erkennt man z. B. leicht, 
da8 bei konstantem # 


(18) oe) =X (a, > 0); 





Pe+r 1 
_— = 0 (=) zu fordern, geniigt also. 


Was die Bedingung (S,), zusammen mit ate = 0 (1) betrifft, so sei 
+1 


bemerkt, da8 © in diesem Falle keinen endlichen Randpunkt besitzen 
kann, der aus dem Innern durch einen Weg endlicher Lange erreichbar 
ist, auf dem eine Folge {z,} wie 8. 644 liegt. Denn nach (17) ist auf 
einem solchen g, = O(1), also o,(z,) > 0,.:., Qe+1(2,) > 0, anderseits 
aber ist mit 

M+) 4) Jale)| SA in G, 

Pe +1 (2) 
also 

@© fa@at — fle@ids —AL 

merrl| _ OLS |>e * >e > 0, 
Pr +1 (2) 


wenn © einen derartigen Weg, s = s(z) die von z, aus gemessene Bogen- 
lange, L die gesamte Linge bedeutet. Ob andere endliche gemeinsame 
Randpunkte auftreten kénnen, mu8 dahingestellt bleiben; jedenfalls lassen 
sich sowohl («) wie (f) fiir «+ oo auf mannigfache Weise verwirklichen; 
es seien noch genannt die Skalen 


g, = (lgz)-” mit d,,=0 fir alle »,/ (z > &); 


Pr = 2-*(Igz)-* mit yp, = — Kpr¢ x41 —AGreese, 
42° 
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wenn gesetzt wird 
=*eEY 4. OSAS») (a> &). 

Der Sonderfall k = 0, gy, = 1, © ein Gebiet, das sich ins Unendliche 
erstreckt, 6, sein Durchschnitt mit einer Umgebung |z| > R, werde noch 
besonders hervorgehoben als 

Folgerung 2. Hat f(z) fiir z+c im © einen (endlichen) asymp- 
totischen Wert a, und ist génauer f(z) = a+ O0(¢(z)), wo o(z) in © mit 
beschriinkter logarithmischer Ableitung gegen Null geht, wihrend in einem 
(gleichfalls unendlichen) Teil G©* © G fiir den Abstand o(z) vom Rand 
von © gilt p(z) = O(e(z)), so ist der as. Wert fiir G* ,,ableitungsfest*’)*, 
d. h. f'(z) > 0 mm G*. 

Man beachte, daB aus unserer Annahme nicht etwa folgt, daB f(z) 
selbst beschranktes /’/f hat (Beispiel: e~* fiir z +o). — Uber das Ver- 
halten der héheren Ableitungen sagt unser Satz nichts aus; in der Tat 
brauchen sie bei unseren schwachen Bedingungen keine Grenzwerte zu 
besitzen: Beispiel sei f(z) = | ee ae. Man hat in 6 = {z> 1, ly| <- 

0 


fe) => +0(5) , wie sofort aus den Eigenschaften des reellen Integral- 
sinus und der Abschitzung 


a+ 


* gin (22) y 2e*? 
| { ma) gg] < 2.28" (y > 0) 


folgt. Es kann also g(z) = 1/2* = o(1/z) genommen werden, so da8 
unsere Bedingung erfillt ist (vgl. (18)). In der Tat hat /’(z) = cael ot 
noch den as. Wert Null, /’(z) aber nicht mehr; f(z) ist gerade das be- 
kannte Iversensche Beispiel **). 

Wenn die Voraussetzungen der Folgerung 1 (also jedenfalls (S,)..) er- 
fillt sind, so iibertrigt sich das Differentiationsverfahren ohne weiteres 


27) Dieser Ausdruck nach E. Ullrich [26], 8S. 232, Satz 8. Dort wird eine 
starkere Bedingung fir Ableitungsfestigkeit angegeben, die auf alle Ableitungen 
schlieBen 148t. Ein unserer Folgerung 2 verwandter Satz wurde ferner inzwischen 
in der von Herrn Ullrich veranlaBten Géttinger Dissertation von Herrn Hanck 
aufgestellt. (Uber die Ableitungsfestigkeit gewisser Verzweigungscigenschaften, 
Géttingen-Borna 1935, Sat« 4, 8S. 17/18). Dort muB ibrigens S. 17 die Voraussetzung 
|f{e(t)] —w| < e(t) hinzugefiigt werden, da sonst kein Kreis von positivem Radius 
vorhanden zu sein braucht, in dem |/ ([)— w| = e(t). 

%*) [10], S. 13, FuBnote %). 











Allgemeine asymptotische Darstellungen. 649 


auf jede Skala (y,) ~~ B(g,), die (I, §3) durch umkehrbare Transformation 
aus (g,) hervorgeht; insonderheit ist (y,) ~ BD B-'(y,), wenn wir schreiben 
(y}) ~ D(q,). — Ferner gelten fiir die héheren Ableitungen der (g,) gleich- 
falls as. E.en, deren Koeffizientenschemata man einfach durch Potenzieren 
von D erhilt: (g{"(z))~D™(g,). Aus der Halbdiagonalform von D er- 
gibt sich fiir den Abschnitt’ von D™: (D™), = (D,)". Setzt man daher 


= (x + l Max _ la? | (x1 = Vx; & = d,,)**) 


1s=y4S 
so folgt die spiiter zu gebrauchende Abschitzung 
(19) Yum ve 
die ersichtlich richtig bleibt, wenn nur fiir ein einzelnes k Voraussetzungen 
(x) oder (f) erfiillt sind, die Satz 9 gewihrleisten. 


Wir wollen noch einen andersartigen Fall betrachten, der sich 
sehr oft darbietet. Es sei gegeben ein Skalenstiick, das wir jetzt mit 


bezeichnen und bei dem fiir ein m aus —l < m< k gilt 


(S;)-1,% % Se, z a fiir 0Osrsk; d,,=0 (—lsAasm-—l) 
oder aber eine Skala g,(z) (—!< »< ow) mit 


(S;)-1, © oe: Z dug: fir 05 %-lomsm Ss... Sm}. 


Die Differentiationstafel ist also noch spaltenfinit, hat aber nicht mehr not- 
wendig Halb-Diagonalform und sie kann endlich viele Spalten mit negativen 
Indizes besitzen. Beispiel: gy, = e~*'* 2-*, z+, »>0. 

Dann gilt 

Satz 10. Es sei G* so beschaffen, daB dort o(z) > 0 > 0 und pes 
fiir z € GF und |t —z| < e, < o allemal gilt: t € Giw, i= t(¢) = 


ferner gelte (K,). Wenn dann a) ein Skalenstiick der Art (S,)_ Ik ‘citi 
dann folgt aus 


{(z) ond Ea,(e) gy, in G, 
dap 


F() 25, Zbl) g, in G; 


%) Es ist y,,, der Schlesingersche ,,Betrag’* von D*. 
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wenn b) eine Skala (S,)_,,.. vorliegt, dann folgt aus 

f(2) ~ Ea,(2) g in 6, 
daf 

fi (2) ~ = >.(2) Gy nm G*. 
Jedesmal ergeben sich die Koeffizienten durch formales Umrechnen mittels 
der Differentiationstafel; insbesondere ist im Falle b) 

_ a,(z) . r>0 

b,(z) = 0 J+ d' idie|) So 


Zum Beweis von a), woraus b) sofort folgt, sei 


f (z) =z G, (2) p, (z) + & (2) gx (z). 


Hier ist e,(z) = o(1) in G und es geniigt ersichtlich, den folgenden 
Ausdrock in 6* abzuschitzen: 


4 (ex (2) Pn(@)) = ei get oe 9%- 


’ ial 1 ey (u) 
&(2) = sR c—aP 


(Integrationskreis: |u —z| = e, < 9), 
2a 
[ exw) |e0 = 0(1) 


wegen der Voraussetzung iiber die Lage der G5 zu den 6,. 


du 





1 


le(@)| <g> 





§ 3. 
Darstellung von f(z + ¢). 

Im folgenden § benétigen wir die Darstellung von /(z +?) fiir 
zc bei in einer Umgebung von ¢ = 0 veranderlichem ¢t; auch an 
sich diirfte die damit geleistete Darstellung der Differenz mit variabler 
Spanne t: /{(z+t)— f(z) von Interesse sein. 

Satz 11. Es seien die Voraussetzungen von Satz 10, Fall a) mit | = 0, 
m =k erfillt. Fiir \t} =< 0, < 0 ist dann in 6*, und zwar gleichmapig 
hinsichtlich t f (z+?) Y z b,(z,t) y,(z), falls in G© f(z) regular und 
f(2) y 2a,(2)g,. Die b, (z,t) sind dabei einer geeigneten Klasse &, 
eninommen (I, § 5). 
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Zum Beweis brauchen wir eine 
Hilfsabschatzung. Setzt man fir 0O< »=< k und m = 1,2,... 


(20) go” (2) = Zz GS? ga (2) + tre, m (2), 


so gibt es eine Konstante J, und zu beliebigem 7 > 0 ein o(n,k) derart, 
daB in G3,» 


(21) | yx, m(2)| < nI%' | oe| fir OS sk. 


Zunichst folgt namlich aus (20) fir m =—1 durch m-maliges 
Differenzieren 


k 
(22) gr (2) = 2, d,, Mi” (2) + 192, (2). 
Nun ist weiter, wenn tiber ¢ = z+ 0, e*® integriert wird, 
- T, p, (“du 
HRs (2) = gh PELE (me 0) 
Wie 8. 646 ergibt sich daraus 
|g, (2) 
(23) [eR (2) < a 
1 
fiir z € GF bei geeignetem o = o(n,k). Wir setzen jetzt 
Py = + A +1, 
e 


wo y, die bei (19) erklirte Bedeutung hat; es gilt also dann sicher 
(21) fir m = 1. Wir fihren Induktion durch: nach (22), (20) ist 


, (mn) 
Tyk,m+1 = 2 bn Tik,m + Tyki> 
=0 
also, falls (21) fiir m gilt, vermége (23) 


1 m 
\tvnm+r] S21 gel [mE +) < aioli rt**. 
1 
Zum Beweis von Satz 11 bilden wir zunichst fiir z¢ G*, |t|< 0, 


w+) = (+ >| ya (2) + trnm()} & (» <b). 
Nach (19) wird 7 





‘m) % 
\ay | s x+1 ? 
somit kann geschrieben werden 


k co 
Pr (z + t) = D, Mra lt) px (2) + D> tral) 5: 


x=0 m=1 
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worin gesetzt ist 








= a™ ™ 
(24) ox (t) = D2 — (= 1, a = 0 far » + 2). 
m=0 7, 
Fiir beliebiges 1 > 0 wird aber nach der Hilfsabschitzung (21) 
25) | Dd rn oq| <a Dd —St—| ml] < ne" Ign! 
m=1 m=1 








fir |t} = 0,, 2 € G3, o = a(n, k), also < e|,| fir o = o (e,k). Schreibt 
k 
man dann f(z+t) = S'a,(2+¢)9,(2+t)+ Rle+?), 
v=0 
so wird 
R, (z+ P, (+?) 
?,(2+#) "a ?, (2) | | px (z)| < &| px (2)| 
fir o = o” (e,k), 
da dann z+t€ 6, (Vor. zu Satz 10) und nach (17). Zusammen 
mit (25) bedeutet dies aber, daB gleichmaBig in ¢ 


|\R,(z+0| = 











k 
He+t) =  by(2,t) (2) + 0/9) 
mit 
(26) b, (25) == a; (2 +t) a +(t). 


Die 6, (z,t) sind mit Riicksicht auf (24) beschrankt fir z¢6*, |t| < 0,; 
als Klasse 8 kénnen wir etwa die Gesamtheit aller Linearkombinationen 
je endlich vieler a(z+t) nehmen, mit Koeffizienten, die Potenzreihen 
in ¢ vom Konvergenzradius > og, sind. 


§ 4. 
Nullstellenfolgen analytischer Funktionen. 
Wir geben jetzt eine Anwendung auf die asymptotische Darstellung 


einer Folge von Nullstellen in einem Halbstreifen, wobei eine erste 
Anniaherung als bekannt angesehen wird. 


Satz 12. Es si ©, = {y,<y<y,,2>0); fir op, OsSrskj 
gelte dort (S,),, (S,), mit d,, = 0(» = k—1); SK sei die Klasse der in 
(Y:» Ys) fastperiodiechen analytischen Funktionen, so daB K,,,,, erfiillt sind. 
Nun ser f(2)~ Z 4,(2)9,(% = 1). Gehort mun die Kreisscheibe 
lz—-yisa, ganz 2u G, und hat a,(z) auf ihr genau eine, im Innern 
gelegene Nullstelle y*, dann hat f(z) in G eine Folge von Nullstellen z, 
(n > n,), ftir die gilt 


m —Y¥—T rE Alo) Pr(¥ + Tr) (n + o). 
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Dabei sind die t, eine Folge ven Verschiebungszahlen zu a,(z). Ist 
insbesondere a,(z) reinperiodisch, so sind die A,(n) in Abhédngigkeit von n 
fastperiodische Zahlfolgen, in deren Klasse daher die Nullstellendarstellung 
eindeutig ist (Satz 1). 

Beweis. Auf |z—y| = 0, gilt |a,(z)| >A>0. Es sei t, t o eine 
Folge zu 4 gehériger Verschiebungszahlen von a,(z) (z. B. die positiv 
ganzzahligen Verschiebungszahlen). Dann wird auf dem Kreis f,;: 

|z—(y+t)| = @, 
|a,(e—t)| SA, |a,(2)—a,(2-t)| SF, 
somit hat a,(z) im Innern von f, genau eine Nullstelle yt, auf dem 
Rande keine. Auf dem Rande ist vielmebr 
(27) \a,(e)| = 4 fir n = 1,2,3,... 


Sobald nun aber n > m,, wird auf t, |f(2)—a,(z)| <4. Alsdann hat 
/(z) im Innern von f, ebenfalls genau eine Nullstelle z,, auf £, keine, und 


man hat 
22iz = } =) gz 





f(z) 
oder mit y, = y+, 
: th'(y,+#)dt 
2 24 (2, — Yn) _ j y+ ° 
Itl=e, 
Jetzt wenden wir zunichst Satz 11 an, wobei y= «+i gesetzt, 
fir ©* der Halbstreifen z > 0, |y —#| < e, < Min ly; — B|—e, 


genommen werde; dadurch ist der dortigen Voraussetzung iiber 6* 
ersichtlich geniigt. Es folgt fir z¢ G*, |t| < 0, 


(28) He+o EE bles) w(e) 


und nach (26) sind die 6,(z,t) fastperiodisch in (8 —e,,8+-¢,). Nach 
Satz 9(«) wird nun fir G6** = (x > 0, |y—B| << a, < ¢,} 


(29) fe+y® Zale we IthSe seo, 


wobei die gleichmaBige Giiltigkeit durch einen Blick auf den Beweis von 
Satz 9 sofort bestatigt wird. 

Wegen 9, = 1, 9, > 0 (v=1) folgt ferner leicht, etwa nach der 
de I’ Hospital-Stolzschen Regel fiir z+ o, daB d,, = 0 (v=>1). Es ist 
also 6, (z, t) = a,(z +2), ¢, (2, t) = a, (z+). Nehmen wir daher (28) nur 
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fiir z = y,, |f{} = @, in Anspruch, so ist nach Satz 5 und (27), wenn 
jetzt M, = {n >[c]+n,} genommen wird, 





k 
1 1 , 
1, +9 ¥ % FH + D4 Om Ply) Oe atte 
n A vani 
Hierbei ist ———— zum Koeffizientenring hinzuzunehmen. Nunmehr wird 
nach (29) fir z= y, und Satz 3 
k 
thy, +4 
Fe SY Ly or Yu Pr nd (n + o, |t| = @,) 
To. +9 F 2 


und daher nach Satz 6 
& 
Zn — Yn ~ 2A, (n) Dy (Ya), 


worin 


Ay (0) = sz | 6: (art)dt = Res ¢ (4,1), insbesondere A, (n) = 73 — Yai 


t=, —Yn 





1ti=e1 

ersichtlich sind ja die, zuniachst nur fiir |¢| = o, betrachteten Funk- 

tionen ¢, (y,,¢) fiir |¢]) <0, regular bis auf einen etwaigen Pol fir 
t= yi —Y,- Damit sind wir am Ziel. 

Betrachten wir noch den Fall genauer, da8 a,(z) reinperiodisch mit 

der (reellen) Periode » ist; alsdann kann und soll t, = nw gesetzt werden, 

a,(y. +t) = a,(y+¢) wird von nm unabhingig, yi —y, = y*—y wird 


»t 
fest. Die Funktionen e,(y,,¢) werden von der Form 9, yp #) 


————, worin 
@o(y +#)™ 


g,(z,t) ein Polynom mit konstanten Koeffizienten in 
(bi (2, 0); ex (2, t); t3 a, (¥ + 8} 
ist; m, > 0, ganz. 

Nun sind mit Riicksicht auf die Formeln (26) und bei Satz 9 (a) 
die Ableitungen von g,(z,t) nach ¢ in (8 —«,, B+ ¢,) fastperiodische 
Funktionen von z. Das Residuum Res ¢, (y + no, t) ist aber eine Linear- 

t=7—y 
kombination solcher Ableitungen, gebildet fiir : ye on also A, (n) in 
Abhangigkeit von n eine fastperiodische Zahlfolge, w. z. b. w. 

Wir geben noch an, wie sich hier beispielsweise der Satz von 
Hermite *) iiber die Nullstellen groBen Betrags der Funktion J” (z) ein- 
ordnet: Vermége der Transformation = 1 — z handelt es sich um die 


%) Vgl. Hermite [9], 8. 337. 
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groBen Nullstellen von a 22s + (1 + 00822) 7,6}, soweit sie nicht von 


der Form n+} sind. Die Stirlingsche Reihe liefert 

(2) x - — od 

re ~ ante nach ((Igz)-*) [¢, = 1, a, = 0 fir » > 2], 
fiir einen geeigneten Halbstreifen, der die positive reelle Achse umschlieBt. 
Da alle Bedingungen von Satz 12 erfiillt sind (vgl. auch 8. 647 unten), 
folgt unmittelbar 





a ta~ E A,(lgn)-’ 
Man findet (auch auf anderem Wege) 

One =, = 0. 
Auf die Durchrechnung weiterer Einzelfille soll an anderer Stelle einge- 
gangen werden. 
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Uber die untere Grenze der Rundungsschranken 
der beschrinkten Funktionen 7/(z), 
deren | 7’ (0)| vorgegeben ist. 
Von 


P. Cacridis-Theodorakopulos in Athen. 





Nach Vorgabe einer positiven Zahl k << 1 betrachten wir die Familie {/ (z)} 
der analytischen Funktionen 


f(z) = a,z+a,2+...+a,2%+..., |a,| =&, 


die im Einheitskreise regular und absolut genommen kleiner als Eins sind. 

Nach einem bekannten Satze von Study") besitzt jede Funktion f(z) 
der Familie eine Rundungsschranke R,, R; > 0, die durch folgende Eigen- 
schaften charakterisiert ist. Fir r< R, wird der Kreis |z| =r durch 
die Gleichung w = f(z) auf eine konvexe Kurve der w-Ebene eineindeutig 
abgebildet. Fir r > R, ist dies nicht mehr der Fall. 

Es soll nun die untere Grenze R, dieser R, fiir alle Funktionen der 
Familie berechnet werden. 

Da die Familie {f(z)} normal ist, ist es fast selbstverstindlich, daB 
es mindestens eine Funktion der Familie /,(z) gibt, fiir welche R,, = R, ist. 

Betrachtet man nimlich eine Folge f,(z), /,(z),...., fn(z), ... von 
Funktionen der Familie, deren Rundungsschranken: R,, R,,..., Rn, ... 
gegen R, konvergieren, so kann man ohne Beschrinkung der Allgemein- 
heit voraussetzen, daB die /,(z) gegen eine Funktion f,(z) unserer Familie 
konvergieren. 

Wir bezeichnen mit RF’ die Rundungsschranke von f,(z), die not- 
wendig gréBer als Null ist, weil /,(z) der Familie {f(z)} angehért. Ist 
nun r< RF’, so mu8 notwendig fiir hinreichend groBe n die Rundungs- 
schranke R, von f,(z) auch gréBer als r sein. f,(z) und f(z) kon- 
vergieren namlich stetig gegen f,(z) bzw. f;(z). Wenn also fiir ein ge- 
wisses r 


; fo (2) 
R(1 +27 Gy) >0 





1) E. Study, Konforme Abbildung einfach-zusammenhangender Bereiche. Leipzig, 
Teubner, 1912; T. Radé, Math. Ann. 102 (1930); W. Seidel, Math. Ann. 104 (1931). 
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gilt*), so gilt von einem hinreichend groBen n an, fiir dasselbe r, 
natiirlich auch 
R(1+2 2%) ~ 
i, (2) ; 
Infolgedessen ist auch R, = limR,>r. rf geniigt aber der einzigen 
Bedingung r< FR’. Es gilt also schlieBlich R, > FR’. Da aber R, seiner 
Definition nach nicht gréBer als RF’ sein kann, hat man R, = RF’ > 0. 

Unser Problem wird also gelést sein, sobald wir die Funktion /, (z) 
angeben kénnen. 

Es wird sich zeigen, daB man 

(2) = 2 
setzen kann, woraus folgt, daB R, gleich der positiven Wurzel der Gleichung 
dritten Grades in r 
—PrF+3kF+r(P—4)+k=0 
sein muf. 

Wir finden also fiir die Lésung dieses Problems dieselbe Funktion }, (z) 
wieder, durch welche die analogen Probleme fiir die Schranken der Sternig- 
keit und der Schlichthet beantwortet werden. 

Man kann naémlich nach Vorgabe der positiven Zahl & und der 
Familie {f(z)} sich auch die zwei folgenden Probleme stellen: 

1. Jede Funktion der Familie besitzt eine Sternigkeiteschranke S,, 
die durch folgende Eigenschaften charakterisiert ist. Fir r< S, wird 
der Kreis |z| =- r durch die Gleichung w = f(z) auf eine in bezug auf 
den Nullpunkt sternige Kurve der w-Ebene eineindeutig abgebildet; fiir 
r > 8S, ist dies nicht mehr der Fall. 

Es soll nun die untere Grenze 8, dieser S, fiir alle Funktionen der 
Familie berechnet werden. 

2. Jede Funktion der Familie besitzt eine Schlichtheitsschranke E,, 
die durch folgende Eigenschaften charakterisiert ist. Fir r < E, wird 
|z|<r durch die Gleichung w = f(z} auf ein schlichtes Gebiet der 
w-Ebene abgebildet, fiir r > HZ, ist dies nicht mehr der Fall. 

Es soll nun die untere Grenze E, dieser E, fiir alle Funktionen der 
Familie berechnet werden. 


Diese zwei unteren Grenzen S, und £, sind schon berechnet worden. 
Es gilt 


%) L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Band II (1. Aufl.), 8. 92. 
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Es gibt eine Funktion, fiir welche S,= S, und FE, = E, ist. Es ist die 


Funktion: f,(z) = z a %, 


Man kann fiir die Behandlung unseres Problems auch einen anderen 
Weg einschlagen, der fiir die Rechnung vielleicht etwas bequemer ist. 

Man kann nimlich unser Problem (und auch die zwei analogen 
Probleme fiir die Sternigkeit und die Schlichtheit) auch folgenderweise 
stellen: 

Nach Vorgabe einer positiven Zahl 9 < 1 betrachten wir die Familie [/ (z)] 
der analytischen Funktionen: 

f(z) = a,z+a,2°+...+a,27+..., 

die im Einheitskreise regular und absolut genommen kleiner als 1 sind, 
und stellen uns die Aufgabe, die Funktion K (9) (bzw. die Funktion 8 (0), «(o)) 
aufzustellen, die durch folgende Eigenschaften charakterisiert ist: 

1. Jede Funktion unserer Familie [/(z)], fiir welche 

|/°(0)| = K(e) (baw. | f' (0)| > B(o), | (0)| > «(e)) 

ist, vermittelt eine konvexe (bzw. sternige, schlichte) Abbildung des 
Kreises |z| < @ auf die f-Ebene. 

2. Es gibt Funktionen unserer Familie [f(z)], fiir welche 

|f'(0)| = K(o)—e (bzw. | f’(0)| = B(o) — «, | (0)| = «(e) — 2) 
ist — wo « eine beliebig kleine positive Zahl sein kann — und welche 
den Kreis |z|< 0 auf ein nicht konvexes Gebiet (bzw. nicht sterniges 
Gebiet, nicht schlichtes Gebiet) abbilden. 

1. Die Funktion 





Me) _, 


h@) = Fay 


wo f(z) irgendeine Funktion unserer Familie ist, gehért auch dieser 
Familie [f(z)] an. Es gilt also nach dem Schwarzschen Lemma 


1 |< 1, 
d. h. \as| 

I—|a,7p =} 
oder , 
(1) LPI =< 1—|/(0)/. 4 


Und dies gilt fiir jede Funktion unserer Familie [f (z)]. 


3) P. Montel, Lecons sur les fonctions univalentes ou multivalentes, Paris 1933, 
Chap. V, §§ 37, 38. 

‘) L. Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, Band II (2. Aufl.), 1931, 
Beschrankte Funktionen, § 6. Das Koeffizientenproblem der beschrankten Funktionen. 
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F(z) = U(f(u(2))), 


Wa) =F Uh) = 2 


wo a irgendeine Zahl mit |a| < 1 ist, gehért auch unserer Familie an. 
Es gilt also: 


{Pel <1-| For, 
d. h. 
a~'—isF (l—jafy f(a) zy (—|apyp , 
2 \@7e@R lO — Hep = —14 aeRO 


(1 —|a@/2)? 
=i- ape elf (@)P. 
a war irgendeine Zah] mit |a|< 1. Setzen wir jetzt z statt a, so ge- 
winnen wir die folgende Ungleichung fiir die Funktionen der Familie [f (z)] 
auf dem ganzen Kreise |z| = r< 1: 


- i-# (l—r)? f"(z) fF (i—_yP , 
@) Fy —Thayp f ) — i-v@p 2 ~/@qr i ae 
ot 2 


Daraus folgt aber auch 











 . 1+ — =e 
Eessrity obe eS =i-(Q- iF) aarp @P 
oder 

if’ (z)| i—r | 1—r* f" (z) 
(4) , I— Wee |” ~ 3 * Fee) 





(li—r*y? 


s1-(1- \/@|) jem | f’ (z))*. 


2. Fiir jedes 0, O< o< 1, gilt natiirlich, daB K(o) mindestens 


20 
gleich 8 () ist; d.h. Zita ;: 


Sei jetzt /, (z) eine Funktion der Familie {f (z)], welche fiir das gegebene 0 
die Bedingung erfiillt 
|f6()| = 7585 
und welche den Kreis |z| < 9 in ein nicht konvexes Gebiet iiberfiihrt. 
Es gibt zwei Méglichkeiten: entweder jede Funktion /(z) mit 


Oza 











Rundungsschranken beschrankter Funktionen. 661 


fiihrt den Kreis |z|< g in ein konvexes Gebiet iiber, d. h. K (e) = ro ane 


— in diesem Falle kann eine Funktion /,(z) nicht existieren — oder es 
gibt mindestens eine solche Funktion /,(z). Aber die Funktion 
te . « &—8 _ 2 
=—sr=y, Z-75 

fibrt den Kreis |z|< 0 in ein nicht konvexes Gebiet iiber. Die erste 
Méglichkeit scheidet also aus. Es gibt also Funktionen /,(z). 

Eine eineindeutige Funktion f(z) fiihrt den Kreis |z|< 9 in ein 
konvexes Gebiet tiber, wenn fiir |z|< 0 die Bedingung 

(z) 
R(1 +251) >0 

erfiillt ist, und nur dann. Oder wenn fiir |z| = 0 die Bedingung 








, (z) 
R(1+25%)) So 
erfillt ist, und nur dann. 


Die Funktion f,(z) geniigt der an 
| fo(0)| > = ear 


sie ist also auf dem Kreise |z|<o eineindeutig. Andererseits bildet 
nach unserer Voraussetzung die Funktion /,(z) den Kreis |z|<o auf 
ein nicht konvexes Gebiet ab. Es gibt also mindestens einen Punkt 
Z, |%| =e, so daB 


R (1+ 2/60) <0, ah. 1<— M(x, fe), 























To (0) 0 fy (0) 
3. Die Ungleichung (4) zieht natiirlich auch die folgende nach sich: 
if'(z)| 1— i? 
(©) Pt iter? — * (FoF) 
ly, 
A FO 
oder ) F — , 
| f' (z) 1—r' = ft" (z) 
(6) r 1—l/P ‘aha 2 R (z ra) 


(l—P ene 
s 1—(1 a | #(z)|) (1—| ft aif (2) | ° 
Die Ungleichung (6) gilt fiir alle Funktionen /(z) unserer Familie und fiir 
alle z mit |z|<1. Es gilt also auch 


\fol#o)| _ 1—@? 2_ 1—? fo (20) 
“¢ I—Thtot [e R (x to a) 








S 1-1 = | 4)!) qa eas Ifo. 


Mathematische Annalen. 113. 43 
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Und wegen 





fo (20) 
1< — 8 (42) 
folgt daraus auch 
’ ies a i— 3 1— 3 ’ 
La (| oe [e ++5! ] <1-(1- | f(a) I) as | foe) 
oder 
(7) Ifolzo)| _1—e 


1 8 1 — 92)? 
Sn mika Ee <1 — Ole ae ell 


Es gilt fiir jede Funktion f(z) unserer Familie und fiir jedes z, |z| < 1: 
f@\= (1+ lf@\)(f@|—r*) 


r(l—r*) heed ai 











Fiir die Funktion /,(z) im Punkte z, ist wegen 
, 2 
\f0) = 735 
nach dem Schwarzschen Lemma die rechte Seite dieser Ungleichung 
positiv. Es gilt also auch 


tf: 2 (I fp —_ om 
ag ze St lay Utes er 

Die linke Seite von (7) wird nicht vergréBert, wenn ich statt | f, (z,) | 
etwas Kleineres oder Gleiches einsetze, und die rechte nicht verkleinert, 
wenn ich statt | /,(z,)|* etwas Kleineres oder Gleiches einsetze. Es gilt 
also auch 


(1 + | fo (20) |) (ifotzo| — 0”) 1—e% 1+? 














o* (1 — @*) 1—|folzo)? 2 
(1 — 9)? — (1+ | fa (2) |)? (| fo (20) | — 9? ? 
<1-Q—lh@)) Theor el — oF 

oder 

| fo (Zo) |— @* 1+ eo? —) _ (I fotei— 0°? 

1—|folzo)| 20? (1 — | fo(zo)|) o” 
oder 
(8) 2 | fo (Zo) |? + (1 — 0”) | fo (20) | + 0? (0? — 3) <0. 


Wir haben nach dem Schwarzschen Lemma fiir jede Funktion unserer 
Familie [f(z)] fiir jedes z mit |z|<1 die folgende Ungleichung 
ler 


1 





, r=lz|, x= \a,| =|f'(0)|%). 


xT 


5) J. Dieudonné, Recherches sur quelques problémes relatifs aux polynomes 
et aux fonctions bornées. Annales de |’ Ecole Normale supérieure (3) 48 (1931), 
p. 247—358. 

*) Simonart, Ann. de Bruxelles 1931. 
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Fiir die Funktion /,(z) im Punkte z, ist wegen 


|f6(0)| = «= ee 
und wegen x = |f'(0)|<(1 (nach dem Schwarzschen Lemma) die rechte 
Seite dieser Ungleichung positiv. Es gilt also auch 
[holed So ae 
Die linke Seite der Ungleichung (8) wird nicht vergréBert, wenn man 
statt |/,(z,)|* umd |/,(z,)| etwas Kleineres oder Gleiches einsetzt. Es 
gilt also 





29% EF + (1 ote 2 + ot(o"— 3)<0 
oder 
2 o* (x — o® + (1 — o*)e (x — 0) (1 — xe) + o* (oe? — 3)(1 — xe? <0 
oder 
(9) x @(1 — 0) + (1+ 30%) —49e <0. 
Ist also f,(z) eine Funktion unserer Familie [/(z)] mit 


x =|f0)| = 752 


welche den Kreis |z|< 9 in ein nicht konvexes Gebiet iiberfiihrt, so be- 
steht zwischen x = |/’(0)| und @ die Beziehung (9). D. h. fiir eine solche 
Funktion ist | /’(0)| = x gréBer oder gleich rite und kleiner als die 
positive Wurzel der Gleichung 

(10) x 0(1 — 0°) + «(1+ 30") —49 = 0. 

Ist also fiir irgendeine Funktion der Familie [f/(z)] x = |/ (0)| mindéstens 
gleich der positiven Wurzel von (10), so ist es unméglich, daB diese Funktion 
den Kreis |z|<@ in ein nicht konvexes Gebiet itiberfiihrt. 


Andererseits aber fiihrt die Funktion 
Xo E) — 2 
He) = 2 eI, 

wo x, die positive Wurzel von (10) ist und « eine beliebig kleine positive 
Zahl, wirklich den Kreis |z|< 9 in ein nicht konvexes Gebiet des /-Ebene 
iiber, wie man durch Rechnung leicht nachweist. 

Wir haben also die Funktion K(o) berechnet. Sie ist die positive 
Wurzel der Gleichung (10). 


Damit haben wir aber auch das folgende Resultat gewonnen: 
Sei o, die positive Wurzel der Gleichung 
-PoeP®+3ko?+o(h —4)+k=0. 
43* 
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Dann fiihrt jede Funktion der Familie |f(z)} jeden Kreis |z| = oe 0, in 
eine konvere Kurve der f-Ebene iiber. Es gibt aber Funktionen der 
Familie {{(z)}, die keinen gréBeren Kreis |z| = 0 als den Kreis |z| = 0, 
in eine konvexe Kurve iiberfiihren. — In der Tat ist das fiir die Funktion 
unserer Familie {/ (z)}: 


hele) = * 3 


der Fall, die jeden Kreis |z| = 9, wenn @> @, ist, in eine nicht kon- 


vexe Kurve der /,(z)-Ebene iiberfiihrt. 
Die positive Wurzel der Gleichung 


—FPo'+3ko’+ o(h—4)+k=0 


ist also die untere Grenze R, der Rundungsschranken R, fiir alle Funk- 
tionen unserer Familie {f(z)}. 


(Eingegangen am 4. 7. 1936.) 











Zur Theorie der involutorischen Transformationen 
(General Transforms) 
und der selbstreziproken Funktionen. 


Von 


Gustav Doetsch in Freiburg i. B. 


§ 1. 
Einleitung. 

Nachdem schon lange eine kleine Anzahl von speziellen linearen 
Funktional-Transformationen bekannt war, die sich wie die Fouriersche cos- 
Transformation 

rz oo 

v(2) = Y= [cos zy piydy 

0 
innerhalb gewisser Funktionsbereiche durch dieselbe Formel wmkehren 
lassen, hat Watson’) 1933 die Gesamtheit aller derartigen linearen Inte- 
graltransformationen, deren (reeller) Kern nur von dem Produkt xy ab- 
hangt, bestimmt. Genau wie bekanntlich bei der Fourier-Transformation 
wird das Resultat sehr einfach und elegant, wenn man einerseits als 
Funktionsbereich die Klasse L* (0, o) zugrundelegt und andererseits von 


der Transformation in integrierter Gestalt, also analog zu der Fourier- 
Transformation 





> fs ® 
Jw@ds = PI |" *" pivddy 
von der Form 


(1) |v(yae = |2EM. ay 


ausgeht. 
Watson nannte die obige Gesamtheit ,,general transforms‘‘*). Da 
sie aber keineswegs die allgemeinste Klasse der in der Analysis vor- 


1) G. N. Watson, General transforms. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 35 (1933), 
8. 156—199. 

2) Hardy und Titchmarsh nennen die zugehdérigen Transformationskerne 
»Fouriersche Kerne“, siche G. H. Hardy and E.C. Titchmarsh, A class of Fourier 
kernels. Proc. Lond. Math. Soc. (2) 85 (1933), S. 116—155. 
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kommenden Transformationen darstellt, so diirfte es treffender und ver- 
standlicher sein, sie als ,,involutorische Transformationen“ und die zu- 
gehérigen Kerne entsprechend als ,,involulorische Kerne‘‘ zu bezeichnen *). 

Den Watsonschen Satz habe ich vor kurzem auf neue Art bewiesen 
und zugleich erweitert*). Zu diesem Zweck wurde er zuniachst durch 
eine elementare Variablensubstitution in einen Satz iiber Transformationen, 
deren Kern nur von der Summe (oder Differenz) der Variablen abhangt: 


(2) [ee@dt =e | O (x + &)F(édé 


iibergefiihrt und dann seine in transzendenten (Integral-)Gleichungen be- 
stehenden Aussagen vermittels einer speziellen Funktional-Transformation, 
der komplexen (Plancherelschen) Fourier- Transformation: 
+a 
f(y) = Lim. [esas = § (PF; y) 
e-->@ 
in gewohnliche algebraische Gleichungen iibersetzt. In dieser ,,iibersetzten‘ 
Gestalt sind Aussage und Beweis nahezu trivial, wodurch natiirlich der 
urspriingliche Satz keineswegs trivialisiert ist, denn die Schwierigkeit 
liegt jetzt in der ganz und gar nicht elementaren ,,Ubersetzung“!°). Diese 
Methode la8t nun die Verpflichtung erwachsen, auch die iibrigen mit 
diesem Problemkreis zusammenhingenden Fragen auf demselben Wege zu 
erledigen und weitere anzuschneiden. Das soll im folgenden geschehen. 
Um die Ausfiihrungen méglichst knapp halten zu kénnen, setze ich meine 
friihere Arbeit als bekannt voraus und zitiere sie kurz als ,,Beitrag“. 
Alle Bezeichnungen und Voraussetzungen iibernehme ich ohne nochmalige 
Erlauterung aus jener Arbeit. 
Noch eine Bemerkung ist vielleicht am Platze: Selbstverstindlich 
kénnte man den Watsonschen Satz und alles AnschlieBende auch in der 


5) Das im Text bezeichnete Verhalten der ,.general transforms‘* bezieht sich 
zunachst auf reelle Kerne, wie sie Watson ausschlieBlich ins Auge faBte. Die 
sinnentsprechende Erweiterung auf komplexe Kerne besteht darin, da8 man die 
Umkehrung als nicht durch denselben Kern, sondern durch seinen konjugierten 
Wert bewerkstelligt annimmt. Wir wollen auch in diesem Fall die Transformation 
involutorisch nennen. 

*) G. Doetsch, Beitrag zu Watsons ,,General Transforms“. Math. Ann. 113 
(1936), S. 226—241. 

5) Es liegt hier etwas Ahnliches vor, als wenn man den tiefliegenden Picard- 
schen Satz vermittels der Modulfunktion auf den trivialen Liouvilleschen Satz 
zurickfihrt. — Die Modulfunktion ist gewiB ein schweres Geschiitz, und es gibt 
viel ,,clementarere’‘ Beweise. Trotzdem ist der urspriingliche Picardsche Beweis 
mit der Modulfunktion der Beweis, weil er den Satz véllig durchsichtig macht. 
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urspriinglichen Gestalt, wo der Kern vom Produkt der Variablen abhingt, 
durch eine passende Funktional-Transformation — das wire die Mellin- 
Transformation — direkt angreifen. Aber fiir diese sind die der Plancherel- 
schen Theorie der Fourier-Transformation entsprechenden Eigenschaften, 
insbesondere die Analoga zu den in ,,Beitrag“, § 2, als Satz 3 bis 5 auf- 
gefiihrten Faltungssitzen, viel weniger oder tiberhaupt nicht bekannt und 
nirgends explizit formuliert, wenn sie auch leicht aus jenen Satzen iiber 
die komplexe Fourier-Transformation abgeleitet werden kénnen. Das er- 
klart vielleicht auch, warum Watson und Hardy-Titchmarsh, obwohl sie 
in den unter *) und *) zitierten Arbeiten die Mellin-Transformation ein- 
leitungsweise dazu benutzen, um rein formal eine Bedingung fir involu- 
torische Kerne abzuleiten, nicht bemerkt haben, daS man den Beweis 
auf diesem Wege véollig legitim durchfiihren kann‘). Ich werde daher 
auch in der gegenwirtigen Arbeit die Erérterungen fiir ,,2 + y-Kerne“ 
durchfiihren und nur die Resultate auf ,,z-y-Kerne“ iibertragen. 


*) Ein weiterer Grund hierfiir liegt wohl in folgendem: Der in ,,Beitrag“, § 3, 
gegebene Beweis beruht darauf, daB die komplexe Fourier-Transformation unter 


+c 
gewissen Voraussetzungen die ,,Faltung F,«F, = { F,(x— &) Fy (&)dé in das 


Produkt der Transformierten /,(y) und /,(y) von F, und F, iiberfihrt (Faltungs- 
satz). Dem entspricht bei der Mellin-Transformation 


> (s) = j z*—! w(z)dz = Mig; 8} 
0 
a 
(wo das Integral als quadratischer Mittellimes von { zu verstehen ist) die Tat- 
ile 
sache, daB unter analogen Voraussetzungen die Integralbildung 


eo x © 1) 
{ vty) %2(¥) ay =| pr (z ain (5) ? 


in das Produkt @, (8) ¢_() und daher (es ist ndmlich 9 { (+): s}=m { (z);—s} ) 


das Integral j Prl% ¥) P2(¥)g y in @, (8) @y(— 8) tibergeht. Diese Voraussetzungen 
y 
0 


sind bei der ,,integrierten‘* Form (2) bzw. (1) erfillt, wie in ,,Beitrag“ gezeigt 
wurde. Watson und Hardy-Titchmarsh stellen jedoch ihre Versuche mit der 
Mellin-Transformation an der ,,nichtintegrierten‘‘ Form an; hier sind aber jene 
Voraussetzungen nicht erfillt, und obendrein fehlt in der ,,general transform“ das 


y im Nenner, so daB es sich um die Integralbildung { 9, (zy) ¢3(y) dy handelt, 
Z t) 
die (unter passenden Bedingungen) in , (8) g,(1 —s) ibergefiihbrt wird. 











668 G. Doetsch. 


§ 2. 
Selbstreziproke Funktionen. 

1. Unter einer bei der nicht notwendig involutorischen Transformation (2) 
mit dem zu L’ gehérigen Kern @(z-+- &) selbstreziproken Funktion ver- 
steht man eine aus LZ’ stammende Funktion R, die mit ihrer Transfor- 
mierten identisch ist, also einen ,,Fixpunkt“ der Transformation darstellt: 

z +c 
(3) [ @R@ae =e | O(x+é)R(E)dé 
oder (siehe die Definition von (z) in ,,Beitrag’, S. 234) 
Y (2) + R(x) = O(z)+ R(— 2). 

Die Frage, wie die Gesamtheit dieser Funktionen fiir einen festen 
Kern aussieht, ist fiir den Spezialfall der (involutorischen) Fourierschen 
cos-Transformation von Hardy und Titchmarsh’), fiir die allgemeinen 
Transformationen (1) mit z-y-Kern von I. W. Busbridge*) beantwortet 
worden. Fiir z+ y-Kerne gilt der 

SatzI. R ist dann und nur dann selbstreziprok fiir die Transfor- 
mation (2), wenn 
(4) v(y) r(y) = @(y) r(— y) 
ist, wo y = cart r und @ die komplezen Fourier-Transformierten von 
Y, R und © sind. 

Der Beweis lauft nach dem Schema der Beweise zu A und B in 


a) R(x) erfiille die Gleichung (3). r(y) gehért zu LZ’, also wegen 
der Beschranktheit von w(y) auch p(y)r(y). Nach ,,Beitrag“, Satz 4, 
gehért demnach +R zu L*, und es ist 


&(P+R}) = p(y) ry). 
Wegen (3) gehért auch O(z)+R(— z) zu L* und die Funktion 
& (9 (z)+ R(— z)} = F(P +R} = yly)g(y) 


7) G.H. Hardy and E.C. Titchmarsh, Self-reciprocal functions. The Quart. 
Journ. of. Math. (Oxford Series) 1 (1930), S. 196—231. 

8) I. W. Busbridge, On general transforms with kernels of the Fourier type. 
Journ. Lond. Math. Soc. 9 (1934), S.179—187. In dieser Arbeit wird auch der 
Watsonsche Satz auf interessante Art bewiesen, und zwar mit Hilfe der Mellin- 
Transformation. Die transzendenten Zusammenhange werden aber nicht vermittels 
eines Faltungssatzes in algebraische iibersetzt, sondern es wird konsequent die 
Parsevalsche Gleichung fir die Mellin-Transformation benutzt, wodurch der Beweis 
im Transzendenten verbleibt. Dabei mu8 man noch vermittels zweier Lemmata 
von der Darstellung einer Mellin-Transformierten zu der ihres Integrals iibergehen 
und umgekehrt. 
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zu L', da py und g aus J? sind. Folglich ist nach ,,Beitrag’’, Satz 5: 
§ (0 (x) + R(— 2)} = B(y)r(— y) 
v(y)r(y) = O(y)r(— y). 
b) Die Funktion r(y) = § {R} erfiille die Gleichung (4). Da beide 


Seiten als Produkte von Funktionen aus L’ zu L' gehéren, so existieren 
die Integrale in der Gleichung: 


und damit 


1 , 1 ; 
se | er vudriddy= gt | err OWr(—vay. 
Nach ,,Beitrag‘‘, Satz 3, bedeutet dies nichts anderes als Gleichung (3). 
Geht man von der Transformation (2) zu (1) iiber, so erhilt map 
das von I. W. Busbridge gefundene Resultat *): 


Bezeichneit man die Mellin-Transformierte von x) mit pi, so ist p(z) 


dann und nur dann selbstreziprok fiir die Transformation (1), wenn 
” P (4+ tt) = (4-1) QE +10) 
2. Ebenso einfach erledigt sich die Frage nach den schiefreziproken 
Funktionen S(z), die sich in — S(z) transformieren: 
— W(x) +S8(z) = O(z) + S(— 2). 
Hier lautet die Bedingung 


— p(y) 8(y) = O(y) s(— y). 

3. Man kann auch das zu 1. gewissermaBen inverse Problem lésen: 
Gegeben sei die Funktion F(x) aus L*. Gibt es eine Transformation, die 
F (x) in sich transformiert? Dazu ist notwendig und hinreichend, da8 eine 
zu L* gehérige Funktion @(y) existiert, so daB 


v(y) f(y) = O(y)f(— y) 

ist. Gibt es eine solche, so ist O(z) = §-'{#} der Kern der gesuchten 
Transformation. 

Nicht immer la8t sich ein solcher Kern finden, denn es muB ja 
z. B. fiir jedes y, wo f(— y) = 0 ist, auch f(y) = 0 sein wegen p(y) + 0. 
Die reellen Nullstellen von / miissen also symmetrisch zum Nullpunkt 
liegen. — Ist F eine gerade Funktion, so ist {(— y) = f(y), und als Kern 
ist suis O = VY tauglich, wie man auch unmittelbar verifiziert; ver- 
schwindet f(y) in einer Menge von positivem MaB, so gibt es aber un- 
endlich viele weitere Kerne. 


®) l. ec. *), Theorem 5. 
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Man kann die Fragestellung noch so verengern: Wann gibt es eine 
involutorische Transformation (mit dann notwendigerweise reellem Kern), 
die eine gegebene Funktion F(z) in sich iiberfiihrt? Die Antwort wird 
durch ,,Beitrag‘‘, §3, ©, geliefert: Dann und nur dann, wenn |f(— y)| 
= |f(y)| ist. Fir z-y-Kerne lautet die Bedingung 


[p(t +40| =| p(t — 48). 


§3. 
Erzeugung eines neuen involutorischen Kernes aus zwei bekannten. 
1. Von Hardy") stammt der Satz: 
Sind x, (xy) und x, (x y) zwei involutorische Kerne, so ist auch der durch 


ao 


1 4, (2 Y) %, (y) 
(5) | x()ay—(S5" 2 ay 


0 0 
definierte Kern y, (zy) (die ,,Resultante“ von 7, und x,) ein involutorischer. 
In der Sprache der z + y-Kerne (e— 7. ,, » (e®”) = Qo, 1, 2 (y) gesetzt) 
bedeutet das: 


Satz Il. Sind O,(r+y) und 0,(x+ y) zwei involutorische Kerne, 
so ist auch der durch 


z + a 
(6) j €0,(— di =e [ O,(7+ 40, (é) dé, 
d. h. ie ys 
P (2) « O,(— 2) = O, (2) + O,(—2) 
definierte Kern @, (x + y) ein involutorischer. 
Beweis: 9,(—<) ist nichts anderes als die 0,-Transformierte von 


O,(x)"), gehért also zu L*. Infolgedessen greift dieselbe Argumentation 
Platz wie beim Beweis a) des Satzes I in § 2, und es ist 


vy (y) % (— y) = 9, (y) 8, (— y), 
| p(y)| | 8, (— y)| = |, (y)| 8, (— y)| 
oder, da (siehe ,,Beitrag, § 3, Beweis von E) 
| 9, (y)| = |O,(— »)| = | v(y)| 


also 


ist: 


- — oy 


@, ist also ein involutorischer Kern. 


10) G. H. Hardy, The resultant of two Fourier kernels. Proc. Cambr. Phil. 
Soo. 31 (1935), 8. 1—6. 

1) Ubrigens ergibt sich dann aus dem involutorischen Charakter von @,, daB 
¥ +O, = 6, +@,, also O,(— =z) die Resultante von @,(— =z) und 6,(z) ist. 
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2. Der Resultante Jat sich eine anschauliche Deutung geben: Trans- 
formiert der Kern 9, eine Funktion F(z) in die Funktion G (zx), so be- 
deutet das im Bereich der Fourier-Transformierten [siehe ,,Beitrag“, § 3, 


Gleichung (1')): 
_— v(y)g(y) = 9, (y) f(— y). 
Transformiert weiter der Kern @, die Funktion G(z) in H(z), 80 be- 
deutet das: 
: v(y)h(y) = 9 (y)9(— y). 
Dann ist aber 
vy) hy) = OPW) Fy) — 8 (y) f(y), 


d. h. der Kern ©, transformiert F(— x) in H(x). Die @,-Transformation 
ist also zwar im gruppentheoretischen Sinn nicht genau das ,,Produkt*‘ 
der @,- und der 0,-Transformation, aber doch etwas nahe Verwandtes. 
Nur fiir gerade Funktionen [F (— z) = F (z)] ist die sukzessive Anwendung 
der @,- und der 9,-Transformation gleichbedeutend mit der direkten An- 
wendung der @,-Transformation. 
3. Dieses Ergebnis legt es nahe, noch andere Sorten von ,, Resultanten‘ 
zu bilden. Es sei 
G(z) die @,-Transformierte von F(z), 
H (2) ” 0,- ” ” G(— 2). 
Dann ist 
v(y) 9(y) = %, (y) f(— y), 
v (y)h(y) = 9 (y) 9 (y)- 
Definiert man #,(y) durch 


v (y) % (y) = 9, (y) 9 (y), 


so stellt wegen |#,(y)| =|w(y)| die zugehérige Funktion 0, (z) wieder 
einen involutorischen Kern dar, der durch 


(7) feO,(edt =e [ O,(e+8)0,(— sae 


gegeben ist, und es folgt: 
v(y)k(y) = 8 (y) f(— y), 
d. h. @, transformiert F(x) direkt in H(z). 
Dem durch (7) definierten involutorischen z + y-Kern 0, entspricht 
im Bereich der involutorischen z-y-Kerne die Funktion y,, die durch 


a oo 


xo(y) _ | m (zy) BS 
(8) | - dy = (HEM, (Lay 





definiert ist. [Die rechte Seite ist die echte ,,Faltung von yz, und ,, 
vgl. FuBnote *).] 
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Bei dieser anderen Resultantensorte stellt sich das stérende Minus- 
zeichen, das vorher an F(z) auftrat, ebenfalls ein, diesmal an G (z). 
Man iiberzeugt sich leicht, daB dieser Ubelstand auch nicht durch eine 
andere Definition der Resultanten wegzyschaffen ist, d.h., daB es keine 
Méglichkeit gibt, fiir alle zu transformierenden Funktionen die sukzessive 
Anwendung zweier Transformationen durch efie einzige zu ersetzen. 

4. AuBer den bisher betrachteten Transformationen der Art (1) bzw. 
(2) hat Watson, um auch die von Titchmarsh entwickelte Theorie der 
Hankel-Transformation zu erfassen, folgende noch allgemeinere Klasse**) 
eingefiihrt: 
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(9) [e-byaae 2 o-4 [X29 o(yyay (> 0), 


die fiir z + y-Kerne so aussieht: 


(10) P,(z) * G(x) = O(z) + F(—2), 
wobei 

0 fir z< 0, 
¥ (2) = | ane fir 2 >0 


ist. Wie in ,,Beitrag, § 4, gezeigt wurde, sind die involutorischen 
Kerne @ dadurch charakterisiert, daB fiir sie 


1 1 1 


& (y) Ply) = wily) y(—y) = ¥+i+iy $+ 4—ty - (+ a+ y’ 


also 





|\P(y)| = |va(y)| = Tit 


Die Frage, wie hier die Hardysche Resultante zweier involutorischen 
Kerne zu definieren ist, damit auch sie einen involutorischen Kern liefert, 
ist nun leicht zu erledigen. Es sei @, ein A-Kern (d.h. @, sei der Kern 
einer involutorischen Transformation der Gestalt (10) mit dem Parameter A), 
@, ein 7’-Kern. Definieren wir #, durch 


vi (y) 8. (— y) = 9, (y) A (— 9), 
so ist die zugehérige Funktion ©, die vermége (10) der Funktion 0, zu- 
geordnete @,-Transformierte, also eine Funktion aus ZL’, und wegen 


19, (y)| =| yaly)|, |A(—y)| =| yx (— y)! 
19 (— y)| = | px (— y)|. 


ist. 


folgt: 
Hieraus ergibt sich der 


12) le. 1), § 13, S. 193 flg.; siehe ,,Beitrag’, § 4. 
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Satz III. Ist O,(xz + y) ein involutorischer 4-Kern und 0,(x + y) ein 
involutorischer 2'-Kern, so ist der durch 


P; (x) +O,(— 2) = O, (x) + ,(— 2), 


d. h. 
z +o 
(1) jeter @,(— 8) dé = ltt * j @, (a + £) 0, (é) dé 


definierte Kern @,(a-+- y) ein involutorischer 2’'-Kern. 
Fiir z-y-Kerne entspricht der Definition (11) die folgende: 


i—} 1 _ | 4 (7y) x (y) 
(12) | wo(+)ay =[BEH Md 
0 0 

§ 4. 


Funktionen, deren Transformierte fiir 2 > x, verschwindet. 

In ,,Beitrag, § 3, C, ist die Frage beantwortet, wie die Gesamtheit 
derjenigen Funktionen G(x) aus L* aussieht, die sich durch beliebige in- 
volutorische x +- y-Transformationen aus einer gegebenen, zu L* gehdérigen 
Funktion F(x) erzeugen lassen. Es sind das diejenigen G(x), fiir deren 
Fourier-Transformierte gilt: 


lg(y)| = If(— y)I- 
Wir werfen nun die neue Frage auf: Unter welchen Umstiinden kommt 
unter diesen Funktionen G(z) mindestens eine vor, die in einem Intervall 
xz > a, verschwindet? Oder anders ausgedriickt, indem wir an die explizite 
Gestalt der Transformation bezw. ihrer Umkehrung denken: Wann laBt 


sich zu F(z) ein involutorischer Kern @ so bestimmen, da8 


+o 
* 


(13) \ O(c+é) F(é)dé=0 fir z>z, 
ist, bzw. wann lat sich F(z) in der Gestalt 
(14) | ¢r@a—e [6e@+Hne@as .< os 


mit involutorischem Kern @ darstellen ? 
G(z) muB also zwei Bedingungen erfiillen: 1. G(z) = 0 fir z>~2,, 


2. |\g(y)| = |f(— y)|. Wir ziehen nun folgenden Satz von Paley und 
Wiener") heran: 


18) R. Paley and N. Wiener, Notes ori the theory and application of Fourier 
transforms. I. (Theorem II). Trans. Amer. Math. Soc. 85 (1933), S. 348—354. 
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@({y) gehére zu L’, sei nicht negativ und nicht aiquivalent 0. Not- 
wendig und hinreichend dafiir, daB es eine Funktion G(z) gibt, die 
fiir « > 2, verschwindet und deren Fourier-Transformierte g(y) der Be- 
dingung |g(y)| = w(y) geniigt, ist die Konvergenz des Integrals 

+o 
| {log  (y)| 
ane 


i+y dy. 


Setzen wir w(y) = |f(— y)|, so ergibt sich 

Satz IV. Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Funktion F (z) 
aus I? sich durch eine involutorische x + y-Transformation (2) in eine fiir 
z > 2, verschwindende Funktion G (xz) transformieren lapt oder, was dasselbe 
ist, daB F(x) in die Gestalt (14) gesetzt werden kann, ist die Konvergenz 
des Integrals 


+ co 
i+y °¥: 


Dem entspricht bei z-y-Transformationen der Satz: 

Notwendig und hinreichend dafiir, daB eine Funktion — (x) aus L? (0, ) 
sich durch eine involutorische x -y-Transformation (1) in eine fiir z > z, >0 
verschwindende Funktion p(x) transformieren laBt, ist die Konvergenz des 
Integrais 


+o 


e(Liugez 
j oe) #65 + Dll ay, 





wo @ die Mellin-Transformierte von pp ist. 


§ 5. 
Das asymptotische Verhalten der Transformierten. 


1. Die Ableitung von Satz IV ist ein Beispiel dafiir, wie man auf 
Grund unserer Methode gewisse Ergebnisse iiber die Fourier-Transformation 
unmittelbar in Siatze iiber die allgemeinen involutorischen Transformationen 
umsetzen kann. Ein besonders dankbares Feld fiir derartige Unter- 
suchungen diirfte das Gebiet der Asymptotik™) sein: Hat man einen Satz 
(von ,,Abelscher“ Art), der vom Verhalten & einer Funktion F(z) in der 
Nahe einer Stelle z, auf das Verhalten 8 des Absolutbetrags ihrer Fourier- 


14) Fir die aligemeinen hier hereinspielenden Gedankengiange siehe G. Doetsch, 
Ein allgemeines Prinzip der asymptotischen Entwicklung. Journ. f. d. reine und 
angew. Math. 167 (1932), S. 274—293. 
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‘Transformierten f(y) in der Nahe einer Stelle y, zu schlieBen gestattet "), 
so kann man wegen |g(y)| = |/(— y)| fiir |g(y)| an der Stelle — y, sofort 
das Verhalten 6 aussagen. Verfiigt man weiter iiber einen Satz, der von 
diesem Verhalten 8 einer Funktion an der Stelle — y, auf ein gewisses 
Verhalten € ihrer Fourier-Transformierten an der Stelle — z, schlieBt, so 
kann man, da 


G (2) = F* (g(y); 2} = x Big (y)s — 2) 


ist, dieses Verhalten € fiir die Funktion G(x) an der Stelle z, behaupten. 
Man hat also insgesamt von dem Verhalten U einer Funktion F(x) an der 
Stelle x, auf das Verhalten € ihrer involutorischen Transformierten G (z) 
an der Stelle x, geschlossen, und zwar ganz generell fiir jede involutorische 
Transformation, unabhingig von dem speziellen Kern 0"). 


Schema. 
[z,] F(z) G(z) [2] 


| 


Fourier- 
Transformation 


Umkebrung der 
— Fourier- 
nsformation 


} 


(yo) fly) ——If(y)| = lg(—y)| —~ gy) [—w 


2. Um ein Beispiel fiir diese SchluBweise zu geben, beweisen wir den 

Satz V. Eine Funktion F(x) aus L* habe folgende Eigenschaften: Sie 
ist zweimal differenzierbar, und F (x), F’(x), F(x) sind in (— ow, + ow) 
absolut integrierbar™’). Dann gilt fiir jede durch eine involutorische Trans- 
formation der Gestalt (2) aus ihr erzeugte Funktion G (zx): 


G(z) +0 fiir |z| + @. 
15) Ein bekanntes Beispiel ist: Wenn F(z) sich fiir |z|—> co so verhalt, da8 
+ @ +x 
J |F (z)|dz konvergiert, so strebt { e—'¥* F (x) dz fir | y|—> cc gegen 0. 


16) Beziehen sich die Aussagen nicht auf den Absolutbetrag, sondern auf die 
Fourier-Transformierte selbst, so ist die Gleichung p(y) g(y) = ®(y)/(—y) zu be- 
nutzen, wodurch der spezielle vorliegende Transformationskern © hereinkommt. 

17) Das ist z. B. sicher erfillt, wenn F auBerhalb eines endlichen Intervalls 
verschwindet. 
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Beweis: Aus den Voraussetzungen iiber F folgt, daB **) 
f(y) =o(ly|-*) fiir |y| > @ 
ist. Also ist f(y) in (— o, +o) absolut integrabel und wegen |g(y)| = |/(— y) 
auch g(y). Folglich lat sich G(z) durch 
+ @ 
1 
G(z)= = | ef" g(y)dy 

darstellen, und nach dem in FuBnote “) zitierten Satz strebt dies gegen 
0 fiir |z| + o. 

Um den entsprechenden Satz fiir z-y-Transformationen zu bekommen, 
hat man (siehe ,,Beitrag, S. 231) 

F (z) = ep (e**), 
also 
F’ (x) = e p (e*) + 2e** gy (e**), 
FP" (a) = & p (e*) + 8e8* g (e**) + 465* p” (e**), 
folglich 
+o aed 
| F(zj)dz = t{2-tp(ayaz 
usw., und ferner 
G (a) = & p(e**) 


zu setzen. Dann erhilt man den Satz: 

Eine Funktion p(x) aus L* (0, o) habe folgende Eigenschaften: Sie ist 
eweimal differenzierbar, und z~* @(z), zt g’ (2), 239 (2) sind in (0, c) 
absolut integrierbar. Dann gilt fiir jede durch eine involutorische Trans- 
formation der Gestalt (1) aus ihr erzeugte Funktion y(z): 

y(z) = o(x” 4) jir 2-0 und t->o@. 


18) Siehe z. B. 8. Bochner, Vorlesungen itiber Fouriersche Integrale. Leipzig 1932, 
8. 11. 


(Eingegangen am 24. 7. 1936.) 








Stérungstheorie der Spektralzerlegung. 
Il. Mitteilung. 
Stetige Abhangigkeit der Spektralschar von einem Parameter. 


Von 
Franz Rellich in Marburg (Lahn). 





Fiir Operatoren mit diskretem Spektrum (Integraloperatoren vom 
Fredholmschen Typus, Differentialoperatoren vom Sturm-Liouvilleschen 
Typus) ist die Frage nach der stetigen Abhangigkeit der Eigenwerte und 
Eigenfunktionen von einem Parameter in Arbeiten von H. Weyl, R. Courant 
und anderen beantwortet worden’). Hier wird die entsprechende Frage 
fiir beliebige selbstadjungierte (nicht notwendig beschrinkte) Operatoren 
gestellt und beantwortet. Dabei werden durchwegs an Stelle von Opera- 
toren, die von einem kontinuierlichen Parameter abhingen, Foigen von 
Operatoren gesetzt. Jeder so gewonnene Satz iiber Folgen von Operatoren 
la8t sich unmittelbar als ein Satz iiber Operatoren aussprechen, die von 
einem kontinuierlichen Parameter abhingen, was in einem Fall (Satz 3) 
ausfiihrlich formuliert wird. 


Die Kenntnis der ersten Mitteilung wird hier nirgends bendtigt. Fiir 
die Grundvatsachen aus der Theorie des Hilbertschen Raumes vgl. das 


bekannte Lehrbuch von M. H. Stone, Linear Transformations in Hilbert 
Space.... New York 1932. 


§ 1. 
Konvergente und gleichmaBig konvergente Folgen beschrinkter 
Operatoren, stetige Abhingigkeit von einem Parameter’). 


Es sei § ein Hilbertscher Raum. Das innere Produkt zweier 


Elemente z,y aus § sei (z,y); |z| = V(z,z). ,,Operator“ bedeute stets 
,linearer Operator“. 


1) Ausfihrlicher Literaturnachweis in dem Encyklopadieartikel von Hellinger 
und Toeplitz, insb. Nr. 35, 8. 1527—1530. 
2) Die Definitionen in diesem Paragraphen sind wohlbekannt. Vgl. F. Riesz, 
Les systémes d’équations linéaires 4 une infinité d’inconnues, Paris 1913. 
Mathematische Annalen. 113. 44 
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Definition 1. Die Folge beschrinkter Operatoren A, A®,... 
konvergiert gegen den beschriankten Operator A, wenn es 

1, ein & gibt mit |A™z| =< k|z| fiir alle n und z, und wenn 

2. fiir jedes z gilt lim |AM2—Az| = 0.°) 


Definition 2. Die Folge beschrinkter Operatoren AY, A®,... in § 
konvergiert gleichmaGig gegen den heschrinkten Operator A in §. wenn 
zu jedem 7 > 0 ein N existiert, so dab |A™ z — Az| < y\2\ wird fir 
alle n > N und alle z. 

Definition 3. Fir jedes « aus dem Intervall 0, < ¢ < 9, se 
ein beschrinkter Operator A(e) erklart. Er hei®t stetig im Punkte « 
(0; S & SS @,) hinsichtlich des Parameters ©, wenn aus lim e, = ¢,, 


0, S &n S @, folgt: A(e,) konvergiert gegen A(e,). Er heiBt stetig im 
Intervall 90, = ¢ <= 0, hinsivhtlich des Parameters «, wenn er in jedem 
Punkt des Intervalles stetig ist. 


§ 2. 
Konvergenz und stetige Abbiangigkeit der Spektralschar. 

Satz 1. Die Folge beschrankter symmetrischer Operatoren A™, A®, ... 
konvergiere (Def. 1, § 1) gegen den beschriinkten symmetrischen Operator A. 
Die (linksstetige) Spektralschar von A” sei P{, die von A sei P,. Es 
sei 2, kein Punkteiyenwert von A. Dann konvergiert P' gegen P,,. 

Beweis. I. Offenbar geniigt es, den Satz fiir 4, = 0 zu beweisen. 

Auf Grund der Definition der Konvergenz von A, A®,... gegen A 
gibt es ein k, so daB |AM2| =< k\z|, |Az| <= kia} gilt. Ohne 
Beschrankung der Allgemeinheit darf k < 1 angenommen werden. Dann 


+1 +1 
ist A” = faa Py und A = {Ad P,. 
1 -1i 


II*). Aus 
0 +1 +1 
A™ PY” = [ad Pi”? =4f &—lAla Py”, AP, = 4) A—lalaP, 
1 anj -1 
folgen mit der Bezeichnung 


+1 +1 
(1) BY = [|ajdP?, B= [l\alaP, 
-1 ~=§ 


5) Nach einem allgemeinen Satz von St. Banach folgt die Bedingung 1 aus 
der Bedingung 2, kénnte daher auch weggelassen werden. 

*) Zu den Schritten IT. und III. vgl. F. J. Wecken, Zur Theorie linearer Ope- 
ratoren, Math. Annalen 110, S. 722—725. 
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die Gleichungen 


(2) A” P® — 4(A™ — B™), AP, = 4(A— B). 
Ill. Far |A| << 1 ist ja| = » ()@-vs fir ganzes N> 0 daher 
(2 i , n . 3 y n 
Boo =| > (3) - 1y'd P? + +f FC sya —1/aP” 
NX +1 a 
= 2'C)uaey— a+ f 2) Oe - sree. 


Subtrahiert man davon den entsprechenden Ausdruck fiir B, so 
ergibt sich 
4 
() 


N 
(3) |(B™-Bzis SY 


r=0 








+ (4)? — 1) — [4*-- 17) 2| 


Sh. 
+ ; 

¥ 2. 1 (*) 

Wegen der Konvergenz von A gegen A und der Konvergenz der 

4 

Reihe 4. ) 


|B™a| <= ||). Subtrahiert man die zweite der Gleichungen (2) von 
der ersten, so erhailt man 
(4) (A™ — A) P+ A(PY — P,) = $(A™— A) — 4 (BM — B) 
und daraus fiir jedes z, y 
\(4 (PY — P,) z,y)| S |((A™ — A) Py z,y)| + 4| ((A™ — A) 2,y)| 
+ $|((B™ — B) z,y)| 
S |2|- (A — A) y| + 4|(A% —A)z|-ly| 








- 2\2\. 











folgt daraus die Konvergenz von B™ gegen B (beachte 


v=) 


i ° 
IV. Aus der letzten Formel folgt +4|(B B)z|-| y}|. 
lim ((P@ — P,)z, Ay) = 0. 


Nach Voraussetzung ist 4, = 0 kein Punkteigenwert von A, also Ax + 0, 
wenn z +0. Deshalb liegt die Menge der Elemente Ay in § dicht, 
wenn y ganz § durchliuft; sonst giibe es ein zs + 0 mit (x,Ay) = 0 
fir alle y, (Az,y) = 0 fir alle y, alco Ax = 0. Da auferdem 
|(P® — P,)z| = 2\2| ist, so gilt lim (PS? a, 2’) = (P,z,2’) fiir jedes 
z, x aus § (d. h. P™ ,, konvergiert ‘schwach“ gegen P,). Daraus wegen 
(Pe — P,) 2, (Po — P,) 2) 

= (Pz,2)+(P,2,2) — (Pm a, P,x) — (P, x, Po» x) 
sogar lim Pz = P,z, womit Satz 1 bewiesen ist. 


n-> 2 


44* 
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Von Satz 1 gilt die Umkehrung: 

Satz 2. Es seien A™,A™,... und A beschrinkte symmetrische 
Operatoren mit gemeinsamer Schranke |Az| < k |x| und |AM2| <= k\z| 
fiir alle n und x. Die (linksstetige) Spektralschar von A sei Pi, die 
von A sei P,. Fiir jeden Wert von 4, der nicht Punkteigenwert von A ist, 
konvergiere P{ gegen P,. Dann konvergiert A™ gegen A (Def. 1, § 1). 

Beweis: Es ist 


+2k +2ak 
(A™ 2,y) = [Ad(Pfz,y), (A2,y) = [Ad (P,2,y), 
iain —2k —2k 
+2k +2k 
((A™ — A) a, y) = [ad ((P{?—P,)z,y) = — [ (PY — P,)z,y)da, 
—2k —2k 


+2k 
|((A™ — A) 2,y)| S |y| f |(PP?— Py) zl da. 

2k 

Setzt man y = (A™ — A) z, so wird 


+ 2k 
\(4™ — A)2| < { (PP —Pja\da. 


—ik 
Nach Voraussetzung hat die Funktion /,(4) = |(P{” — P,)a| fiir n> o 
und jedes 4, das nicht Punkteigenwert von A ist, also fiir jedes A bis 


auf eine abzahlbare Menge, den Grenzwert Null, auSerdem ist |/,,(4)| < 2. 
+ 2k 


Daraus folgt lim j fn (A) dA = 0, also |((A™ — A)z| + 0, n> =, 


a> © 3h 
womit Satz 2 bewiesen ist. 

Aus Satz 1 folgt nach Def. 3, § 1 unmittelbar 

Satz 3. Der beschriinkte symmetrische Operator A (e) sei hinsichtlich 
des Parameters « stetig im Intervall 0, < ¢ <= 0,. Seine Spektralschar 
heiBe P,(e). Wenn 4, kein Punkteigenwert von A(e,) ist, dann ist P;(e) 
hinsichtlich des Parameters « stetig im Punkt «,. 

Satz 1 bleibt nicht richtig, wenn man in Voraussetzung und Behaup- 
tung ,,konvergiert’‘ durch ,,konvergiert gleichmaBig“ (Def. 2, § 1) ersetzt. 
Das sieht man aus folgendem Beispiel: Es sei y', ¢’*, ... ein vollstindiges 
normiertes Orthogonalsystem aus § und A der symmetrische beschrinkte 
Operator, fir den Ag’ = +g gilt. Dann ist 4, = 0 kein Punkt- 
eigenwert von A. Bezeichnet P, die Spektralschar von A, so ist P, = 0. 
Setzt man AM = A — 2, so konvergiert A™ gleichmaBig gegen A. Die 
linksstetige Spektralschar Pf" von A™ ist fiir A = 0 gegeben durch 


PPzr= JF (2,7) ¢ = L(z,¢') ¢. 
se oP >n 
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Also | PM g"t*?| = 1, |P,g"*+*| = 0. Daher konvergiert P™ nicht 
gleichmaBig gegen P,. 

In einem wichtigen Spezialfall laBt sich die gleichmaBige Konvergenz 
aber beweisen. Es gilt nimlich 

Satz 4. Die Folge beschrinkter, symmetrischer Operatoren A, A®, ... 
konvergiere gleichmipig (Def. 2, § 1) gegen den beschrinkten symmetrischen 
Operator A. Die (linksstetige) Spektralschar von A™ sei P{", die von A 
sei P,. Das Spektrum von A sei leer in einem Intervall |A —4,| <d 
um 4,. Dann konvergiert P{ gleichméapig gegen P,,. 

Beweis. Obne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A, = 0. Erklart 
man wie im Beweis zu Satz 1 den Operator B™ durch Formel (1), so 
folgt aus (3) die gleichmaBige Konvergenz von B”™ gegen B und aus (4) 
die gleichmaBige Konvergenz von A P\ gegen A P,. Da A eine beschrinkte 
Reziproke besitzt, konvergiert P™ gleichmaBig gegen P,, womit Satz 4 
bewiesen ist. 


§ 3. 
Isolierte Punkteigenwerte endlicher Vielfachheit. 


H. Weyl*) hat gezeigt, daB man aus einem Operator mit reinem 
Punktspektrum durch Addition eines vollstetigen Operators, der nach 
J. v. Neumann *) beliebig kleine Norm haben kann, einen Operator mit einem 
reinen Streckenspektrum herstellen kann. Punkteigenwerte bleiben daher 
im allgemeinen bei ,,stetiger Stérung“ nicht einmal erhalten, erst recht 
brauchen sie nicht stetig mit dem Stérungsparameter zu variieren. Wohl 
aber gilt eine solche stetige Abhingigkeit fiir isolierte Punkteigenwerte 
endlicher Vielfachheit. Es gilt namlich 

Satz 5. Es sei A ein symmetrischer, beschrinkter Operator in $ mit 
dem h-fachen Punkteigenwert 4; dieser Punkteigenwert sei isoliert, d.h. in 
dem p-Intervall 2 —d, << u<A+d, (d, > 0, d, > 0) sei das Spektrum 
von A, abgesehen von u = A, leer. Die symmetrischen beschrinkten Opera- 
toren A”), A®,... mégen gleichmaBig gegen A konvergieren (Def. 2, § 1). 
Dann gilt fiir hinreichend groBe n: 

1. A™ besitet h Punkteigenwerte AS”, ..., aS”, die mit n> a gegen A 
konvergueren. 

2. Sind o{",..., gk” orthogonale, normierte Eigenelemente von A™ mit 
den Eigenwerten A, ..., 4 und ist Pe = SF (2, 9) 9”, dann kon- 

i=1 


5) Rend. del Cire. Math. di Palermo 27 (1909), S. 373—392. 
6) Actual. scient. et ind. 229 (1935). 
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vergiert P™ mit n-—> cw gleichmédfig gegen den Projektionsoperator P, der 
zu dem Eigenraum des Eigenwertes A von A gehért, und es ist P™ der 
Projektionsoperator von A™, der zu dem Intervall 4, <2 < A, gehért, wo 
A,, Ay Zahlen mit 4— d, <4,, 4.<. A+ d, bedeuten. 

Beweis. I. Hilfssatz 1. Es seien M,. M,, ... lineare Teilriéume 
mit den Projektionsoperatoren Q®, Q®, ... und es sei M ein A-dimen- 
sionaler Teilraum mit dem Projektionsoperator Q. Die Operatoren Q™ 
mogen fiir no gleichmaBig gegen Q konvergieren (Def. 2, §1). Dann 
gibt es ein N derart, da8 fir alle n > N die Dimension von M, gleich 
A ist. 

Zusatz. Verlangt man nicht gleichmaBige Konvergenz der Q'”’ 
gegen Q, sondern nur Konvergenz (Def. 1, §1), dann ist fiir alle hin- 
reichend groBen n die Dimension von M,, gréBergleich h (Halbstetigkeit 
der Dimension). 

Der Beweis von Hilfssatz 1 wird mit dem Beweis des Zusatzes be- 
gonnen. Wire die Behauptung des Zusatzes falsch, dann giibe es eine 
Teilfolge m, der ganzen Zahlen mit n,;+o, i+ derart, daB die 
Dimension von M,, kleiner als h wire. In M, das die Dimension h hat, 
gibt es dann eine Folge von Elementen m, dezart, daB w,; orthogonal zu 
allen Elementen von M,, steht und die Linge 1 hat. Ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit darf man annehmen, da die w, konvergieren; sonst 
wiirde man eine konvergente Teilfolge auswihlen. Also w,—> @, i > o; 
jo| = 1. Wegen Q%)a, = 0 ist 

(Q™ w, w) = QU (a; — w), @ — w) = |Q (a — w)? S |a — o |; 
aus lim (Q%) w, w) = (Qm, w) = (w, w) folgt der Widerspruch (w, w) = 0. 
Damit ist der Zusatz bewiesen. Unter den Voraussetzungen des Hilfs- 
satzes 1 muB aber fiir alle hinreichend groBen n die Dimension von M, 
auch kleinergleich A sein. Sonst gabe es namlich eine Folge von Ele- 
menten a, aus M,, mit 


lon} = 1, Qa, = 0 (E = 1, 2,...). 
Nun wiahle man ein N derart, daB fiir alle » > WN und alle = gilt 
(Q” —Q)z| S4\|z|- Dann folgt aus 1 = |a,| = (Q™ —Q)o,.| <4 
(fir m, > N) der Widerspruch. Damit ist Hilfssatz 1 bewiesen. 

Il. Es seien A,, A, zwei Zahlen mit A—d,< A, << A<A,<A+d,. 
Bezeichnet P{” bzw. P, die Spektralschar von A™ bzw. A, dann kon- 
vergiert nach Satz 4 Pi,’ — P{? gleichmaBig gegen P,, — P;, = P. Nach 
dem eben bewiesenen Hilfssatz 1 mu8 daher fiir alle geniigend groBen n 
die Dimension des zu Pp» — PY? gehérigen Teilraumes gleich A sein 
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Also mu8 A™ in jedem Interval] 4, < 4 < A, genau A Punkteigenwerte 
haben, wenn nur » hinreichend groB ist. Daraus ergeben sich unmittel- 
bar die Behauptungen von Satz 5. 


§ 4. 
Selbstadjungierte, nicht notwendig beschriinkte Operatoren. 


Bei der Ubertragung des bisherigen auf nicht beschrinkte Operatoren 
sind zwei Punkte zu beachten: erstens werden bei der Definition der 
Konvergenz von selbstadjungierten Operatoren gewisse Voraussetzungen 
iiber einen gemeinsamen Definitionsbereich bendétigt; zweitens wire die 
direkte Ubertragung der Definition 2 fiir die gleichmaBige Konvergenz 
zu eng, sie wird daher sinngem&B erweitert. 

Definition 4. In einem Teilraum & eines Hilbertschen Raumes § 
sei ein Teilraum & gelegen. Der Teilraum YW’ von & liegt ,,dicht in U 
in bezug auf die Form (z,z)+(Az, Az)“, wenn zu jedem z aus U 
eine Folge z,, z,,... aus W existiert, fiir die 


lim |z,—2z|=0, lim |Az,—Az|=0 
gilt ”). 
Definition 5. Die Operatoren A, A%, A®,... seien der Reihe 


nach in den dichten Teilriumen U, U™, YW, ... von § erklirt. A™ kon- 
vergiert gegen A, wenn der Durchschnitt D von U, A+», A+, ... fiir 
hinreichend groBes m dicht in UM in bezug auf die Form (z, z) + (Az, Az) 
liegt (Def. 4) und wenn fiir alle z aus D gilt lim |A™z— Az| = 0. 


A™ konvergiert gleichmaBig gegen A, wenn dariiber hinaus zu jedem 
y > 0 ein N derart gehért, daB fiir n > N und alle z aus D gilt 


|AM2—Az| S n{\z|+|Az}). 


Hilfssatz 2. Die Operatoren A, A”, A®,... seien bzw. in den 
dichten Teilraumen U, AU”, A, ... eines Hilbertschen Raumes § erklart. 
A habe die beschrankte Reziproke S, und A™ die beschrinkte Reziproke S™ 
(fiir alle 2 aus & ist also SAz = zg, fiir alle z aus § liegt Sz in 4, 
ASz =, und das entsprechende gilt fir A™ in A” und S™); es gebe 
ein k, fiir das |Sz| =< k\z|, |S™2| = k\z| gilt fir alle n und z. 
Wenn A™ gegen A konvergiert (Def. 5), dann konvergiert S™ gegen S 


7) Zu dieser Definition vgl. K. Friedrichs, Spektraltheorie halbbeschrinkter 
Operatoren und Anwendung auf die Spektralzerlegung von Differentialoperatoren, 
Teil I, Math. Ann. 109, S. 465—487. 
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(Def. 1, § 1). Wenn A™ gleichmaBig gegen A (Def. 5) konvergiert, dann 
konvergiert S™ gleichmaBig gegen S (Def. 2, § 1). 

Beweis. I. In § gibt es einen dichten Teilraum §’ derart, daB fiir 
jedes z aus §' das Element y = Sz in D (Def. 5) liegt. Sonst giibe es 
ein z + 0 aus §, mit dem fiir jedes y aus D gelten wiirde (z, Ay) = 0. 
Da D in & dicht in bezug auf die Form (z, z)+ (Az, Az) liegt, gilt 
diese Gleichung sogar fiir jedes y aus MU. Wahit man also y = Sz, so 
folgt der Widerspruch (z, z) = 0. 

II. Fiir jedes 7 aus §' ist (S™ — S)z = (SPAS — SM AMS) z 
fiir hinreichend groBe n, also 
(6) |(S™ — 8)2| S k\(A — A™) 82 
und daraus lim |(S* — 8)z| = 0 zunichst fir alle z aus §’, wegen 

n—->o 


\(S~ — 8)z| = 2k|\z| aber dann fiir alle z aus §, womit die Kon- 
vergenz der S) gegen S bewiesen ist. 

III. Wenn A™ gleichmaBig gegen A konvergiert, dann gibt es zu 
jedem 7 > 0 ein N derart, daB fiir alle n > N und alle z aus §' gilt 
(A — A) Sa] Sy {|S2| +|AS2]} = n{|Se|+|zI) < n+ Viel, 
Setzt man das in (6) ein, so erhélt man |(S™ — 8)2| = nk(k + 1)|2| 
zunachst fiir allie z aus §', dann wie eben fiir alle z aus §, womit die 

gleichmaBige Konvergenz von S” gegen S bewiesen ist. 

Satz 6. Die Operatoren A, A, A®), ... seien in einem komplezen 
Hilbertschen Raume § selbstadjungiert und es konvergiere A™ gegen A 
(Def. 5). Die (linksstetige) Spektralschar von A™ sei P™, die (links- 
stetige) Spektralschar von A sei P,. Es sei 4, kein Punkteigenwert von A. 
Dann konvergiert P? mit n> o gegen P,,. 

Beweis*). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei A, = 0. 
Bezeichne R™ bzw. RY die Reziproke von A™ +i bzw. AM —i und R 
bzw. R, die Reziproke von A+1% bzw. A—i. Setzt man 


Dm = R® + R® = 2 RY A™ R, D= R+ R, =2R,AR 


und bezeichnet mit Qi” bzw. Q, die Spektralschar von D™ bzw. D, dann 
ist Pf” = Qi” und P, =Q,. Wegen |R™z| < |2|, |Rz| < || liefert 
Hilfssatz 2 die Konvergenz der D™ gegen D. Da A, =0 kein Punkt- 
eigenwert von D ist (aus R, ARp=0 folgt ARgy=0, Ro =0, 
g = 0), konvergiert nach Satz 1 QS” gegen Q,, womit der Satz 6 be- 
wiesen ist. 


*) Vgl. F. Riesz, Uber die linearen Transformationen des komplexen Hilbert- 
schen Raumes, Acta Szeged 5, 8. 19—54. 
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Satz 7. Auer den Voraussetzungen des Satzes 6 seien die beiden 
weiteren Voraussetzungen erfiillt: 1. A™ konvergiert gleichmdipig gegen A 
(Def. 5); und 2. In einer Umgebung |A — 4,| < p von A, ist das Spektrum 
von A leer. Dann konvergiert Pi) gleichmapig gegen P,, (Def. 2, § 1). 

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 4, = 0. Da in 
einer Umgebung von A, = 0 das Spektrum von A leer ist, gibt es ein p > 0, 


so daB |Az| > p|z| fiir alle z aus UM gilt. Man setze 7 = wor 
Dann gibt es (Def. 5) ein N, so da8 fiir alle n > N und alle z aus D gilt 
|A™ 2] > |Ax| —|AM 2 —Az| > |Az|(1 — 9) — n\2| 
> |2\(p — n(p + 1) = Fle. 
Also besitzt A™ (fiir geniigend groBes n) eine beschriinkte Reziproke S” 
mit |S z| <= = |e, erst recht |Sz| <= = |2| fiir die Reziproke S von A; 
von der Beschrankung ,,fiir geniigend groBes n‘‘ befreien wir uns, indem 
wir endlich viele A™ weglassen und umnumerieren. Nach Hilfssatz 2 
konvergiert S gleichmaBig gegen S. Fiir die Spektralschar Q® von S”™ 
bzw. Q, von S gilt: 
Qy” = PP, @= Py. 

Nach Satz 4 konvergiert Q” gleichmaBig gegen Q,, also auch P™ gleich- 
maBig gegen P,, w. z. b. w. 

Satz 8. Die Operatoren A, A”, A®,... seien in einem komplexen 
Hilbertschen Rawme § selbstadjungiert und es konvergiere A™ gleichmapig 
gegen A (Def. 5). Hs sei A ein h-facher isolierter Punkteigenwert, in dem 
u-Intervall 4 —d, << p< 4+ d,(d, >0, d, > 0) sei das Spektrum von A, 
abgesehen von u =A, leer. Dann gelien die Behauwptungen des Satzes 5. 


Der Beweis verlauft wie der Beweis zu Satz 5; an Stelle des 
Satzes 4 wird dabei der Satz 7 benutzt. 


(Eingegangen am 21. 8. 1936.) 








On the Immersion of an Algebraic Ring into a Field. 
Von 
A. Malcev in Moskau. 


A set M with an operation of composition is called a semigroup if 
this operation satisfies the following conditions‘): 

a) To every two elements a and b of M corresponds another element 
e of M, the product of a and 3, i.e. 

c = ab. 

b) The operation of composition is associative, i. e. whatever be 
three elements a, b, c of M we always have 

a(bc) = (ab)c. 

c) Both divisions are univoque, i.e. if 

ax=ay or 2b = yb, 
then 
z= y. 

It can be easily proved that every commutative semigroup can 
be ,,immersed“ (eingebettet) into a group*). However, the analogous 
question concerning non-commutative semigroups, as far as we know, 
remained unsolved. 

Prof. A. Suschkewitsch has published a proof*) that every semigroup 
can be immersed into a group. However, we shall construct (in § 2 of 
the present paper) a semigroup which can not be immersed into a group; 
thus, Professor Suschkewitsch’s result fails to be true. 


An analogous problem exists for rings, viz. can every ring without 
divisors of zero (Nullteilern) be immersed into a field *) ? 


1) See e. g. O. Schmidt. The Abstract Theory of Groups (in Russian). Kiev 
1916, p. 58. 


2) This can be proved in the same way as the theorem is proved that every 
commutative ring without divisors of 0 can be immersed into a field (i. e. conside- 


ring ,,quotiente” +) See B, L. v. d. Waerden. Moderne Algebra. Berlin 1930. 
Bd. I, 8. 47—48. 

5) A. Suschkewitsch, Uber die Erweiterung der Semigruppe bis zur ganzen 
Gruppe. Commun. Soc. Math. Kharkoff et’ Inst. Sci. de Math. et Mécan. Univ. 
Kharkoff (4) 12 (1935), 81—86 (in Russian). 

*) See e. g. v.d. Waerden, op. cit. S. 49. 
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It is well known that in the case of commutative rings such mmer- 
sion is always possible. We shall show that in the general case (of non- 
commutative rings) it is not always so; viz. we shall construct (in § 3 
of this paper) a ring without divisors of zero, which cannot be immersed 
into an algebraic field. In this way a problem mentioned by van der 
Waerden finds its solution’). 

We also have found the necessary and sufficient conditions for the 
possibility of immersion of a semigroup into a group. However these 
are too complicated to be included in this paper. 


§1. 
The condition Z. 
The following condition is necessary for the possibility of immersion 
of a semigroup § into a group. 
Condition Z. Whatever be eight elements A, B, C, D, X, Y, U,V 
of § such that 


AX = BY 
CX = DY 
AU = BV 
we always have 
CU = DV. 
Proof. We have 
B-'A = YX-1 
D-1C = YX-! 
B-'14 = VU-! 


whence D-'C = VU-', or CU = DV q.e.d. 

Hence follows that if a semigroup § does not satisfy the condition Z 
then this semigroup can not be immersed into a group. In the next § 
we shall construct a semigroup not satisfying the condition Z. 


§ 2. 
The construction of the ,,non-immersible“ semigroup §. 
Consider all possible finite sequences of eight letters a,b, c,d, x, y, u, v. 


Such sequences we shall call ,,words‘. The number of letters contained 
in a word shall be called its ,,length“ 
The words 
az and by 
(A) ez and dy 
au and bv 


we shall call ,,corresponding“. 
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Consider now a word a. It may contain one of the combinations 
az, by, cx, dy, au, bv (i. e. be of the form ...mn..., where mn is one 
of the enumerated combinations of letters). If we replace this pair of 
letters by the corresponding pair taken from the table (A) we shall ob- 
tain another word §. We shall say that # is obtained from « by an 
elementary transformation. We shall call equivalent with « a word y 
which can be obtained from the word « by a finite number of elementary 
transformations. We shall write in that case «~y. The following pro- 
perties of the equivalence are evident: 

l. a~wa, 

2. If a~#, then B~a, 

3. If a~fP and B~y then a~y, 

4. Two equivalent words have the same lengti. 

By the ,,product“ of two words « and # we shall understand the 
word af obtained by writing down first the word « and after it the 
word 8. We have: 

5. Ifa~ and y~d then ay ~ fo. 

Consider now three consecutive letters mnp of a word [...mnp...]. 
Then, if the pair mn admits an elementary transformation then such trans- 
formation is impossible for the pair np. And conversely: if we can make 
an elementary transformation on np then this is impossible on mun. 
In fact we see at once from the table (A) that if np admits an elementary 
transformation then » must be one of the letters a, b, c, d, while if such 
transformation is possible on mn then n must be one of the letters 
z,y, u,v. Consequently these two cases are mutually exclusive. 

Hence we can easily deduce the following two properties of the 
equivalence: 

6. If aB~ay or BO~ysd then B~y. 
7. If aB~y6é and the words « and y have the same length then 
a=pum, B= ny», 
y~pem, b~n'y, 
mn~ min’, 
where m, n, m’, n’ are letters (i.e. each of the letters m,n, m’, n’ de- 
notes one of the eight letters a, b, c,d, z, y, u,v). If « or # has its 
length equal to 1 then the factor yu, resp. v, disappears. 

The properties 1, 2, 3 together show that all words can be divided 
into classes (Aquivalenz-Klassen) of mutually equivalent words. These 
classes will be elements of our semigroup §. The product AB of two 
classes A and B shall be defined as the class C containing a word «f 
where « belongs to A and # belongs to B. The property (5) shows that 
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this class C will not depend on the choice of the words « and # in the 
classes A and B resp.. From the property (6) follows that if 


AB=AC or BD=CD 


B=(C. 

Therefore we see that these classes constitute a semigroup §. In 
what follows we shall call (for the sake of convenience) («) the class 
containing the word a. Then the definition of the classes and of the 
composition of classes can be written down as follows: 

8. (ax) = (8) if and only if «~f. 
9. (a) (B) = (af). 

By the length of a class A we shall understand the length of a 
word « belonging to A. By the property 4. this length does not depend 
on the choice of « in A. 

We shall prove now that the semigroup § can not be immersed into 
a group. To this end it is sufficient to prove that § does not satisfy 
the condition Z. In fact we have 

(a) (x) = (6) (y) 

(c) (2) = (d) (y) 

(a) (u) = (6) (v). 
Nevertheless (in contradiction with Z) (c)(u) + (d)(v) because no ele- 
mentary transformations can be effected on the word cu and therefore 
this word is equivalent to no other word oxcept itself. 

We have proved thus that the semigroup § does not satisfy the 
condition Z, and therefore it cannot be immersed into a group, q. e. d.. 


§ 3. 
The construction of a non-immersible ring. 
Consider the ring ® of all linear forms 
x kX, 
where X, are the elements of the semigroup § constructed in the preceding § 
and k, are rational numbers only a finite number of which is different from zero. 
The sum and product of two such forms are defined according to the 
ordinary rules of addition and multiplication’), i. e. 
Lk X,+ TUX = Tle t+ 1,) X; 
LDkX, - LUX, = th beach 


we shall prove that this ring ® has no divisors of 0 (Nullteiler). 


then 


5) R can be defined as a hypercomplex system of an infinite rank with the 
semigroup § as basis. See e. g. v.d. Waerden, Bd. II, S. 149. 
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To this end we shall prove first the following property of the semi- 
group §. 

Lemma. Let X,, X,, X,, Y,, Y,, Y, be elements of §. If 

X,Y,=2Z,Y, 
X,Y, = Z,Y, 
and if the elements X,, X,, X, have the same length then either ¥Y, = Y, 
or Y, = Y,. 
Proof. The relation 
X,Y, = X,Y, 
implies, by the property 7., 
X, = X'-(m) Y, = (m)-¥’ 
X,=X'-(m’) = Y¥, =(n’)- Y’ 
(mn) = (m'n’) 
where one or both of the factors X’, Y’ can disappear. In the same way 
the relation 
X,Y, = Z,Y, 
implies 
X, = X’-(m) Y, = (n’)- ¥’ 
X, = X’-(p) Y,=()-¥' 
(mn’) = (pq). 
Here m, n, m’, n’, p, q, denote words of length 1. If now Y, + Y, and 
Y, + Y;, then n + m' and n’ + q, while 
(m'n') = (mn) 
(mn’) = (pq). 
We shall prove that this is impossible. 

In fact the inspection of the table (A) will show us that »’ must 
be either z or y because no other letter is found twice as a second 
component in this table. In the same way m can be only a or b. There- 
fore mn’ must be az or by. Suppose for instance that mn’ = az, then 
mn = au and m'n’ = bv. We thus arrive at a contradiction because n’ 
had to be z or y. The supposition mn’ = by will similarly lead us to 
a contradiction. Thus either » = n’ or n’ = p. In the first case we have 
Y, = Y,, im the second Y, = Y,, q. e. d.. 


We can easily prove now that the ring ® has no divisors of 0. In 
fact let 


(B) Dk X,- TY; = Z hj XY; = 0. 
4] 


The longest terms of the sum 2D 4&,1;X,Y; have the sum 0 because 


éj) 
they cannot vanish in combination with the shorter terms. But these 
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longest terms are obtained by multiplying the longest terms of Zk, X, 
with the longest terms of 21;Y;. Therefore if we remove from 2k, X, 
and 21;Y; all but their longest terms the relation (B) remains true. 
From what was just said it is evident that we can suppose that all X,'s 
(as well as all Y,’s) are of the same length. 
So let 
DkX,- SLY; = Lk l;X,Y; = 0 
(i,j) 


and let all X,’s be different and of the same length; in the same 
way let all Y;’s be different and of the same length; besides let 
k,l, + 0. 

In order that k,l, X, Y, (+ 0) should combine with one or more terms 
to give 0 it is necessary that there exist such i and j (i + 1, j + 1) 
that k, + 0, 1; + 0 and that 

xX. Y, = X, Y;. 

But then the term k,1;X,Y; is different from zero; in order that 
this term could vanish in combination with other terms of the sum it is 
necessary that there exist such 7’ and 7’ (j + j’) that 

X,Y; = Xv Yy. 
But then by our lemma either Y, = Y; or Y; = Y,y which is impossible. 

Thus the ring R has no divisors of 0. Nevertheless R cannot be 
immersed into a field because § would then be immersed into a group 


(viz. the multiplicative group of the field), which is impossible as we 
have seen. 


Mathematical Institute, Moscow University, April 12, 1936. 


(Eingegangen am 20. 6. 1936.) 








Zur algebraischen Geometrie. IX. 


Uber zugeordnete Formen und algebraische Systeme 
von algebraischen Mannigfaltigkeiten. 


Von 


Wei-Liang Chow und B.L. van der Waerden in Leipzig. 


Es ist prinzipiell wichtig, geometrische Gebilde durch Koordinaten 
darstellen zu kénnen. Ist das namlich fiir eine bestimmte Art von Ge- 
bilden G einmal geschehen, so hat es einen Sinn, von einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit oder einem algebraischen System von Gebilden G@ zu 
sprechen und die gesamte Theorie der algebraischen Mannigfaltigkeiten 
(Zerlegung in irreduzible, Dimensionsbegriff, Begriff der allgemeinen Elemente 
einer irreduziblen Mannigfaltigkeit) darauf anzuwenden. Erwiinscht ist 
dabei, daB die Gesamtheit aller Gebilde G der betrachteten Art (eventuell 
nach Hinzufiigung von geeigneten Grenzgebilden) eine algebraische Mannig- 
faltigkeit darstellt, also durch algebraische Gleichungen in den Koordinaten 
charakterisiert werden kann. 

Die Punkte des projektiven Raumes S, werden durch » +1 homo- 
gene Koordinaten, die Teilriiume S, durch ihre Pliickerschen Koordinaten, 
die Hyperjflichen vom Grade g durch die Koeffizienten ihrer Gleichungen 
gegeben. In allen diesen Fallen ist fiir die Gesamtheit aller dargestellten 
Gebilde die eben gestellte Bedingung erfiillt. 

Es soll nun ein Mittel angegeben werden, die r-dimensionalen Mannig- 
faltigkeiten M eines festen Grades g in S, durch Koordinaten darzustellen. 
Wir werden dabei so verfahren: Wir stellen die Bedingung dafiir auf, daB 
r-+ 1 Hyperebenen u®, u,..., uv” einen Punkt mit M gemeinsam haben. 
Diese Bedingung wird durch eine einzige Gleichung F (u) = 0 vom Grade 
g in jeder der Variablenreihen u,..., uw” gegeben, welche in ebenso- 
viele irreduzible Faktoren zerfallt, als M irreduzible Bestandteile besitzt. 
F(u) heiBt die zugeordnete Form der Mannigfaltigkeit. Die Grenzfille, in 
denen einige von diesen irreduziblen Bestandteilen von M und dement- 
sprechend auch einige Faktoren der Form F (u) mehrfach gezaihit werden, 
sind mit eingeschlossen. Die Koeffizienten der zugeordneten Form F(u) 
werden nunmehr als Koordinaten von M genommen. 

Man sieht leicht ein, daB die Mannigfaltigkeit M durch ihre zuge- 
ordnete Form, also durch ihre Koordinaten eindeutig bestimmt ist. Nicht 
so leicht ist aber der Nachweis, daB die Gesamtheit aller M vom Grade g 
und von der Dimension r im Koordinatenraum eine algebraische Mannig- 
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faltigkeit darstellt. Dieser Nachweis, der dem ersten Verfasser gelungen 
ist, wird in § 1 dargestellt. In §2 wird der Begriff eines algebraischen 
Systems von Mannigfaltigkeiten M naher erértert und zu der Theorie der 
algebraischen Korrespondenzen in Beziehung gesetzt. 


§ 1. 


Die zugeordnete Form einer Mannigfaltigkeit M. 


Eine r-dimensionale irreduzible algebraische Mannigfaltigkeit M im 
n-dimensionalen projektiven Raum S, sei durch die Formen /, aus K [x] 


= K[z,, 2,,..-, 2%] definiert. Ein allgemeiner linearer Unterraum S,,_,, 
der durch die ¢ allgemeinen Linearformen 
ao 
k= J ui 2; (s = 1,..., 9) 


j=0 
definiert sein mége, schneidet M in einer nulldimensionalen, in bezug 
auf K(u®),..., uw) irreduziblen Mannigfaltigkeit'), die aus endlichvielen 


in bezug auf K(u®,...,u”) konjugierten, in bezug auf K allgemeinen 
Punkten von M besteht. Diese Punkte seien mit 
p = (Pp, po, .- +» pi) (¢ =1,...,q) 


bezeichnet. Bildet man die g Linearformen 
L, (u) = ~ pi? uN, 
wo die ui Unbestimmte sind, so ist ihr Produkt 
G(u) = JT L,(u) 
i=1 


eine Form in wu, die mit allen ihren Konjugierten in bezug auf 
K(u%, ...,u) iibereinstimmt. Daraus folgt, daB eine gewisse Potenz 
von G(u) eine Form mit Koeffizienten aus K (u®,..., w”) ist, und wenn 
man diese noch mit einem geeigneten Polynom aus K[w, ..., «| multi- 
pliziert, so bekommt man eine Form in uv) mit Koeffizienten aus K [u, ..., u”], 
die nur durch Potenzprodukte der Z,(u) teilbar ist. Da je zwei solche 
Formen einen gemeinsamen Faktor haben, der wieder eine solche Form 
ist, so gibt es eine bis auf einen konstanten Faktor aus K eindeutig be- 
stimmte Form F(u), die diese Eigenschaft besitzt und als Polynom aus 
K{u™, uw, ..., w”] irreduzibel ist. Diese Form wird die zugeordnete Form 
von M genannt, und ihr Grad heiBt der Grad von M*). 

1) Fir den Beweis siebe B. L. v. d. Waerden, ZAG. V, Math. Annalen 110, S. 140. 

2) Die Anzahl der verschiedenen Schnittpunkte p, die bisher immer als Grad 
von M bezeichnet wurde, sollte man besser den reduzierten Grad nennen. Im Fall 


eines vollkommenen Grundkérpers K ist F (u“) — @ (u) und der Grad gleich dem 
reduzierten Grad. 


Mathematische Annalen. 113. 45 
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Es ist klar, da8 zwei verschiedene irreduzible Mannigfaltigkeiten nicht 
dieselbe zugeordnete Form besitzen kénnen. Denn man kann durch Faktor- 
zerlegung aus der zugeordneten Form einen allgemeinen Punkt der irredu- 
ziblen Mannigfaltigkeit erhalten, und zwei irreduzible Mannigfaltigkeiten 
miissen gleich sein, wenn sie einen gemeinsamen allgemeinen Punkt haben. 

Die zugeordnete Form F(u) = F(u, u®, ..., uw) einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit, die definitionsgema8 homogen in u® ist, ist aber auch 
homogen in den iibrigen wu, und zwar von demselben Grad wie in wu. 
Das folgt daraus, da8 die u-Resultante D(u) von f,,1,,1,,...,1, mit der 


hinzugenommenen Linearform |, = su? z; auch eine Form in u® mit 
j=o 

Koeffizienten aus K{u),.... uw] ist, die nur durch Potenzprodukte der 
L,(u) teilbar ist. Diese u-Resultante D(u) ist nun aber der gréfte 
gemeinsame Teiler des Resultantensystems von /,,/,,1,,...,/,, und muB 
daher von derselben Beschaffenheit in bezug auf alle wu sein; genauer: 
D wird bei Vertauschung von irgend zwei u® héchstens um einen kon- 
stanten Faktor aus K geandert. Wegen der Irreduzibilitét von F mu8 
D bis auf einen Faktor aus K[u), ..., uw] eine Potenz von F sein. Dieser 
Faktor kann aber nur eine Konstante aus K sein. Denn wenn D(u) 
einen von uw freien, aber etwa von u abhiangigen Faktor besiBe, so 
wiirde D(u) wegen der Symmetrie auch einen von wu” freien, aber von 
u® abhingigen Faktor besitzen. Dieser Faktor kénnte wieder nur eine 
Potenz von F sein, also ware F von u™ und ebenso von u®),..., u” 
unabhingig, was offenbar absurd ist. Also ist D(u) eine Potenz von F. 
Folglich ist F auch von derselben Beschaffenheit in bezug auf alle u®, 
insbesondere homogen von demselben Grad in bezug auf alle u. 

Eine beliebige rein r-dimensionale algebraische Mannigfaltigkeit M 
ist eine Summe von endlichvielen r-dimensionalen irreduziblen Mannig- 
faltigkeiten M,, M,,...,M,, wobei jede Mannigfaltigkeit M,; mit einer 
beliebigen Vielfachheit oder Multiplizitét n; versehen werden mége. Die 
zugeordnete Form von M, sei F,(u, u™,...,u™) vom Grade g, Dann 
heiBt . 

F(u, wu, ..., 0) = JJ F,(u, u™, ..., a)" 
i=1 

die zugeordnete Form von M und ihr Grad g = 3'n,g,; der Grad von M. 
Es ist klar da auch hier, wie bei irreduziblen Mannigfaltigkeiten, eine 
Mannigfaltigkeit durch ihre zugeordnete Form eindeutig festgelegt ist. 
Die Form ist homogen vom selben Grad in bezug auf alle uv. Im fol- 
genden werden Formen, die homogen von demselben Grade g in bezug 
auf alle wu sind, kurz als Formen vom Grade g aus K([u®, u”,..., uw] 
bezeichnet. 
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Jetzt wird gefragt, welche die Bedingungen sind, denen eine beliebig vor- 
gegebene Form vom Grade g aus K[u, u®, ..., uw] geniigen muB, damit 
sie die zugeordnete Form einer r-dimensionalen Mannigfaltigkeit ist. Die 
Antwort wird durch den folgenden Satz gegeben. 

Satzl. Damit eine Form F(u,u™,...,u™) vom Grade gq aus 
K [u® wv, ..., uw] die zugeordnete Form einer r-dimensionalen algebraischen 
Mannigfaltigkeit ist, ist notwendig und hinrewhend, daB die folgenden Be- 
dingungen erfiillt sind: 

1. F(u) = F(u, uv, ..., u), betrachtet als Form in u, zerféllt 
in einem Erweiterungskérper von K(u™, ..., uw) vollstdindig in Linearfaktoren: 
F(w) = IT L,(u) = 11 (Ep? w). 

i=1 i 


i=1j=0 

2. L,(u™) = 0 fer 1 = 1,2,...,.9; Bae l,...f. 

3. Sind vm), oo oy OH (7 = 0,1, ..., n) Elemente irgend eines Erweiterungs- 
kérpers von K(p) und ist L,(v™) = 0 fiir k =1,...,r (alles fiir ein 
festes i), so ist F(u, uo, ...,v) als Form in u®™ durch L,(u) teilbar. 

Beweis. Zuniachst ist zu bemerken, daB man sich auf den Fall be- 
schranken kann, wo die Form F irreduzibel ist. Der allgemeine Fall laBt 
sich namlich auf diesen Fall zuriickfiihren, indem man die Form F in 
ihre irreduziblen Bestandteile zerlegt. Denn gelten die obigen drei 
Bedingungen fiir eine Form F, so gelten sie fiir jeden ibrer Bestand- 
teile, und umgekebrt. Fiir 1. und 2. ist dies ohne weiteres klar. Fiir 
3. sieht man es so. F, sei ein irreduzibler Faktor von F, dessen Zer- 
legung in Linearfaktoren laute 

F,= il L,(u). 
i=1 
Bedingung 3. sei fiir F erfiillt; wir wollen zeigen, daB 3. auch fiir F, 
erfiillt ist. Die v® seien also Lésungen des linearen Gleichungssystems 
(1) L,(v®) = 0 (k =1,...,7) 
fiir ein festes i (1 <= i < g’). Aus der Theorie der linearen Gleichungen 
entnehmen wir, da8 alle Lésungen dieses Gleichungssystems durch Para- 
meterspezialisierung aus einer allgemeinen Lésung entstehen, in welche 
gewisse unbestimmte Parameter linear eingehen. Eine spezielle Lésung 
dieses Gleichungssystems ist nach 2. +“ = uv, Wir haben nun zu be- 
weisen, daB F, (u,v, ...,v™) durch L,(u™) teilbar ist, wenn v die 
allgemeine Lésung des erwihnten linearen Gleichungssystems ist. Nach 
Voraussetzung ist ¥ (u,v, ..., v) durch L,; (uw) teilbar; folglich muB8 
wenigstens ein irreduzibler Faktor von F durch L,(u) teilbar sein. 
Dieser Faktor sei F,. Die Teilbarkeit bleibt erhalten, wenn man die in 
der allgemeinen Lésung v steckenden unbestimmten Parameter so spezi- 
45* 
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alisiert, daB v® in u® iibergeht. Also hat F,(u, u,...,u”) mit 
F,(u, wu, ..., uw) einen Faktor L,;(w) gemeinsam. Da aber F, und F, 
beide irreduzibel sind, so folgt F, = F, (bis auf einen konstanten Faktor). 
Also ist F,(u®, v™,...,v%) durch L,(u) teilbar, womit 3. fiir F, be- 
wiesen ist. 

Jetzt sei F irreduzibel. Die g Punkte p™,..., p sind dann in be- 
zug auf K(u®,..., uw) zueinander konjugiert. Folglich gibt es dann eine 
irreduzible Mannigfaltigkeit M, die alle p als allgemeine Punkte besitzt. 
Wegen 2. schneidet ein allgemeiner (mn — r)-dimensionaler linearer Unter- 
raum S,, mit den Gleichungen 

Su” 2, = 0 (- = 1,...,9) 

j=o 
die Mannigfaltigkeit M in mindestens g allgemeinen Punkten. Die Be- 
dingung 3. besagt nun, da8 S,, keinen weiteren allgemeinen Punkt von 
M enthalt. Denn wenn S,_, einen allgemeinen Punkt g = (g,, 9,, ---, dn) 
von M enthilt, so gibt es wegen der algebraischen Aquivalenz der allge- 
meinen Punkte einen Isomorphismus, der den Kérper K (q) in K (p) iiber- 
fiihrt. Dieser l48t sich zu einem Isomorphismus von K (q, u, ..., uw”) mit 
einem Kérper K(p, v, ..., v) fortsetzen. Die Relationen ¥ uj" g; = 0, 
die aussagen, da8 der Punkt qg in S,_, liegt, bleiben beim Isomorphismus 
erhalten; also gilt fiir k = 1, 2,...,7 


20 oder L,(v™) = 0. 


Daraus folgt wegen 3., daB F(u®, v®, ..., v™) durch L;(u) teilbar ist. 
Wendet man nun den obigen Isomorphismus in umgekehrter Richtung an, 
so folgt, daB F(u,u™,...,u”) durch ¥ us” 9; teilbar ist, d. h. wegen 
1., daB g mit einem der Punkte p zusammenfillt. 

Da nun ein allgemeiner (nm — r)-dimensionaler linearer Unterraum nur 
endlichviele allgemeine Punkte aus M ausschneidet, mu8 M r-dimensional 
sein. Dab F die zugeordnete Form von M ist, ist jetzt leicht zu sehen. 
Denn die g Punkte p™,...,p sind wegen 2. nichts anderes als die 
g Schnittpunkte von M mit dem durch u, ..., uw” definierten aligemeinen 
S,—_,. F ist also eine Form in u® mit Koeffizienten aus K[u™, ..., wu”), 
die nur durch Potenzprodukte der ZL, teilbar und als Polynom aus 
K[u, w, ..., uw”) irreduzibel ist, d. h. nach Definition die zugeordnete 
Form von M. 

DaB die Bedingungen 1. und 2. fiir die zugeordnete Form einer 
Mannigfaltigkeit M auch notwendig sind, folgt sofort aus der Definition 
der zugeordneten Form. Da8 3. auch notwendig ist, sieht man so. Es 
geniigt offenbar, 3. zu beweisen fiir den Fall, daB vy” die a ine 
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Lésung des Gleichungssystems (1) bilden. In dem Fall sind die vf” alge- 
braisch-unabhangige GréBen. Denn man kann, wie oben schon bemerkt, 
aus der allgemeinen Lésung v durch Parameterspezialisierung die speziellere 
Lésung u bilden, und sogar die u{" sind noch algebraisch-unabhingig, 


weil unbestimmt. Also gibt es einen Isomorphismus K(v", ..., v®) 
= K(u™,..., uw), welcher v® in wu iiberfiihrt. Dieser Isomorphismus 
148t sich zu einem Isomorphismus K (v, ..., vo, p®) = K(u™, ..., uw, g) 
erweitern. Der Punkt q liegt auf Grund des Isomorphismus in allen 
Ebenen u,...,u” und auf M; daher ist g einer der Punkte p® und 
F (u, uw, ..., uw”) enthalt den Faktor Y q;u;”. Macht man nun den Iso- 


morphismus wieder riickgangig, so folgt die Behauptung, daB F (u,v, ..., v) 
durch L,(u) teilbar ist. 


Jetzt werden wir zeigen, daB die im obigen Satz aufgestellten Be- 
dingungen sich durch homogene algebraische Relationen zwischen den 
Koeffizienten a, der Form ausdriicken lassen. Der Gedankengang ist 
dabei folgender: Zunichst zeigen wir, daB die Bedingungen 1., 2., 3. sich 
durch homogene algebraische Relationen zwischen den a,, den u und 
den Koeffizienten pj? der Linearfaktoren LZ, von F ausdriicken lassen, 
sodann eliminieren wir die p;” aus diesen Bedingungen, und schlieBlich 
verlangen wir, daB die entstehenden Bedingungen identisch in den wu," 
erfiillt seien. 

Um die Bedingung 1. durch homogene algebraische Relationen aus- 
zudriicken, setzen wir an 


F (u,v, ...,w) = 9 T(E pus), 
i=1 j=0 
vergleichen die Koeffizienten der Potenzprodukte der uj” links und rechts: 


pr (u, ..., uw) = o ye(p, ..., pm) 
und eliminieren schlieBlich den Faktor 9, wodurch die Gleichungen homogen 
werden: 
(2) Pe Vi — Pi Pr = O. 

Die Bedingung 2. hat von selbst schon die Gestalt eines homogenen 
Relationensystems: 


(3) J pu? =0 (@=1. ,g; k=1,...47f). 
j=o 


Die Bedingung 3. muB vorher auf eine etwas andere Form gebracht 
werden. Die Aussage, daB F(u®, v™, ..., v™) durch die Linearform L, (u) 
teilbar ist, ist gleichbedeutend mit der anderen, daB alle Nullstellen der 
Linearform zugleich Nullstellen’ von F(u, v,...,v™) sind, d.h. dab 
aus L,(v) =0 folgt F(v, o,...,v%) = 0. Demnach ist die Be- 
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dingung 3 gleichwertig mit der folgenden Bedingung: Sind v™, vo, ..., u 
aus einem Erweiterungskérper von K(p) entnommen und ist L;(v) = 0 
fir k= 0,1,...,7, 30 ist F(v, o™, ..., vo) = 0. 
Die allgemeine Lésung des linearen Gleichungssystems 
L,(v) = Ep, =0 
j= 0 

lautet ; 

% =~ SP» Sj = — S15. 

=0 


Also ist die Bedingung 3 auch gleichbedeutend mit der folgenden Forde- 


rung: Sind si? = — si; (k = 0,...,7; j, 1 = 0,..., ) lauter neue Unbe- 


stimmte und setzt man vy = Zs? pr (k = 0,1,..., 7), so wird 
(4) F (ve, vo, ..., vo) = 0. 


Setzt man nun vy” = ¥ s\? pi’ in diese Gleichung wirklich ein und ver- 
gleicht die Koeffizienten der neuen Unbestimmten auf beiden Seiten, 
so erhilt man ein System von homogenen Bedingungsgleichungen 


(5) 2, (2,, 7°) = 9. 


Demnach sind die Bedingungen 1., 2., 3. mit den Gleichungen (2), (3), (5) 
gleichbedeutend. Betrachtet man diese nun als Gleichungen zur Be- 
stimmung der p? und stellt die Bedingungen fiir ihre Lésbarkeit auf, so 
erhilt man ein System von homogenen Gleichungen in a,, u™,..., u. 
Ordnet man schlieBlich diese nach Potenzprodukten der Unhestimmten uj” 
und setzt die Koeffizienten der einzelnen Potenzprodukte Null, so erhilt 
man ein System von homogenen Bedingungsgleichungen fiir die a, allein. 

Damit ist bewiesen: 

Satz 2: Notwendig und hinreichend dafiir, dag eine Form F vom 
Grade g aus K[u, u,..., u™] die zugeordnete Form einer Mannigfaltig- 
keit M vom Grade g und der Dimension r ist, ist ein System von homo- 
genen Bedingungsgleichungen fiir die Koeffizienten der Form F. 

In dem einfachsten Spezialfall, wo die Maunnigfaltigkeit M eine ge- 
rade Linie des Raumes S, ist, lautet die Form F 


F = 2 p,; uy? uj”. 
Ihre Koeffizienten sind die Pliickerschen Koordinaten p,; der Geraden M. 
Die Umformung der Bedingungen 1., 2., 3. in der oben angegebenen Weise 
ergibt ein System von kubischen Relationen zwischen den p,;, welche 
natiirlich den bekannten linearen und quadratischen Relationen 
Pig = —Pjir Pig Pert Pex Pig + Pir Pie = 0 
aquivalent sein miissen. 








Zur algebraischen Geometrie. IX. 699 


Wie man aus den Gleichungen einer Mannigfaltigkeit die zugeordnete 
Form erhilt, nimlich durch Bildung des Resultantensystems aus diesen 
Gleichungen und r + 1 allgemeinen linearen Gleichungen, haben wir anfangs 
schon erértert. Wir untersuchen nun, wie man umgekehrt aus der zu- 
geordneten Form die Gleichungen der Mannigfaltigkeit erhalten kann. 

Satz 3: Die Gleichungen f,(y) = 0 einer r-dimensionalen Mannig- 
faltigkeit M werden erhalten, indem man in der zugeordneten Form F (u ,..., u) 
fiir die ui? die GréBen 

w (gf)  _ ib 


n 
(k) 
my = Lys (81 = — 81;) 
j=o 


einsetzt und die erhaltene Form G(y,s) identisch in den s;, gleich Null setzt. 

Beweis: Es geniigt offenbar, den Fall einer irreduzivlen Mannig- 
faltigkeit M zu betrachten. Daf die Gleichung G(y,s) = 0 fiir einen 
allgemeinen Punkt y = p der Mannigfaltigkeit tatsichlich erfiillt ist, das 
besagt gerade die in (4) umgeformte Bedingung 3. Ist sie aber fiir 
einen allgemeinen Punkt erfiillt, so auch fiir jeden speziellen Punkt y. 

Nun sei umgekehrt G(y,s) = 0, d. h. F(v, o,....0%) = 0 fiir 
vs) = 5 Yj 81. Wir kénnen die s‘; beliebig spezialisieren, also fir v“ 
irgend (r 4-1) Hyperebenen durch den Punkt y wihlen. Wir kénnen 
diese r+ 1 Hyperebenen so wiahlen, daB sie mit der r-dimensionalen 
Mannigfaltigkeit M keinen Punkt auBer y gemeinsam haben. Denn: man 
kann die erste Ebene so wihlen, daB die einen beliebigen Punkt 
von M nicht enthalt, also mit M nur einen (r — 1)-dimensionalen Durch- 
schnitt M’ hat; sodann kann man die zweite Hyperebene v®) so wahlen, 
daB sie je einen beliebigen Punkt in jedem irreduziblen Bestandteil von M’ 
nicht enthalt, also mit M’ nur einen (r — 2)-dimensionalen Durchschnitt 


hat, usw. Nun ist F(v, o,...,.0%) = 0, und F(v, o,..., 0) ist 
ein Teiler des Resultantensystems der Gleichungen von M und der Glei- 
chungen der Hyperebenen v,..., v'); also ist dieses Resultantensystem 


Null. Es gibt somit einen gemeinsamen Punkt von M und den Hyper- 
ebenen v,...,0%, welcher auf Grund der Wahl dieser Hyperebenen 
nur der Punkt y sein kann. Folglich ist y ein Punkt von M. 


§ 2. 
Algebraische Systeme von Mannigfaltigkeiten. 

Die zugeordnete Form einer Mannigfaltigkeit M wird durch die 
Gesamtheit ihrer Koeffizienten a, gegeben. FaBt man diese als Koordinaten 
eines Punktes a in einem Bildraum % auf, so entspricht jeder Mannig- 
faltigkeit M genau ein Bildpunkt a und umgekehrt. Unter einem alge- 
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braischen System von Mannigfaltigkeiten M verstehen wir nun eine solche 
Menge von Mannigfaltigkeiten M, deren Bildmenge in 8 eine algebraische 
Mannigfaltigkeit ist. 

Nach Satz 2 bilden alle Mannigfaltigkeiten M (von gegebener Dimen- 
sion und gegebenem Grad) ein algebraisches System. In derselben Weise 
kann man beweisen, daB alle Mannigfaltigkeiten M, die auf einer ge- 
gebenen Mannigfaltigkeit M, in S, liegen, ein algebraisches System bilden. 
Man braucht zu dem Zweck nur in dem Beweis von Satz 2 zu den 
Gleichungen (2), (3), (5) diejenigen Gleichungen hinzuzufiigen, die aus- 
sagen, daB die Punkte p™,...,p simtlich auf M, liegen. Sind die 
Koordinaten von M, bekannt, so kann man diese Gleichungen fiir 
p™,...,p nach Satz 3 ohne weiteres aufstellen. Eliminiert man dann 
wie im Beweis von Satz 2 aus dem gesamten Gleichungssystem die 
Koordinaten von p™, ..., p™, so erhilt man ein System von algebraischen 
Relationen zwischen den Koordinaten von M und denen von M,, welche 
ausdriicken, daB M auf M, liegt. 


Ist S ein algebraisches System von Mannigfaltigkeiten M in S,, so 
gibt es stets eine algebraische Korrespondenz zwischen einer algebraischen 
Mannigfaltigkeit 2 und dem Raum S,, in welcher jedem Punkte z von 2 
alle Punkte einer Mannigfaltigkeit M(z) von S entsprechen, derart, da, 
wenn z die Mannigfaltigkeit 2 durchliuft, M(z) das ganze System S 
durcblaiuft. Man kann fiir 2 nimlich die Bildmannigfaltigkeit des Systems S 
im Bildraum %$ wahlen; der Punkt z ist dann der Bildpunkt a von M 
und die Gleichungen der Korrespondenz sind diejenigen Gleichungen, 
welche nach Satz 3 einen Punkt y von M mit den Koordinaten a, 
verbinden. 

Eliminiert man die Koordinaten a, aus diesen Gleichungen, so folgt, 
daB jedes algebraische System von Mannigfaltigkeiten M eine T'rdger- 
mannigfaltigket T besitzt, welche von den Mannigfaltigkeiten M ganz 
iiberdeckt wird. T ist die Bildmannigfaltigkeit von 2 in der obigen 
Korrespondenz. 

Wir fragen nan, inwieweit auch umgekebrt jede Korrespondenz & 
zwischen zwei Mannigfaltigkeiten 2 und T ein algebraisches System von 
Mannigfaltigkeiten I auf der Traigermannigfaltigkeit T definiert, derart, 
da8 den einzelnen Punkten von £& in der Korrespondenz gerade die 
einzelnen Mannigfaltigkeiten M des Systems entsprechen. Wir kénnen 
uns dabei auf irreduzible Korrespondenzen & beschrinken. & und T sind 
dann auch irreduzibel. Nach der allgemeinen Theorie der Korrespondenzen 
entspricht jedenfalls jedem Punkt x von 2 eine algebraische Mannig- 
faltigkeit T, auf T. Diese Mannigfaltigkeiten T, bilden aber keineswegs 
immer ein algebraisches System, denn es kénnen unter ihnen bekanntlich 
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Mannigfaltigkeiten von verschiedenen Dimensionen vorkommen (vgl. das 
Beispiel am Schlu8). Aber auch wenn alle T, dieselbe Dimension haben, 
bilden sie noch nicht immer ein algebraisches System, denn es kann 
noch vorkommen, da8 einzelne T, einen héheren Grad haben als andere. 
Verbindet man z. B. alle Punkte einer ebenen Kurve dritter Ordnung C’, 
die einen Knotenpunkt O besitzt, mit dem Punkt O, so erhilt man eine 
Korrespondenz, in welcher einem allgemeinen Punkt von C* eine Gerade, 
dera Knotenpunkt O aber zwei Geraden (die Doppelpunktstangenten) 
entsprechen. Man mu8 also einschrinkende Voraussetzungen machen, 
damit die YT, ein algebraisches System bilden. Und zwar gilt der 
folgende Satz: 


Satz 4: Wenn jedem Punkt a: von 2 in einer irreduziblen Korre- 
spondenz K eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit T, von Punkien auf T 
entspricht und wenn 2 keine mehrfachen Punkte enthilt, so bilden die Bild- 
mannigfaltigkeiten T, ein algebraisches System, vorausgesetzt, daB man thre 
irreduziblen Bestandteile jeweils mit den in ZAG. VI, § 4 eben fiir diesen 
Fall definierten Multiplizitdten zéhlt. 

Dabei wird der Grundkérper K, wie iibrigens auch in ZAG. VI, als 
vollkommen vorausgesetzt. 

Beweis: Wir gehen von einem allgemeinen Punkt ¢ von 2 und der 
zugeordneten Mannigfaltigkeit T: aus. Um ihre zugeordnete Form zu er- 
halten, hat man die Schnittpunkte p™, ...,p von T: mit r allgemeinen 
Hyperebenen wu), ..., uw zu bestimmen und das Produkt 


a) F(w) = @ IT Liu) = 0 IT ( Epi”) 


zu bilden. Die Beziehungen zwischen den a,, den wv und p® werden 
nach § 1, Gleichung (2), durch ein System von homogenen Relationen 


(2) H(u,...,u,a,,p,...,p%) = 0 


ausgedriickt, welche der Gleichung (1) aquivalent sind. 


Geht man nun durch relationstreue Spezialisierung von dem all- 
gemeinen Punkt & zu einem speziellen Punkt z und von 7; zu T, iiber, 
so werden die Vielfachheiten der irreduziblen Bestandteile von T, nach 
ZAG. VI, § 4 dadurch gefunden, daB man T, wieder mit den allgemeinen 
Hyperebenen u™,..., u”) schneidet und zusieht, wie die p relationstreu 
in gewisse Schnittpunkte ¢ iibergehen. Die Vielfachheit eines Bestand- 
teils von T, ist dann die Zahl, die angibt, wie oft ein Schnittpunkt 
dieses Bestandteils mit den Hyperebenen unter den Punkten g vor- 
kommt. Erweitert man nun diese relationstreue Spezialisierung durch 
eine dazu passende Spezialisierung a, + aj, so bleiben bei dieser Speziali- 
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sierung die Relationen (2), also auch die Zerlegung (1) erhalten. Die 
Vielfachheiten der Bestandteile von T, sind also gleich den Vielfachheiten, 
mit denen ihre zugeordneten Formen in der Zerlegung der zugeordneten 
Form F’ (uw) mit Koeffizienten a, vorkommen. Das heifBt aber, die 
spezialisierten a, sind genau die Koordinaten der spezialisierten Mannig- 
faltigkeit T,. 

Nun wird aber durch das allgemeine Punktepaar (&,a) eine irre- 
duzible Korrespondenz zwischen 2 und dem Bildraum % erzeugt. Die 
einzelnen Punktepaare (z,a’) dieser Korrespondenz sind genau diejenigen, 
welche durch relationstreue Spezialisierung aus dem allgemeinen Punkte- 
paar (f,a) entstehen. Die Punkte a’, die in dieser Korrespondenz vor- 
kommen, bilden eine algebraische Mannigfaltigkeit & im Bildraum %. 
Also bilden die Mannigfaltigkeiten T, ein algebraisches System in unserem 
Sinne. 

Lat man die Voraussetzungen, daB & keine mehrfachen Punkte 
enthalt und daB jedem einzelnen Punkte x von 2 eine genau r-dimen- 
sionale Mannigfaltigkeit T, entspricht, fallen, so bleibt nur der letzte 
Teil des Beweises in Kraft. Es gibt demnach auch dann eine irre- 
duzible Korrespondenz, deren allgemeines Punktepaar (£,a) ist und in 
welcher jedem speziellen Punkt z von £& eine oder mehrere, eventuell 
auch unendlichviele Punkte a’ entsprechen. Zu jedem solchen Punkt a’ 
gehért eine Mannigfaltigkeit M(a’) von der Dimension r, und wir kénnen 
zeigen, daB die Vereinigungsmenge dieser Mannigfaltigkeiten M (a’) genau 
die Mannigfaltigkeit T, ist. Ist namlich y ein Punkt von T,, so ist 
(x, y) eine relationstreue Spezialisierung des allgemeinen Punktepaares (£, 7) 
der Korrespondenz & und diese lat sich erginzen zu einer relations- 
treuen Spezialisierung (f,,a) > (z, y,a’), wobei a’ der Bildmannigfaltigkeit U 
angehért und wobei insbesondere diejenigen algebraischen Relationen 
erhalten bleiben, die ausdriicken, daB 7 auf M (a) liegt. Also liegt y auf 
der Mannigfaltigkeit M(a’). Umgekebrt liegen alle Punkte von M (a’) 
auch auf T,, denn diejenigen algebraischen Relationen zwischen é und a, 
welche ausdriicken, daB M (a) auf T: liegt, bleiben bei der Spezialisierung 
&— 2, a->a’ erhalten. 

Damit ist bewiesen: 

Satz 5. Wenn in einer irreduziblen Korrespondenz zwischen 2 
und I einem allgemeinen Punkt — von 2 eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit 
M (a) auf Z entspricht, deren Bildpunkt a sei, so definiert das allgemeine 
Punktepaar (€,a) eine irreduzible Korrespondenz zwischen 2 und einem 
Bildraum &U in B, welche jedem speziellen Punkt x einen oder mehrere 
Punkte a’ zuordnet, zu denen Mannigfaltigkeiten M(a’) gehéren, deren 
Vereinigungsmenge gerade diejenige Mannigfaltigkeit I, ist, die dem Punkt x 
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in der Korrespondenz & entspricht. Die Mannigfaltigkeiten M(a’) bilden 
ein irreduzibles algebraisches System G. 

Wenn durch irgendeine Vorschrift dem allgemeinen Punkt ¢ einer 
Mannigfaltigkeit 2 ein Punkt 7 mit Koordinaten aus K(é) zugeordnet 
wird, und wenn 7 der allgemeine Punkt einer Mannigfaltigkeit ist, so 
werden wir des geschmeidigen Ausdrucks wegen folgende Ausdrucksweise 
benutzen: ,,Wenn & die ganze Mannigfaltigkeit 2 durchliuft, so durchlauft 
» die Bildmannigfaltigkeitt KN. Gemeint ist damit der folgende prizise 
Sachverhalt: (&,) ist das allgemeine Punktepaar einer irreduziblen 
Korrespondenz zwischen 2 und ®, und diese Korrespondenz ordnet jedem 
Punkt von 2 mindestens einen Punkt von N und umgekehrt jedem Punkt 
von §& mindestens einen Punkt von & zu. 


Allgemeiner: Wenn durch irgendeine Vorschrift dem allgemeinen 
Punkt é einer Mannigfaltigkeit 2 eine r-dimensionale Mannigfaltigkeit M: 
zugeordnet ist, deren Gleichungen dem Kérper K(&) angehéren, und wenn 
M: das allgemeine Element eines algebraischen Systems SG von Mannig- 
faltigkeiten ist, so werden wir folgende Ausdrucksweise benutzen: ,,Wenn & 
die ganze Mannigfaltigkeit 2 durchlduft, so durchliuft M: das System S“. 
Ist ZT die Trigermannigfaltigkeit von GS, so werden wir auch sagen: 
Me durchléuft T“. Mit der ersten Aussage ist gemeint, daB es eine 
irreduzible Korrespondenz zwischen 2 und GS gibt, welche dem allgemeinen 
Punkt € die Mannigfaltigkeit M: und jedem speziellen Punkt von 2 
mindestens eine Mannigfaltigkeit M des Systems S zuordnet. Ordnet 
man weiter jeder Mannigfaltigkeit M alle Punkte von M zu, so erhilt 
man eine Korrespondenz zwischen G und der Triagermannigfaltigkeit T. 
Die beiden Korrespondenzen werden, wenn a, die Koordinaten einer 
Mannigfaltigkeit M von GS, z die Koordinaten eines Punktes von 2 
und y, die eines Punktes von T sind, durch Gleichungen 


f,(z,a) = 0 bzw. g,(a,y) = 0 


gegeben. Eliminiert man die a, aus diesen Gleichungen, so erhilt man 
eine Korrespondenz & zwischen 2 und T, welche einem Punkte = alle 
Punkte y aller zugeordneten Mannigfaltigkeiten des Systems S zuordnet. 
Diese Korrespondenz & steht somit zum System S genau in der durch 
Satz 5 dargelegten Beziehung. 

Das folgende Beispiel mége die eben eingefiihrte Sprechweise sowie 
den Satz 5 erliutern. Gegeben seien im Raum S, zwei windschiéfe 
Geraden g, hk und eine Ebene 2, welche g und h in G und H schneidet. 
Durch einen allgemeinen Punkt § von & geht eine und nur eine 
Gerade M:, welche g und A -schneidet.’ Durchliuft € nun die ganze 
Ebene, so durchliuft M; die ganze Geradenkongruenz mit den Leit- 
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strahlen g,h. Das hei®t, M; ist das allgemeine Element dieser Kongruenz. 
Jedem Punkte z von 2 entspricht eine einzige Gerade der Kongruenz 
mit Ausnahme der Punkte G und H, denen je ein ganzes Geraden- 
biischel entspricht. Ordnet man nun jedem Punkt z von @& alle 
Punkte y zu, die mit z zusammen auf irgend einer g und h treffenden 
Geraden liegen, so erhilt man eine Korrespondenz & zwischen 2 und S,, 
in welcher die einem willkiirlichen Punkt z von & entsprechenden 
Punkte y im allgemeinen eine Gerade bilden. Die dem Punkte G 
oder H entsprechenden Punkte y bilden aber keine Gerade, sondern je 
eine Ebene, welche die Vereinigungsmenge der durch G bzw. H gehenden 
Kongruenzstrahlen ist, wie es nach Satz 5 auch sein mu3. 


(Eingegangen am 24. 5. 1936.) 











Zur algebraischen Geometrie. X. 
Uber lineare Scharen von reduziblen Mannigfaltigkeiten. 


Von 


B. L. van der Waerden in Leipzig. 





Ein bekannter Satz von Bertini') iiber lineare Scharen von redu- 
ziblen ebenen Kurven, der vun Enriques*) auf lineare Scharen von Kurven 
auf algebraischen Flichen iibertragen wurde, besagt, daB die Kurven 
einer linearen Schar, deren allgemeine Kurve reduzibel ist (oder auch: 
deren simtliche Kurven reduzibel sind) entweder eine feste Kurve als 
Bestandteil enthalten, oder aus Kurven eines (nicht notwendig linearen) 
Biischels zusammengesetzt sind. 

Analysiert man den Beweis dieses Satzes, so zeigt sich, daB in ihm 
von folgender Tatsache Gebrauch gemacht wird: Hangt eine reduzible 
Kurve C rational von irgendwelchen Parametern ab, so hingen ihre irre- 
duziblen Bestandteile algebraisch von diesen Parametern ab. 

So selbstverstindlich dieser Satz erscheinen mége, so ist doch ein 
Beweis erforderlich. Ich bin Herrn Finsler zu Dank verpflichtet, daB er 
mich darauf aufmerksam gemacht hat. Ich werde hier (§ 1) diesen Be- 
weis dadurch erbringen, daB ich allgemein zeige, da die absolut-irredu- 
ziblen Bestandteile einer algebraischen Mannigfaltigkeit algebraisch von 
den Koeffizienten der Gleichungen dieser Mannigfaltigkeit abhangen (Satz 1). 
Diese Tatsache wird zuriickgefiihrt auf die entsprechende Tatsache fiir 
reduzible Polynome, welche ihrerseits direkt aus einem Satz von Kro- 
necker*) folgt. Ich werde den Beweis aber so formulieren, da8 die Kennt- 
nis des Satzes von Kronecker zum Verstiindnis des Beweises nicht er- 
forderlich ist. 

In § 2 werden einige allgemeine Begriffe und Siatze erértert, die sich 
auf algebraische Kurvensysteme auf einer irreduziblen Fliche beziehen, 
insbesondere der Begriff des Grades einer linearen Kurvenschar. 

In §3 wird dann der Satz von Bertini-Enriques bewiesen. In § 4 
gehe ich auf die Verallgemeinerung dieses Satzes auf lineare Scharen 


von M,_, auf M, ein, welche Verallgemeinerung wahrscheinlich nicht 
neu ist. 


') E. Bertini, Rendiconti R. Ist. Lombardo 15 (1882), S. 24—28. 

2) F. Enriques, Introduzione alla Geometria sopra le Superficie Algebriche, 
Mem. Soc. It. Sci. (3) 10 (1896), S: 22. 

3) L. Kronecker, Sitz.-Ber. Akad. Berlin 37 (1883), S. 957. 
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§ 1. 
Zerlegung von Mannigfaltigkeiten in absolut-irreduzible. 


Satz 1. Wenn eine algebraische Mannigfaltigkeit M, deren Gleichungen 
Koeffizienten aus dem Kérper K besitzen, bei einer Erweiterung von K in 
irreduzible Bestandteile M,,...,M, zerfallt, so kann man die Gleichungen 
von M,,...,M, so wihlen, daB thze Koeffizienten algebraisch in bezug 
auf K sind. Eine endliche Erweiterung von K geniigt, um M in absolut- 
irreduzible Mannigfaltigkeiten zu zerlegen, welche bei keiner Erweiterung 
mehr zerjallen. 

Beweis. Wir kénnen uns auf solche Mannigfaltigkeiten beschrinken, 
die in K irreduzibel sind. Die Zerlegung solcher Mannigfaltigkeiten in 
irreduzible in irgendeinem Erweiterungskérper kommt nach der voran- 
stehenden Abhandlung ZAG. IX, §1 auf die Zerlegung der zugeordneten 
Form F (u®, ..., uv”) der Mannigfaltigkeit M hinaus. Aus der Faktoren- 
zerlegung von F erhalt man namlich durch rationale Prozesse die Glei- 
chungen der irreduziblen Bestandteile von M. Alles kommt also darauf 
hinaus, die Behauptungen des Satzes 1 fiir Formen F(u,, ..., u,,) zu be- 
weisen, welche bei Erweiterung des Grundkérpers in Faktoren F,F,...F, 
zerfallen. 


Durch die Kroneckersche Substitution 
u, = i (k = 1,2,...,n—1), 


wobei g gréBer als der Grad der Form F gewahit wird, werden F und 
F,,....F, in Polynome f,/,,...,f, eimer Verinderlichen ¢ verwandelt, 
welche genau dieselben Koeffizienten wie F,F,,...,F, haben und fiir 
welche die Zerlegung 

fi) =10... 40 


gilt. Nun wird aber unsere Behauptung selbstverstindlich, denn /(t) zer- 
fallt in einem endlichen Erweiterungskérper von K vollstindig in Linear- 
faktoren, aus denen sich dann die Faktoren /,, ..., /, rational zusammen- 
setzen. 

Der Begriff eines irreduziblen algebraischen Systems von Mannig- 
faltigkeiten M wurde in der vorangehenden Arbeit ZAG. IX erklart. Fiir 
solche Systeme gilt nun der folgende Satz: 

Wenn das allgemeine Element eines irreduziblen Systems von Mannig- 
faltigkeiten M zerfdllt, so zerfallen alle Mannigfaltigkeiten des Systems. 
Wenn aber das allgemeine Element M absolut-irreduzibel ist, so sind alle 
Mannigfaltigkeiten des Systems absolut-irreduzibel, héchstens mit Ausnahme 
der Elemente eines Teilsystems von niedrigerer Dimensionszahl. 
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Beweis. Das Zerfallen einer Mannigfaltigkeit M kommt auf das 
Zerfallen der zugeordneten Form F(u) hinaus. Zerfallt nun F(u) in Be- 
standteile von gegebenen Gradzahlen: 


F(u) = 0-G(u)- H (wu), 
so ergibt der Vergleich der Koeffizienten der Potenzprodukte der u rechts 
und links ein System von Bedingungen fiir die Koeffizienten a von F (u), 
b von G(u) und ¢ von H (u): 


a4%= OP (6, ¢). 
Elimination von o ergibt die homogenen Gleichungen 
a, 9, (b,c) — a, gp, (b,c) = 0. 
Elimination der homogenen Variablenreihen 6 und ¢ ergibt ein Gleichungs- 
system fiir die a allein‘): 
y, (a) = 0 

Ist dieses Gleichungssystem fiir das allgemeine Element einer irreduziblen 
Mannigfaltigkeit im a-Raum erfiillt, so fiir jedes Element dieser Mannig- 
faltigkeit. Ist es aber fiir das allgemeine Element nicht erfiillt, so kann 
es nur auf einer Teilmannigfaltigkeit von geringerer Dimension erfiillt sein. 


§ 2. 
Algebraische Systeme von Kurven auf einer Fliche, 

Ist auf einer festen irreduziblen Fliche ® eine Kurve C gegeben, in 
deren Gleichungen algebraische Funktionen von r unbestimmten Para- 
metern eingehen, so ist dadurch ein irreduzibles, héchstens r-dimensionales 
Kurvensystem |C| gegeben, dessen allgemeine Kurve C ist (vgl. ZAG. IX, 
§ 2). Lassen wir den Fall, wo das System nur aus endlichvielen kon- 
jugierten Kurven besteht, auBer Betracht, so kann die Trigermannig- 
faltigkeit des Kurvensystems nur die ganze Fliche ® sein. Durch jeden 
Punkt von ® geht also mindestens eine Kurve des Systems. Handelt 
es sich insbesondere um ein System von o' Kurven C (also um ein ein- 
dimensionales Kurvensystem), so geht durch einen allgemeinen Punkt 
von C eine endliche Anzahl h von Kurven C. Ist h = 1, so heiBt das 
System o!' ein Biischel. Ist das Biischel zugleich eine lineare Schar 
(vgl. ZAG VI, § 5), so spricht man von einem linearen Biischel. 

Ein irreduzibles algebraisches Kurvensystem (z. B. eine lineare Schar) 
heiBt zusammengesetzt aus einem Biischel, wenn die allgemeine Kurve C 
des Systems aus » Kurven des Biischels besteht. 


*) Vgl. E. Noether, Ein algebraisches Kriterium fiir absolute Irreduzibilitat, 
Math. Annalen 85 (1922), S. 26, sowie’ E. Fischer, Math. Annalen 94 (1925), S. 163, 
und B. L. van der Waerden, Proc. Kon. Acad. Amsterdam 29 (1926), S. 142. 
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Zerlegt man die allgemeine Kurve C eines irreduziblen algebraischen 
Kurvensystems in irreduzible Bestandteile und wahlt aus einem irredu- 
ziblen Bestandteil C’ einen allgemeinen Punkt P, so kénnen zwei Fille 
eintreten. P kann den Transzendenzgrad 2 haben, d.h. von zwei Para- 
metern abhingen; dann ist P ein allgemeiner Punkt der Flache @. 
Oder P kann den Transzendenzgrad 1 (iiber dem Grundkérper K) haben, 
also allgemeiner Punkt einer irreduziblen Kurve D sein. Da alle Punkte 
von C” relationstreue Spezialisierungen von P sind, gehéren sie alle zu D, 
und da D irreduzibel ist, ist C’ = D. Die allgemeine Kurve C des 
Systems enthalt in diesem Falle also einen festen (d. h. von den System- 
parametern unabhingigen) Bestandteil D. Wir sehen also: 

Wenn die allgemeine Kurve C eines irreduziblen algebraischen Kurven- 
systems |C| auf ® keine festen Bestandteile hat, so ist jeder allgemeine 
Punkt eines Bestandteils der allgemeinen Kurve C zugleich ein allgemeiner 
Punkt der Fliche ®. 

Unter dem Grad einer linearen Kurvenschar (oder allgemeiner eines 
irreduziblen Kurvensystems) auf einer Flache versteht man die Anzahl 
der Schnittpunkte von zwei unabhingig voneinander gewahiten allge- 
meinen Kurven der Schar auBerhalb der Basispunkte. 

Sind A, mw die unbestimmten Parameter der beiden allgemeinen 


Kurven und sind r, ... £ die Schnittpunkte (also g der Grad), so haben 
zwei spezielle Kurven C, und C, der Schar entweder einen Bestandteil 
gemeinsam, oder bei der Spezialisierung 2 > 7’, uw > yp’, zy erscheinen 
die Schnittpunkte y von C, und C, mit ganz bestimmten Multiplizitéten 
(Spezialisierungsmultiplizitaten) behaftet. Vollfiihrt man die Speziali- 
sierung in zwei Schritten, indem man zuerst 4+ 2’ und dann p —yp’ 
spezialisiert, und wendet man bei jedem Schritt den Satz 2 aus §5 der 
Arbeit ZAG. VI (Math. Annalen 110, 8S. 151) an, so folgt: Die Speziali- 
sierungsmultiplizitét eines Schnittpunktes y von C, und C,- ist gleich 
x + «8; Gij, 
J 


wobei «, die Vielfachheiten der Bestandteile A; der Kurve C; bei der 
Spezialisierung 2 -- 2’, 8, die der Bestandteile B; der Kurve C bei der 
Spezialisierung y->’ bedeuten, wiahrend o;; die Schnittmultiplizitat 
von y als Schnittpunkt von A; und B; ist und die Summation sich 
iiber diejenigen Bestandteile A, und B; erstreckt, welche den Punkt y 
enthalten. Also grob gesagt: Die Spezialisierungsmultiplizitat ist gleich 
der Schnittmultiplizitat der spezialisierten Kurven. Insbesondere folgt 
daraus, da8 die Spezialisierungsmultiplizititen aller Schnittpunkte y stets 
positiv sind. Diese Eigenschaft ist die einzige, die wir im folgenden 
brauchen; sie l4Bt sich auch leicht direkt beweisen (vgl. § 4). 
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§ 3. 
Der Satz von Bertini-Enriques. 

Der Beweis des verallgemeinerten Bertinischen Satzes iiber die line- 
aren Scharen von reduziblen Kurven wird wie bei Enriques®) in zwei 
Schritten gefiihrt. 

Satz 2. Eine lineare Schar |\C\| vom Grade Null ohne feste Bestand- 
teile ist aus einem Biischel (von irreduziblen Kurven) zusammengeselzt. 

Beweis. Die Kurven der Schar |C|, die durch einen allgemeinen 
Punkt P von @ gehen, bilden eine lineare Teilschar von der Dimen- 
sion r — 1, wenn die urspriingliche Schar die Dimension r hat. Je zwei 
Kurven C, C’ dieser Teiischar miissen eine Kurve K durch P gemeinsam 
haben, denn sonst hatte P als isolierter Schnittpunkt eine positive Multi- 
plizitét; was der Voraussetzung des Grades Null widerspricht. Nimmt 
man C’ fest, aber C als allgemeines Element der Teilschar an, so ist K 
als Bestandteil von C’ eine feste Kurve, unabhingig von den Parametern 
von C. Also ist K in allen Kurven der Teilschar als Bestandteil ent- 
halten. 

Ist nun P’ ein anderer Punkt von K (auBerhalb der Basispunkte 
der Schar |C|), so bilden die durch P’ gehenden Kurven der Schar |C| 
wieder eine lineare Schar von der Dimension r — 1, welche die vorige 
umfaBt, also mit ihr identisch sein mu8. Die durch P’ gehenden Kurven 
der Schar |C| haben also wieder die Kurve K miteinander gemeinsam. 

Die Kurve K mége in absolut-irreduzible Bestandteile K,, K,,... 
zerfallen. Wir wollen zeigen, daB jede dieser Kurven ein irreduzibles 
System X,, und zwar ein Biischel durchlauft. 

Wahlen wir aus der linearen Schar | C| ein lineares Biischel C, +- AC, 
ohne feste Kurve ans, so geht durch den allgemeinen Punkt P von ® 
genau eine Kurve des Biischels. Die Gleichungen der absolut-irreduziblen 
Bestandteile, in die C, + AC, zerfillt, also insbesondere die Gleichungen 
von K,, K,,... gehéren nach Satz 1 einem algebraischen Erweiterungs- 
kérper von K(A) an, hangen also algebraisch von nur einem Parameter / 
ab. Also durchlaufen K,, K,,... algebraische Systeme |K,|, |K,}|,... 
von je héchstens oo’ Kurven. 

Da das Biischel C, + 4C, keine feste Kurve enthilt, so enthilt auch 
das System |K,| keine festen Bestandteile. Daraus folgt erstens, daB das 
System |K,| wirklich eindimensional ist, und zweitens, daB die Triiger- 
mannigfaltigkeit des Systems die ganze Fliche ® ist. Durch jeden all- 
gemeinen Punkt P von ® geht also mindestens eine Kurve K, des 


5) Enriques-Campedelli, Lezioni sulla teoria delle superficie algebriche, Padova 
1932, § 9. 
Mathematische Annalen, 113. 46 
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Systems | K,|, ebenso mindestens eine Kurve K, von | K,| usw., insgesamt 
etwa h verschiedene Kurven K,. Dabei ist K, eine allgemeine Kurve 
des Systems |K,| (usw.), denn eine spezielle Kurve wiirde nicht durch 
den allgemeinen Punkt P gehen. Alle durch P gehenden Kurven C von 
|C| miissen (nach dem zweiten Absatz dieses Beweises) alle A Kurven K, 
enthalten. Das heiBt, es gehen mindestens h verschiedene Bestandteile 
jeder Kurve C durch den Punkt P. 

Nach §2 kann man nun den allgemeinen Punkt P insbesondere so 
bestimmen, daB man zuerst eine allgemeine Kurve C und auf einem be- 
liebigen Bestandteil von C einen allgemeinen Punkt P wihlt. Dieser 
Punkt P liegt natiirlich nur auf einem irreduziblen Bestandteil von C. 
Also muB kh = 1 sein. Das hei®t, es gibt nur ein einziges System | K,| 
und von diesem geht durch einen allgemeinen Punkt P nur eine Kurve. 
Demnach ist | K,| ein Biischel. Da weiter, wie wir sahen, die allgemeinen 
Punkte aller irreduziblen Bestandteile von C je einer in C enthaltenen 
Kurve K, angehéren, so ist C aus lauter Kurven K, zusammengesetzt. 


Satz 3. Eine lineare Schar |C|, deren allgemeine Kurve C reduzibel 
ist, ohne aber feste Bestandteile zu enthalten, hat den Grad Null und ist 
aus einem Biischel zusammengesetzt. 

Beweis. Es geniigt nach Satz 2, zu zeigen, daB die Schar den 
Grad Null hat. Zwei unabhangig gewahlte allgemeine Kurven C, und C, 
der Schar definieren ein lineares Biischel C,+ AC, und wir haben zu 
zeigen, daB jeder méglicherweise vorhandene Schnittpunkt von C, und C, 
ein Basispunkt der ganzen Schar |C| ist. 

Das lineare Biischel C,+ AC, hat (wie jedes lineare Biischel) den 
Grad Null und ist daher nach Satz 2 aus einem Biischel | X,| von irre- 
duziblen Kurven K, zusammengesetzt. Ist nun P’ ein Schnittpunkt von 
C, und C,, so gehen durch P’ alle o' Kurven C,+A0C,, also auch oo! 
Kurven K,, also alle Kurven des Systems |K,|, welches ja irreduzibel 
ist. Daraus folgt, daB alle Bestandteile der Kurve C,-+ AC, durch den 
Punkt P’ gehen, welcher daher ein mehrfacher Punkt dieser Kurve ist. 
Da nun C, und C, beide allgemeine Kurven von |C| waren, ist auch 
C, + AC, eine allgemeine Kurve von |C|, und eine solche hat nach einem 
bekannten Satz von Bertini*) auBerhalb der Basispunkte des Systems |C| 
und auBerhalb der mehrfachen Punkte der Fliche ® keine mehrfachen 
Punkte. Mithin ist P’ entweder ein Basispunkt von |C| oder ein mehr- 
facher Punkt der Flache. 

Die Kurve C, schneidet aber die Doppelkurve der Fliche ® héchstens 
in endlichvielen Punkten, und diese liegen nicht auf einer zweiten all- 


®) Siehe etwa ZAG. V. Math. Annalen 110, S. 133, sowie Math. Annalen 113, 8.37. 
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gemeinen Kurve C,, es sei denn, sie waren Basispunkte der Schar |C|. 
Demnach ist P’ in jedem Fall ein Basispunkt der Schar |C|, w. z. b. w. 


§ 4. 
Lineare Scharen von M,_, auf My. 


Geht man von der Fliche ® zu einer d-dimensionalen Mannigfaltig- 
keit M, iiber und betrachtet auf M, eine lineare Schar von Mannigfaltig- 
keiten C von der Dimension d—1, so wird zunichst der Begriff des 
Grades fiir unsere Zwecke unbrauchbar. Die Unterscheidung der beiden 
Fille: Grad Null und Grad ungleich Null ist vielmehr durch eine andere 
zu ersetzen, auf die man folgendermaBen gefiihrt wird. 

Die Paare von Mannigfaltigkeiten C,, C, aus |C| werden durch zwei- 
mal r-+-1 homogene Parameter 4,,..., A,; ,.--, @,, also durch Punkte 
eines zweifach-projektiven Raumes S,, dargestellt. Ordnet man nun 
einem Punkte P von M,, der nicht Basispunkt von |C| sei, alle die 
Paare C,, C, zu, welche beide durch P gehen, so erhilt man eine Korre- 
spondenz zwischen M, und S,,,, in der jedem Punkte P eine irreduzible 
Teilmannigfaltigkeit S,_,,,., von der Dimension 2(r— 1) entspricht. 
Die Korrespondenz ist demnach irreduzibel und von der Dimension 
d+-2(r—1). Die Bildmannigfaltigkeit der Korrespondenz, also die Ge- 
samtheit der Punkte von S,,,, die in der Korrespondenz iiberhaupt vor- 
kommen, habe die Dimension a, und einem allgemeinen Punkt der Bild- 
mannigfaltigkeit mégen oo’ Punkte P entsprechen. Dann ist nach dem 
Prinzip der Konstantenzaihlung 


a+b=d-+ 2(r—1). 


Offenbar ist b<-d—1, da die einem gegebenen Punkt der Bild- 
mannigfaltigkeit zugeordneten Punkte P immer auf zwei gegebenen (d — 1)- 
dimensionalen Mannigfaltigkeiten C, und C, liegen miissen. Also ist 
a=>2r—1. Es gibt nun zwei Fille: 

Falll. a=2r,b6=d—2. Die Bildmannigfaltigkeit ist der ge- 
samte S,,, und jedem Punkt von S,,, entsprechen o¢—* Punkte P. 
Das heiBt: Je zwei allgemeine Flemente C,,C, der Schar |C| schneiden 
sich auBerhalb der Basispunkte der Schar in einer Mannigfaltigkeit M,_.,. 

Fall 2. a=2r—1,b=d-—1. Zwei allgemeine Elemente C,, C, 
der Schar |C| schneiden sich auBerhalb der Basispunkte der Schar nicht. 
aber wenn zwei Elemente C,, C, einmal einen Punkt P auferhalb der 
Basispunkte gemeinsam haben, so haben sie gleich einen (d — 1)-dimen- 
sionalen Bestandteil K gemeinsam. 

46* 
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Der Fall 2 ist offenbar die d-dimensionale Verallgemeinerung einer 
linearen Kurvenschar vom Grade Null. Im Fall 2 gilt der ganze Beweis 
des Satzes 2 wértlich. Also gilt 

Satz 4. Eine lineare Schar |C| von Mz, auf My, in welcher ein 
allgemeines Paar C,, C, sich auBerhalb der Basispunkte der Schar nicht 
schneidet, ist aus einem Biischel zusammengesetzt. 

Ebenso entspricht dem Satz 3 der folgende 

Satz 5. Eine lineare Schar |C\| von Ma_, auf My, ohne feste Teil- 
mannigfaltigkeitt Mz_,, deren allgemeines Element C reduzibel ist, gehdrt in 
der obigen Fallunterscheidung unter Fall 2 und ist aus einem Biischel zu- 
sammengeselzt. 

Beweis. Es geniigt, zu zeigen, daB der Fall 1 nicht eintreten kann. 
Die Mannigfaltigkeit C, hat mit der Mannigfaltigkeit der Doppelpunkte 
von M, héchstens eine M,_, gemeinsam. Diese hat mit einer weiteren 
allgemeinen C, auBerhalb der Basispunkte der Schar héchstens eine M,_,; 
gemeinsam. Wiirde nun der Fall 1 eintreten, so hatten C, und C, auBer- 
halb der Basispunkte eine M,_, gemeinsam, welche nicht aus lauter 
mehrfachen Punkten von M, bestehen kann. Ist nun P ein Punkt von 
M,—, auBerhalb der Basispunkte der Schar und auBerhalb der mehr- 
fachen Punkte von M,, so kann man genau so wie beim Beweis von 
Satz 3 schlieBen, daB P’ doch ein Basispunkt der Schar oder ein mehr- 
facher Punkt von M, sein mu, was einen Widerspruch ergibt. 


(Eingegangen am 29. 5. 1936.) 








Uber einige Affininvarianten konvexer Bereiche. 


Von 
Felix Behrend in Prag. 





Jedem beschrinkten konvexen Bereich f der Ebene ist eine Reihe 
von metrischen Invarianten zugeordnet z. B. der Durchmesser d,, die 
Dicke d,, der Radius r, des Umkreises, der Radius r, des Inkreises, der 
Flacheninhalt f und der Umfang u'). Aus diesen GréSen kann man 
durch eine einfache Methode affine Invarianten des konvexen Bereichs 
ableiten. Seien x(f), y(f), ... irgendwelche metrischen Invarianten von f; 
g(x, y,...) sei eine reelle Funktion der z, y,..., und es sei bekannt, 
daB g(x(f), y(f),..-) = g(t) beschrinkt ist. Eine solche Funktion ist 
z. B. d,d,* oder d?f-' oder fu™*. Man betrachte nun siamtliche kon- 
vexen Bereiche 1, welche aus einem gegebenen durch Anwendung affiner 
Transformationen erhalten werden kénnen; sie bilden eine Klasse 2 kon- 
vexer Bereiche; man betrachte ferner die Menge der Werte, welche g fiir 
die Bereiche | von 2 annimmt: diese Wertmenge besitzt wegen der Be- 
schranktheit von g eine gewisse obere Grenze G: 


(1) G = fin sup g(x(I), y (I), ...), 
Iceg 


und diese Zahl kann als ein Charakteristikum der Klasse 2 oder als eine 
Affininvariante der Bereiche [ angesprochen werden; wir schreiben daher 
deutlicher: 


(2) G = Gg; 2). 
Im folgenden sollen nun fir einige einfache, aber charakteristische 
Funktionen g die zugehérigen Invarianten G untersucht werden. Ins- 


besondere soll es sich darum handeln, den Wertbereich von G festzu- 
stellen. Ist 


(3) fin sup g (f) = y, 
® 
so ist natiirlich auch 
(4) fin sup G(g; 2) = y, 
(2) 


aber die unteren Grenzen von g(f) und G(g; 2) werden im allgemeinen 
nicht iibereinstimmen, vielmehr wird sich der Wertebereich beim Uber- 


1) Zur Definition dieser Begriffe vg]. Bonnesen-Fenchel, Theorie dei konvexen 
Korper (Ergebnisse der Mathematik 3 (1), 1934, Verlag J. Springer, Berlin) § 7, 
8.37 ff. Konvexe Bereiche nehmen wir stets als abgeschlossen an. 
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gang von g zu G@ im allgemeinen verkleinern; es interessiert also im 
konkreten Fall zunichst einmal die Bestimmung von 


(5) fin inf G (g; 2). 
(2) 


Man kann diese Aufgabe auch so beschreiben: es ist fiir jeden Bereich 
g(t) Sy, aber g(l) kann ,,wesentlich“ kleiner als y sein; dann fragt es 
sich: wie nahe kann man g an y bringen, wenn man gestattet, den Bereich I 
affin zu transformieren? Anders ausgedriickt: was darf man iiber die 
GréBe von g({) voraussetzen, wenn eine geometrische Fragestellung vor- 
liegt, bei der es auf affine Transformationen nicht ankommt? Da g({) be- 
liebig nahe an G(g; 2) gebracht werden kann, lauft dies auf die Be- 
stimmung von (5) hinaus. 

Im gréBeren Teil der vorliegenden Arbeit beschrinken wir uns auf 
konvexe Bereiche mit Mittelpunkt; bei den Grenzprozessen ,,fin sup“ und 
, fin inf‘ werden dann nur solche Bereiche und die zugehérigen Klassen zur 
Konkurrenz zugelassen. Wir werden die folgenden Funktionen g unter- 


suchen: 
d 


i 1 
aA=G % Fa,’ 
d, af 
(8) h=", hK=ZR 
d} 
%= ZT 9 = 424.4) 


Es ist unmittelbar klar, daB diese Funktionen beschrankt sind. Genauer: 
ihre obere Grenze ist 1, sie nehmen diese obere Grenze wirklich an, und 
zwar im Fall des Kreises ¢ und nur in diesem Fall; also: 


y, = fin sup g, (f) = Max g, (f) = g,(¢) = 1, 
® ® 


g.(t)<g,(c) fir t+ c (» = ], 2,..., 6). 


Fir 9, ga» 9s» Jw 9s ist dies unmittelbar einleuchtend. Z. B. folgt aus r; =r, 
9, =1, und aus g, = | folgt das Zusammenfallen von In- und Umkreis, also die 
Kreisgestalt des Bereichs. Oder: der Umfang des einbeschriebenen Kreises 221, 
ist héchstens gleich dem Umfang u des Bereichs, d. h. es ist g, = 1, und wenn 
der Bereich von dem Inkreis verschieden ist, so steht das Kleinerzeichen. Ent- 
sprechend schlieBt man fiir g;, gy gs. 9 <1 ist die bekannte isoperimetrische 
Ungleichung. 


(7) 


Fiir die Invarianten 











(8) G (g,; 2) = G, (2) (» = 1, 2,..., 6) 
*) Bei Bereichen mit Mittelpunkt ist natirlich 
Pp ie 9 = d, 2r, r, 2ar, 
ete ele 6, B= Oy S a a . 
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besagt dies zunichst, da8 sie ihr Maximum in der Klasse € der Ellipsen e 
annehmen, daB8 also 
(9) G, (2) < G, (€) (= 1) (» = 1, 2,..., 6). 
Das Hauptergebnis wird nun sein, da8 die G, — in allen sechs Fallen — 
ihr Minimum in der Klasse $ der Parallelogramme p annehmen, daf also 
(10) G, ($B) SG, (2) (» = 1, 2,..., 6). 
Genauer wird sich sogar ergeben: fiir alle von $$ und © verschiedenen 
Klassen 2 ist 
(I) G, (PB) < G,(2) < G, (©) (» = 1, 2,..., 6). 
Dies Ergebnis kann man auch so ausdriicken: Die Funktionen g, (I) 
messen gewissermaBen die Kreisihnlichkeit des Bereichs 1. In der Klasse € 
ist wegen (7) Max g,(e) = g,(c). In der Klasse $% wird Max g,(p), wie 
man leicht iiberlegt, fiir den Fall des Quadrats q und nur fiir diesen 
Fall angenommen; in $ ist also q die ,,kreisihnlichste Figur. (I) besagt 
nun, daB es in jeder Klasse 2 Bereiche [ gibt, welche von der Kreis- 
gestalt um ,,weniger“ abweichen als das Quadrat, oder — anders aus- 
gedriickt — daB jeder konvexe Bereich affin in einen solchen transfor- 
miert werden kann, der — gemessen an einer der Funktionen g, — 
,zwischen“ Quadrat und Kreis liegt. — Der Beweis von (I) wird — nach 
einigen Hilfsbetrachtungen (§§ 1 bis 2) — in §3 gefiihrt. 

Lat man zur Konkurrenz auch Bereiche ohne Mittelpunkt zu, so 
bleiben die Beziehungen (7), (9), (10) und (I) nicht mehr samtlich richtig. 
Fiir » = 5 und 6 bleibt (7) bestehen. Fiir » = 1, 2 und 4 gilt 


(11) y- = fin sup g,(f) = Max g,(f) = 9, (6) = 1, 
( 
wo b einen beliebigen Bereich konstanter Breite bedeutet, und fiir alle 
Bereiche f, welche nicht von konstanter Breite sind, wird 
(11’) gy (t) < g, (6). 
Im Fall » = 3 endlich ist das gleichseitige Dreieck } die einzige Extre- 
mumsfigur, also 
7s = fin sup 9, (f) = Max g,(t) = 9,(6) = 7 V3, 


93(t)<g,(d) fir t +.%) 
Das Maximum der Funktionen G,(2) wird also in den Fallen » = 5 und 
6 wie friiher in der Klasse der Ellipsen angenommen, in den Fallen 
vy =1, 2 und 4 im jeder Klasse $, welche einen Bereich konstanter 
Breite enthalt, und im Fall » = 3 in der Klasse D der Dreiecke. Es 


(12) 


8) Zum Beweis von (7), (11), (11’) und (12) vgl. Bonnesen-Fenchel, § 10, 44, 
8. 75ff 
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wird sich zeigen, daB das Minimum von G,(2) in den Fallen » = 1, 2, 
3 und 4 nach wie vor in der Klasse der Parallelogramme angenommen 
wird, in den Fallen y = 5 und 6 dagegen in der Klasse D der Dreiecke. 
An die Stelle der Hauptformel (I) treten daher folgende Ungleichungen: 


(II,) G, (P) < G, (2) < G, (B) 


fir » —1, 2, 4 und alle 2 + $f, welche keinen Bereich konstanter 
Breite enthalten, 


(II,) G,(B) < @, (2) < @, (D) 
fiir alle 2 + P und + D, 
(II,) G,(D) < G,(2) < @, (©) 


fir » = 5, 6 und alle 2 + D und + &. 

Der Beweis fiir diese Beziehungen wird in §7 erbracht werden. 

In §§ 4 bis 6 werden noch einzelne der symmetrischen Fille weiter 
verfolgt und genauer untersucht. Aus Stetigkeitsbetrachtungen wird sich 
leicht ergeben, da die obere Grenze G, von g,(I) in jeder Klasse 2 
wirklich angenommen wird (§ 1); einen Bereich I, fiir welchen 
(13) g(t) = G, (2) 
ist, wollen wir einen Mazximumsbereich der Klasse 2 beziiglich der Funk- 
tion g, nennen; wir bezeichnen ihn auch deutlicher mit [= 1,. In 
einigen der betrachteten Fille liBt sich zeigen, daB es in jeder Klasse 
nur einen Maximumsbereich gibt; es lassen sich auch einfache notwendige 
und hinreichende Kriterien dafiir ableiten, daB ein vorgelegter Bereich 
Maximumsbereich ist (Siitze 6a, lla, 12); da diese Kriterien eine geo- 
metrische Eigenschaft des Bereiches ausdricken, ergibt sich als Neben- 
resultat, daB jeder konvexe Bereich sich affin so transformieren laBt, daB 
eben diese geometrische Eigenschaft erfiillt wird; dies ergibt einige an 
und fiir sich interessante affin-geometrische Siatze (Sitze 6b4, 11b4). 

Weitere Ergebnisse, insbesondere iiber das Verhalten der Funktionen 
ari f-' und x2 'fr,* im Falle unsymmetrischer Bereiche, gedenke ich 
an anderer Stelle mitzuteilen. 

Natiirlich kann man die Untersuchungen auch fiir konvexe Kérper 
im Raum oder in héheren Dimensionen anstellen; jedoch werden die 
Uberlegungen dort komplizierter, so da8 ich an dieser Stelle nicht darauf 
eingehen will. Eine andere Verallgemeinerung der Fragestellung gab 
Herr F. John an‘). Man kann sich eine Klasse 2 affin-verwandter Be- 
reiche durch die ebenen Schnitte eines konvexen Zylinders reprisentiert 
denken, und zwar geniigt es, die ebenen Schnitte durch einen festen 
Punkt zu betrachten, welchen man etwa im Innern des Zylinders wihle. 


*) Bisher unverdffentlicht. 
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Es liegt nahe, statt dessen die Menge M aller ebenen Schnitte m eines 
beliebigen beschriinkten konvexen Kérpers zu untersuchen, welche durch 
einen festen seiner inneren Punkte gehen, und nach dem Maximum der 
Funktionen g,(m) zu fragen, wenn m alle Schnitte von M durchlauft. 
Herr John konnte zeigen, daB die Abschitzungen (I) und (II) sich auch 
auf solche Bereichklassen") iibertragen lassen, genauer, daB unter den 
Bereichen einer solchen Klasse immer ein Maximumsbereich |, im oben 
definierten Sinne existieren mu8; (I) bezieht sich natiirlich nur auf Klassen 
zentralsymmetrischer Bereiche, d.h. auf die Klassen der Mittelpunkts- 
schnitte zentralsymmetrischer konvexer Kérper. 


1. Existenz des Maximumsbereichs. 


Die Aufgabe ist: die obere Grenze der Funktion g,({) zu bestimmen, 
wo I alle Bereiche durchliuft, die aus einem gegebenen [, durch Anwen- 
dung aller affinen Transformationen entstehen. Unter einer affinen Trans- 
formation werde dabei eine lineare Transformation 
(14) O01, 8 + ts N+ Os, 

= Gy, F + Mon + as 
der &-n-Ebene mit nicht verschwindender Determinante, also mit 


Gir He 


(14’) + 0, 








Oe, Ae 
verstanden. Da die Funktion g,({) sich nicht andert, wenn man [ einer 
Ahnlichkeitstransformation unterwirft, werden wir zwei Bereiche, die durch 
eine Ahnlichkeitstransformation aufeinander abgebildet werden kéunen, als 
nicht wesentlich verschieden ansehen; wir nennen zwei solche Bereiche 
dquivalent. Ebenso heifen zwei Transformationen (14) dquivalent, wenn 
sie sich nur um eine Ahnlichkeitstransformation unterscheiden. Ein 
Reprisentantensystem aller nicht-aquivalenten affinen Transformationen er- 
halt man z. B. in der Form 

& = af+ Bn, 
P 1 

7 = — > 


(15) a> 0. 


Denkt man sich eine Klasse 2 gegeben, so erscheinen die Funktionen g, (I) 
in dieser Klasse als Funktionen von «, f: 


(16) gv (I) = gy (a, B). 


5) Er betrachtet allgemeiner Bereichklassen der folgenden Art: in jeder Ebene 
durch einen festen Raumpunkt liegt ein Bereich der Klasse, und der Bereich andert 
sich stetig mit der Stellung der Ebene. Ein Beispiel fiir eine solche Klasse ist, 
auBer der obengenannte:., die Menge der (ebenen) Orthogonalprojektionen eines 
konvexen Kérpers. 
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Es handelt sich also darum, die obere Grenze von g, (a, 8) — unter der 
Nebenbedingung « > 0 — zu bestimmen. Wegen 


(17) fin sup g, (a, 8) > gr(1, 0) = gy (l,) = gro 
geniigt es, den Bereich 
(18) gr (a, 8) > Gro a> 


in Betracht zu ziehen. Die Funktion g, (a, 8) ist auf diesem Bereich 
stetig, da die Funktionen d, (i) = d,(a, £8), d,, f und wu dort stetig und 
von 0 verschieden sind. Ferner ist leicht zu sehen, daB d,(u, 8) im 
Bereich (18) beschrinkt ist: da die Determinante von (15) gleich 1 ist, 
ist f(a, 8) = { (1, 0) konstant, also, wegen d? < f V3, d,(«, B) beschrankt, 
und nun folgt die Beschranktheit von d, (a, 8) 

fir »= 1 aus g, = d,d,'>g,, > 0, 

fir » = 2 ausg, = ad,u'>g,, >90 und u> 2d,, 


fir » = 3 aus 3 =7FES'>9,,>0 und fas44,, 
fir y = 4 aus g, = + ud,’ >g,, > ~ und 2(d, +4) >u, 


fiir » = 5 aus 9, = ~ td; =} Iso > 9, 

fir» = 6 aus 9 = 4afu* >g,, > 0 und uD 2d,. 
Aus der Beschranktheit von d, (a, 8) folgt weiter die Beschrinktheit von 
a, + und #. Man wihle namlich zwei beliebige, aber feste Punkte von 


[, mit gleicher Ordinate; ihre Abszissen mégen &, und é, heiBen und die 
Abszissen ihrer Bilder bei einer Transformation (15) &, und &; wegen 
&, — & = a(€, —&,) wird a = | &, — &,|"'-d, («, 8); ebenso folgt fiir zwei 
feste Zahlen y, und ,: |B| = |, — %|"'-dy (a8) und 

a * = |n, — nl *-dy (a, B). 
Demnach liegt der Bereich (18) ganz in einem abgeschlossenen und be- 
schrinkten Bereich der Form 
(19) 0<aPSesey, JP shs By. 
Auf dem Bereich (19) — also auf (18) — nimmt die stetige Funktion 
g»(«,8) ihr Maximum wirklich an, d.h. es existiert ein Paar von Zahlen 
a”, B® derart, daB 
(20) 9» (a, B) = fin SUP 9, (i) = G, (2). 

e 

Der Bereich [,, in den [, durch die zu « = a”, 8 = #” gehérige Trans- 


formation (15) iibergefiihrt wird, ist ein Maximumsbereich. Es gilt da- 
her der 
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Satz 1: Fiir jede der betrachteten Funktionen g,(v = 1, 2,..., 6) 
existiert in jeder Klasse 2 (mindestens) ein Maximumsbereich |,. 


2. Hilfsbetrachtungen. 


Das Ziel ist: (I) und (II) zu beweisen. Zunichst beachte man: 
Satz 1 besagt, daB in jeder Klasse 2 ein Bereich I, existiert, fiir den 


(13) g(l,) = G,(2) 


ist. Ist 2 zentralsymmetrisch, aber von der Klasse € der Ellipsen ver- 
schieden, so ist I, sicher kein Kreis, also nach (7) 

(21) G, (2) = 9 (L) < g(c) = G, (€), 

und dies beweist die obere Abschatzung in (I). Ebenso folgen natiirlich 
auch die oberen Abschatzungen in (II). 

Um die unteren Abschitzungen zu gewinnen, soll zunichst der Fall 
vy = 1, g, = d,d,' ausfiihrlich untersucht werden. Es wird sich namlich 
zeigen, daB man die unteren Abschiatzungen in (I) fiir alle » = 1, 2,..., 6 
bereits aus den geometrischen Eigenschaften des — nach Satz 1 exi- 
stierenden — Bereichs I, erschlieBSen kann. 

Die GréBen d; und d, kaon man wie folgt definieren: sei | ein 
konvexer Bereich; man betrachte die zu einer Geraden §sinw — 7 cos w = 0 
parallelen Sehnen oder — wie wir auch sagen wollen — die Sehnen mii 
der Stellung @; der Querstrich soll ausdriicken, da8 mit ® modulo 2 zu 
rechnen ist; die Stellung @ soll also gleich der Stellung w + 2 sein; das 
Maximum der Lingen aller Sehnen der Stellung @ werde mit @(@) be- 
zeichnet; eine Sehne der Stellung @ mit der Linge e@(@) heiBe eine 
laingste Sehne; es ist dann 

d, = Max e(@), 
@) 
= d, = Min e(@).°) 
(w) 
Eine langste Sehne der Lange d, heibe Durchmesser, eine solche der Lange d, 
Dickenmesser des Bereichs. 

Es soll durch affine Transformation d,d;' méglichst groB gemacht 
werden; wir wissen bereits, daB es einen Bereich 1, gibt, fiir den d,d,* 
maximal ist; es ist nun sehr plaus:bel, da8 I, nicht nur einen einzigen 
Durchmesser besitzen kann; denn man kénnte diesen Durchmesser in 
die §-Achse legen und dann eine Transformation der Form 


(23) a 


' e>0o0 
7 =, 


6) Bonnesen-Fenchel, § 7, 38, S. 51. 
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vornehmen. Bei einer solchen Transformation geht eine Sehne mit der 
Lange @ und der Stellung @ in eine andere Sehne mit der Lange 0’ und 
der Stellung @’ iiber. Offenbar ist 





(24) o’ = o V1 — 2 cos’ @ + & cos’ @, 
d. h. 
(25) eo = e(1 — e cos’ @ + O(e*)).’) 


Es wiirde also der in der é-Achse liegende Durchmesser seine Linge am 
stirksten andern, namlich im Verhialtnis 1 — e, wahrend alle andern Sehnen, 
insbesondere die Dickenmesser, in einem kleineren Verhiltnis verkiirzt 
wiirden, d.h. es lieBe sich das Verhiltnis d,:d, vergréBern. — Allge- 
meiner erscheint es plausibel, daB sich nicht alle Durchmesser — der 
Stellung nach — in der Nahe der &-Achse, alle Dickenmesser in der Nahe 
der 7-Achse befinden kénnen. — Die Durchfiihrung dieses naheliegenden 
Gedankenganges ist einfach, erfordert aber einige Hilfsbetrachtungen. 

Eine affine Transformation (14) induziert eine gewisse eineindeutige 
stetige Transformation 


(26) wo’ = o'(o) 
der Stellungen. Ferner ist klar, daB jede laingste Sehne des gegebenen 
Bereichs [ bei der Transformation in eine langste Sehne des Bildbereichs I’ 


tibergeht; auch diese Transformation ist stetig; die Transformation der 
Langen la8t sich so schreiben: 





(27) 0’ @’) = e(@) V(a,, cos @ + «,, sin @)* + («,, cos @ + a,, sino), 


wo o'(@’) die Lange einer lingsten Sehne von [’ mit der Stellung @’ be- 
deutet. — Ich sage: die Stellung @ — oder eine Strecke mit der Stellung @ — 
liege im (offenen) Stellungsbereich (@,, @,), wenn eine Gerade mit der 
Anfangsstellung @, bei einer Drehung im positiven Sinn*) zuniichst die 
Stellung @ und danach die Stellung @, iiberstreicht; hierbei wird @ als 
von @, und @, verschieden angenommen. L&&t man auch @® = @, oder 
@® = @, zu, so werde vom abgeschlossenen Bereich @,,@,) gesprochen; 
entsprechend sind die halboffenen Bereiche (@,,@,) und (@,, @,) definiert. 

Man betrachte nun die Menge aller Durchmesser des Bereichs I. Ist 
{ nicht von konstanter Breite, so la6t sich ein Stellungsbereich (@,, @,) 
mit @, + @, angeben, in dem alle Durchmesser liegen; in dem abge- 


7) Unter O(«?) werde eine GréBe verstanden, deren Betrag kleiner als eine 
feste Konstante multipliziert mit «? bleibt. 

8) Unter der positiven Drehrichtung verstehe man etwa diejenige, welche die 
positive £-Achse in die positive »-Achse iberfihrt. 
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schlossenen komplementiaren Bereich (@,,@,) liegt kein Durchmesser. Ich 
behaupte nun das folgende 

Lemma: Liegen alle Durchmesser von | im Bereich (@,,@,), so liegen 
— nach Anwendung einer affinen Transformation (14) — alle Durchmesser 
des Bildes \' in (@,, @,), pwenn nur (14) geniigend nahe bei der Identitit*) 
gewahlt wird. — Ein gleicher Satz gilt fiir die Dickenmesser. 

Nach Voraussetzung liegen im Bereich (@,,@,) keine Durchmesser, 
also ist dort 


(28) e() S4d,—4 


fiir ein gewisses positives 6. Wegen (27) laBt sich ein e > 0 derart an- 
geben, da8 fiir alle Transformationen 


(29) P=(1+64,)F+ 8&2 +45, 
7 — &31 € +(1+ Eo)" + & 5 
mit |@,,|< 8 |&,/<& |&1| <4 |&s|< & und alle 
wt é 
(30) le’ @) — e(a)| <3 


ausfallt. Im Bereich (@}, @;) wird dann 
‘sot — é é a) 
(31) o'@') <9 @) +5 S4,-84+5=a,-—4; 
andererseits ist, ebenfalls wegen (30), der Durchmesser d,, des trans- 
formierten Bereichs gréBer als d, — + also kann in (@;, @;) kein Durch- 


messer liegen. — Fiir die Dickenmesser schlieSt man ganz entsprechend. 


3. Beweis von (I). 


a) Die oben vermutete Eigenschaft von |, laBt sich prizis folgender- 
maBen formulieren: 

Satz 2: Ist 1, ein Maximumsbereich beziiglich g, = d,d,', so besitzt |, 
ein Paar von Durchmessern und ein Paar von Dickenmessern, deren Stellungen 
sich gegenseitig trennen. D.h. es gibt (voneinander verschiedene) @,, @,, 
@,, @, mit v(@,) = e(@,) = d,, 2(@,) = e(@,) = d,, derart da @, in 
(@,, @,) und @, in (@,, @,) (und daher @, in (@,, @,) und @, in (@,, @,)) 
liegen. Wir sagen auch kurz: I, erfiillt die Trennungsbedingung. 

Beweis: Angenommen I, erfiille die Trennungsbedingung nicht. Dann 
ist sicher d, > d,, denn fiir Bereiche konstanter Breite ist die Trennungs- 
bedingung mit einem beliebigen Quadrupel @,. @,, @,, , trivialerweise 


*) Allgemeiner: geniigend nahe bei einer Transformation der Ahnlichkeitsgruppe. 
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erfiillt. Man greife einen Durchmesser heraus; seine Stellung sei @,. 
Man lasse ® von @, aus wachsen, bis zum erstenmal 9(@) = d; wird; 
dies trete fiir ® = @, ein. Man lasse ® weiter wachsen, bis zum ersten- 
mal wieder 9(@) = d, wird; dies geschebe fiir @ = @,; in (@3, @,) kann 
— wenn iiberhaupt @, von @, verschieden ist — jedenfalls o(@) den 
Wert d, nicht mehr annehmen, da sonst die Trennungsbedingung erfiillt 
wire. Folglich liegt in @,,@,) kein Dickenmesser, in @,, @,) kein 
Durchmesser. Wahlt man 4 > 0 hinreichend klein, so liegen alle Dicken- 








messer in (wm, — 6, w, — 4), alle Durchmesser in (w, — 6, m,— 94); man 

lege diese beiden Stellungsbereiche so, daB ihre Winkelhalbierenden in die 7- 

n bzw. die &-Achse fallen. Auch lassen sich 

zwischen die beiden Bereiche noch zwei kleine 

C4) (4%), _— abgeschlossene Stellungsbereiche einschieben, 

a) in denen kein Durchmesser und kein Dicken- 

messer liegt; es entsteht dann Fig. 1. Alle 

€ — Durchmesser liegen in (— @,, ¢,), alle Dicken- 

messer in (¢;, —G,). Nach dem Lemma 

(4) bleibt diese Eigenschaft des Bereichs erhalten, 

wenn man eine Transformation (23) mit hin- 

Fig. 1. reichend kleinem ¢ vornimmt. Man betrachte 

einen Durchmesser der transformierten Figur; 

er liegt in (— G,, G,); sein Original ist eine gewisse langste Sehne, deren 

Stellung @, in (— G,, G,) liegt; seine Lange d;, berechnet sich demnach 
gemaB (25): 


(32) d,, = 0(@,) (1 — e cos? &, + O(e*)). 


Ebenso berechnet sich die Linge d; eines Dickenmessers aus der Linge 
o(@,) seines Originals: 








(33) d; = o(@,) (1 — ¢ cos* @; + O(e*)), @, in (6,, — G,). 
Nun ist 

(34) cos* @, > cos’ G, > cos*® G; > cos*® @;; 

also wird 


dy 0) (=e cos 5, +0104) 
dy we e(w,) (1 — e cos? @, + O(e)) 
a, (1 —e cos? @, + O(e*)) 


d, (l—e cos’ o, + O(e*))* 





(35) 





Der letzte Ausdruck ist aber, wegen cos* G, > cos*G,, fiir hinreichend 
kleines ¢ gréBer als d,d;', was einen Widerspruch gegen die vorausge- 
setzte Maximalitit von I, darstellt. 
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b) Das bisher bewiesene gilt fiir beliebige (beschrinkte) konvexe Be- 
reiche. Im folgenden werde — bis auf weiteres — von allen betrachteten 
konvexen Bereichen angenommen, daB sie einen Mittelpunkt besitzen (und 
dieser werde stets in den Koordinatenanfangspunkt O gelegt). Durch- 
messer und Dickenmesser kénnen als die Jangsten und kiirzesten Mittel- 
punktssehnen definiert werden**); die in den Endpunkten eines Durch- 
messers oder Dickenmessers errichteten Lote sind Stiitzgeraden des Be- 
reichs"*). Der um O mit }d, beschriebene Kreis ¢, ist dem Bereich 
umbeschrieben, der Kreis c; um O mit }d, 
ist ihm einbeschrieben. 

c) Eine unmittelbare Folge von Satz 2 
ist die Beziehung 
(36) G, (8) < G,(2) fir 2 + P. 

Der Maximumsbereich [, von 2 besitzt ein Paar 
von Durchmessern A, O A, und [f,OF,, das 
von einem Paar von Dickenmessern getrennt 
wird. Von den beiden Winkeln g und 2 — 9g, 
die die Durchmesser miteinander bilden, sei Fig. 2. 


L 








etwa 9 = + Im Innern von  verliuft einer der beiden Dickenmesser: 


B,OB,. Wegen der Konvexitit von I, gehért das Dreieck OA,I, ganz 
zu 1; daher trifft OB, die Strecke A,T,; d.h. es ist 


(37) d, > d, cos $ >d, cos = = a, 2, 
also 

(38) G,(2) = 94) = f= F =a). 
Es ist aber 

(39) 9, (4) = &, (P); 


denn eine nach Satz 1 existierende Maximumsfigur p, von $ muf nach 
Satz 2 zwei Durchmesser haben, also ein Rechteck sein; sie mu8 weiter 
zwei Dickenmesser, d. h. gleiche Héhen besitzen, also ein Quadrat sein; 
q ist demnach (die einzige) Maximumsfigur von $. Aus (38) und (39) 
folgt die Behauptung (36) mit dem < Zeichen. Soll das Gleichheitszeichen 
stehen, so mu8 g = > sein und OB, mu8 mit dem Lot von O auf A, [, 
identisch sein; das entsprechende mu8 auch fiir den in dem anderen 


Winkel liegenden Dickenmesser A,O A, der Fall sein; das ergibt folgendes 


9) Zu einer Stellung @ kann es mehrere langste Sehnen geben; als Reprasentant 
kann aber stets die Mittelpunktesehne gew&hit werden. 
10) Bonnesen-Fenchel, § 7, 33, S. 51. 
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Bild: das Quadrat A, 1, A,T, gehért ganz zum Bereich 1,, weil die Punkte 
A,, T,.A,, , ihm angehéren; andererseits sind die in den Endpunkten 
B,, A,, B,, A, der Dickenmesser errichteten 
Lote Stiitzgeraden des Bereichs, d. h. [, liegt 
ganz in dem Quadrat A, [, A, [,; |, ist also 
mit diesem Quadrat identisch. — Ist daher 
2 + f, aiso [, kein Quadrat, so steht in (37) 
und (38) das > Zeichen. Das beweist die 
Behauptung (36)"*). 

d) Um die (36) entsprechenden Unglei- 
chungen auch fiir vy = 2,3,4,5,6 zu beweisen, 
bedarf es — wie schon erwihnt — nur mehr 
einer genaueren Analyse der geometrischen 
Es wird sich niamlich herausstellen, daB bereits 


(40, ») gr (l,) > g(a) (» = 2,3, 4,5, 6) 


ist, falls nur [, + q. In Verbindung mit der leicht nachzurechnenden**) 
Tatsache, daB q Maximumsfigur von $ ist, daB also 


ergibt sich hieraus 
(43) = G,(P) = 9, (a) < 9, (L) S G,(2) 
(43), (36) und (21) ergeben (I). 


e) Beweis von (40, 7). 








Fig. 3. 


Eigenschaften von I,. 


(» = 2,3, 4,5, 6), 


fir P+L (v = 2,3, 4, 5, 6). 


Der Bereich I, enthalt den Kreis ¢; 

d 
(Mittelpunkt O, Radius 4): er ent- 
halt ferner zwei Durchmesser A,OA,, 
f,OF,, also auch die (von Kreis- 
bégen und Tangenten begrenzte) kon- 


vexe Hiille |, der beiden Durchmesser 
und des Kreises. Man beachte, daB 





Der Bereich |, liegt ganz im Kreis c, 

d 
(Mittelpunkt O, Radius 5); er be- 
sitzt ferner zwei DickenmesserB, O B,, 
A, OA,, liegt also ganz in den von 
den in B, und B, bzw. A, und A, 


auf B, OB, bzw. A, OA, errichteten 
Loten begrenzten Stiitzstreifen, also 


11) Einen anderen Beweis fiir (36) gab Herr John an (On the moments of 


inertia of convex regions; erscheint demnachst im Duke Mathematical Journal; ein 
Auszug erschien im Bulletin of the Am. Math. Soc. 41 (1935), S 794); er zeigt 
namlich, daB jeder konvexe Bereich [=-q, dessen Tragheitsellipse ein Kreis ist, 





d,() ya 
aij 2 
Bereich gibt, folgt hieraus (36). 


der Ungleichung 


geniigt, und da es in jeder Klasse 2 einen solchen 


12) Fir »=3,5,6 wird sich iibrigens diese Tatsache spiter nochmals ergeben. 
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die einzelnen von A,,T, usw. an 
den Kreis reichenden Kappen keine 
inneren Punkte gemein haben kénnen, 
da auf den Bogen A, f,, fT, A, usw. 
die Endpunkte B,, A, usw. der 
Dickenmesser liegen. 








[, hat gleichen Durchmesser wie [,; 
Umfang bzw. Inhalt von |, sind kleiner 
als die von I,, wenn I, von I, ver- 
schieden ist. — Man ordne I, einen 
Bereich-I? mit gleichem Durchmesser, 
gleichem Inhalt und gleichem Um- 
fang zu, indem man den Durchmesser 
f, Of, mitsamt den Kappen dreht, 
bis er auf A, OA, senkrecht steht: 








TZ; 
Fig. 5 i. 
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ganz in dem (von Sehnen und Kreis- 
bégen begrenzten) Durchschnitt |, 
der beiden Stiitzstreifen und des 
Kreises. Man beachte, daB die be- 
grenzenden Sehnen sich nicht im 
Innern des Kreises schneiden kénnen, 


da auf den Bogen B, A,, A, B, usw. 
die Endpunkte [,, A, usw. der 
Durchmesser liegen. 





I, hat gleiche Dicke wie 1,; Um- 
fang bzw. Inhalt von I, sind gréBer 
als die von |,, wenn L, von l, ver- 
schieden ist. — Man ordne I, einen 
Bereich [f mit gleicher Dicke, gleichem 
Inhalt und gleichem Umfang zu, indem 
man den Dickenmesser A, O A, samt 
den Loten in den Endpunkten dreht, 
bis er auf B,OB, senkrecht steht: 
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[f enthalt das Quadrat A,I; A,f:, 
welches mit q, bezeichnet sei. Folg- 
lich wird: 











: i #(1) 
(441) g, (1) = za Tt) 
1 
1 «(t) 1 u(l?) 
=5 a0) ~ x 4%) 
1 *(q,) 
> f aC?) = 9 (%)- 


Hier steht das Gleichheitszeichen nur 
dann, wenn I? = q, ist, was nur még- 
lich ist, wenn [? mit |, zusammen- 
fallt, und wenn ferner auch [, mit [, 
identisch wird, d. h. also wenn I, = q, 
ist. Fir 1, + q gilt demnach 


(40, 4) g,(l,) > g, (a). 
Ebenso erschlieBt man 
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(S liegt ganz in dem von den vier 
Sehnen und ihren Verlangerungen be- 
grenzten Quadrat q,. Folglich wird: 


d, (t) 


(440) g(t) = 225 








a,() 4, (tg) 
= 730) ~7* 4) 
d,(q,) 
=* “@) 9s (%)- 


Hier steht das Gleichheitszeichen nur 
dann, wenn [{ = q, ist, was nur még- 
lich ist, wenn [* mit |, zusammen- 
fallt, und wenn ferner auch [, mit |, 
identisch wird, d.h. also wenn I, = q, 
ist. Fir [, + q gilt demnach 


9s(1,) > 95 (9). 


Ebenso erschlieBt man 


(40, 2) 





(40, 5) 9; (1,) > gs (9)- (40, 3) 9; (1,) > gs (4). 
Es ist noch (40,6) zu beweisen. Es wird 
f(t) f(t) 
(45) 9(h) = 4% ay S47 aay: 
Der letzte Ausdruck la8t sich direkt berechnen. Setzt man namlich 
d, 
(46) qd, = cos ?; 
so wird 
‘ ay 
(47) f(1,) = (4 cos ¢ sin p + (x — 4g) cos* g) F, 
. da, 
(48) u(l,) = (8 sin p + 22-89) ¥, 
also 
P n 
tl) cos pain g + (= — 9 cos? @ 
(49) 16 ay = Boe dive 


Dabei gehért ~ dem Intervall 
(50) 


(e+ Fe) 


O<Se7st 
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an; in diesem Intervall ist h(~) monoton abnehmend; denn es wird 
sgn h’ (9) 
= sgn {— (sin e+ F—9) (sin +2 (FZ — 9) cos gsing) 
— 2(008 g sin » + (J — ) 000" y) (sin y + 3 — ) (cos »-1)} 
= sgn |— (sin p + Z — 9) (sin? p +2 (F — 9) cos psin @) 
(51) + 2(c0s pain » + (Z — g) cos* ») (1 — cos g)} 
= —sgal(F — 9) +2008 9 sin g 
+ (J — 9) (iat + 20009 (1 — co 9) 
+ sin 9 (1 — cos 9)*| 
=-1 fir 0<9<Z. 
Ist 1, +, also g <7, so wird demnach 


(52) g(t.) = Th(p) > Th(Z) =H), 
was (40,6) beweist. 


f) Bemerkung. Durch das Vorangehende ist sogar etwas mehr als (I) be- 
wiesen, es hat sich n&mlich gezeigt, daB es in jeder von $ und € verschiedenen 
Klasse 2 einen Bereich | gibt, fir den 


(53) g, (9) < 9, (I) < g, (¢) 


fir alle y= 1,2,...,6 gleichzeitig erfaillt ist; z.B. kann [—I, gew&hlt werden 
Doch ist im allgemeinen 1, nicht etwa Maximumsefigur auch beziiglich g,,.. ., 9; 
dies wird sich aus den spiteren Paragraphen (§ §5 — 6), in denen die Funktionen 
9s3>95 und g, genauer untersucht werden, ohne weiteres ergeben. 


d 

4, Gi = me . 

Der Fall der Funktion g, = d,d;' la8t sich ausfiihrlich studieren. 

Zunichst 148+ die Invariante G, eine einfache geometrische Deutung zu. 

Man betrachte zu diesem Zweck besser die Funktion g}?, da g} sich als 
Quotient zweier Flacheninhalte darstellen laBt; es ist 


a(t) f(¢, (0) 
2 pam — ‘ 
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wobei — wie friiher — c, den Kreis um O mit dem Radius }d,, c, den 
Kreis um O mit dem Radius $d, bedeutet; c,(I), der (einzige) kleinste 
umbeschriebene Kreis von |, hei®t der Umkreis von 1; ¢,(l), ein gréBter 
einbeschriebener Kreis, heiBe der Inkreis des Bereichs. Bei Anwendung 
einer affinen Transformation gehen ¢,; und ¢, -- unter Erhaltung des 
Flacheninhaltsverhiltnisses — in ein Paar zum Mittelpunkt des trans- 
formierten Bereichs ahnlich liegender Ellipsen iiber. 

Das legt nahe, Paare von Ellipsen e,, e, mit folgenden Kigenschaften 
zu betrachten: e,; soll dem Bereich einbeschrieben, e, dem Bereich um- 
beschrieben sein; e,, ¢, sollen a&hnlich und 4hnlich gelegen sein; dabei 
soll auch zugelassen werden, da8 das Ahnlichkeitszentrum nicht mit dem 
Bereichmittelpunkt zusammenfillt. Das affin-invariante Flacheninhalts- 
verhaltnis der Ellipsen /(e,):/(e,) sei mit V (e,, e,) bezeichnet. Es gibt 
eine — und bis auf aquivalente Transformationen nur eine — Affinitat, 
welche ein solches Ellipsenpaar e;,e, in ein Paar e;,¢, von Kreisen 
transformiert; natiirlich ist f (e;) héchstens gleich dem Flacheninhalt f (c, (I’)) 
des Inkreises des transformierten Bereichs {' und ebenso f (e,,) > /(c, (I’)), 
also 
(55) V (e:, eu) = Vi(ei,ew) SV (q(t), cw (0) 

= gt’) < gl.) = V(ec(), cult) (= @?(2)). 
Das Verhiiltnis eines beliebigen Ellipsenpaares ist also héchstens gleich 
dem Verhiltnis des In-Umkreispaares eines in der Klasse 2 liegenden 
Maximumsbereichs [,. Ein Ellipsenpaar, dessen Verhiltnis > dem Ver- 
haltnis aller anderen Ellipsenpaare ist, heiBe ein mazimales Ellipsenpaar; 
fiir diese Definition ist es offenbar gleichgiiltig, ob man zur Konkurrenz 
nur die Ellipsenpaare eines einzigen Bereichs | oder iiberhaupt alle in 
der Klasse 2 auftretenden Ellipsenpaare zuléBt. (55) besagt demnach, 
da8 das In-Umkreispaar eines Maximumsbereichs ein maximales Ellipsen- 
paar ist. Das umgekehrte ist natiirlich trivial: ist fir einen Bereich [ 
das Paar ¢, (1), ¢,({) maximal, so ist insbesondere 
(56) g(t) = V(e(1), wD) S VG, a) = of) 
fir alle { aus 2, d.h. | ist Maximumsbereich. Wir haben alsc den 

Satz 3: Dann und nur dann ist ein Bereich | Maximumsbereich be- 
ziiglich g,, wenn das In-Umkreispaar ein maximales Ellipsenpaar ist. 
Und: das Quadrat der Invariante G, ist gleich dem Flacheninhalisverhdlinis 
eimes mazximalen Ellipsenpaares. 

Wir beweisen noch den folgenden 


Satz 4: Erfiillt ein Bereich { die Tr gsbedingung, so ist das In- 
Umkreispaar ein marimales Ellipsenpaar. 
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Nach Satz 3 besagt dies, da8 aus der Trennungsbedingung die Maxi- 
malitaét des Bereiches folgt, da8 also Satz 2 umkebrbar ist. Beim Be- 
weis wird sich gleichzeitig etwas mehr ergeben, nimlich: 

Satz 5: Jeder Bereich besitzt genau ein mazximales Eltipsenpaar. 

Beweis: [ erfiille die Trennungsbedingung. ¢,,¢, sei ein von ¢;, ¢, 
verschiedenes Ellipsenpaar. Dann lautet die Behauptung der Sitze 4 und 5: 
(57) V (e:, uy) < VG, Gy). 

Wir unterscheiden zwei Fille: 

1. e;,¢, ist ein Paar von Kreisen. (57) ist sicher richtig, auBer 
wenn ¢, und ¢,, ¢, und ¢, kongruent sind. Dieser Fall kann aber fiir 
ein von ¢, ¢, verschiedenes Kreispaar e;,e¢, nicht eintreten. Denn da 
es nur einen kleinsten umbeschriebe- 
nen Kreis, namlich ¢c,, gibt, folgt aus 
der Kongruenz von e, und ¢, das 
Zusammenfallen beider Kreise; wiren 
ferner e; und c, kongruent aber ver- 
schieden, so ergabe sich das Bild der = ¢; 0 
Fig. 6 (der Deutlichkeit halber ist auch 
das — ebenfalls dem Bereich ein- 
beschriebene — Spiegelbild von e, 
beziiglich O gezeichnet). Wegen der 2 
Konvexitaét des Bereiches gehért ihm 
die konvexe Hiille der Kreise ganz 
an; alle von B,OB, verschiedenen Mittelpunktsehnen waren also linger 
als d,, d. h. [ besiBe héchstens einen Dickenmesser, und die Trennungs- 
bedingung wire nicht erfiillt. 

2. e,, e, sind keine Kreise. Man darf annehmen, daB die Mittel- 
punkte von e, und e, mit dem Bereichmittelpunkt O zusammenfallen. 
Denn ist dies nicht von vorn- 
herein der Fall, so kann man e, 
und e, parallel mit sich verschieben, 
bis sie za O symmetrisch liegen; 
bei dieser Verschiebung bleiben sie 
dem Bereich ein- bzw. umbesch_’ 
ben, und es geniigt, (57) fiir die 
verschobenen Ellipsen zu beweisen. 

Zunachst werde vorausgesetzt, 
daB e, mit ¢, vier reelle Schnitt- 
punkte gemein habe: K,, A,, M,, 
N,. ¢; liegt natiirlich in e,. Die 
Schnittpunkte von OK,, OA,, 





Fig. 6. 
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OM,, ON, mit c, mégen K,, A;, M,, N, heiBen. Die durch K,, A,, M,, N, 
gehende zu e, ahnliche Ellipse heiBe e. Ich behaupte nun: e, liegt ganz 
im Innern von e. Angenommen nimlich, dies wire nicht der Fall; dann 
wire e, entweder mit e identisch, oder e lige ganz im Innern von e,; in 
jedem Fall wire e dem Bereich | einbeschrieben. Man betrachte eine im 
Innern des schraffierten Stellungsbereiches verlaufende Mittelpunktssehne 
von |; da sie mindestens von einem Randpunkt von e bis zum diame- 
tralen reichen miiBte, wire sie linger als d,, d.h. kein Dickenmesser. 
Ebenso reicht eine im Innern des komplementiren Stellungsbereichs ver- 
laufende Mittelpunktssehne héchstens von einem Punkt von e, bis zum 
diametralen, wire also kiirzer als d,, d. h. kein Durchmesser. Alle Durch- 
messer wiirden also im (abgeschlossenen) schraffierten Stellungsbereich, 
alle Dickenmesser im (abgeschlossenen) komplementiren Bereich liegen, 
d.h. die Trennungsbedingung wire nicht erfiillt. — Die Behauptung, e, 
liege ganz im Innern von e, ist demnach erwiesen. Wegen 

(58) V (e, e.) = V(G, Gy) 

beweist dies (57). 

Die SchluBweise funktioniert a fortiori, wenn je zwei der Schnitt- 
punkte zusammenfallen, wenn also K, = A,, M, = N, oder A, = M,,. 
N, = K, ist, und erst recht, wenn gar keine reellen Schnittpunkte vor- 
handen sind. 

Die Ergebnisse itiber den Fall g, = d,d;* lassen sich wie folgt zu- 
sammenfassen: 

Satz 6: a) (Sdtze 2, 3, 4). Die Aussagen: 1. ,,l ist ein Maximums- 
bereich beziiglich der Funktion g,“, 2. ,,1 erfiillt die Trennungsbedingung“, 
3., Das In-Umkreispaar von | ist ein mazximales Ellipsenpaar“ sind 
gleichwertiq. 

b) (Sdtze 1,5). Es bestehen folgende gleichwertige Aussagen: 1. ,,In 
jeder Klasse 2 affin-verwandter Bereiche existiert genau ein“) Mazximums- 
bereich 1, beziiglich g,““, 2. ,,In jeder Klasse 2 existiert genau ein’) Be- 
reich, welcher die Trennungsbedingung erliilit’’, 3. ,,Jeder konvexe Bereich 
besitet genau ein maximales Ellipsenpaar“, 4. ,,Zu jedem konvexen Bereich 
existiert genau eine") affine Transformation, welche ihn in einen Bereich 
abbildet, der eine der drei Aussagen a) (und automatisch die beiden anderen) 
erfiille. 
c) (Formel (I)) Ist 1 keine Ellipse und kein Parallelogramm, e,, ¢, das 
mazximale Ellipsenpaar von |, so ist: 

$< V(e,e) < 1 


18) Bis auf aquivalente Bereiche. 
%*) Bis auf dquivalente Transformationen. 
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Es sei noch bemerkt, da8 zur Herleitung von Satz 6 natiirlich Satz 3 nicht 
bendtigt wird. Satz 1 besagt die Existenz eines Maximumsbereichs |,, Satz 2, daB 
aus der Maximalitét die Trennungsbedingung, Satz 4, daB aus dieser die Maxima- 
litt des In-Umkreispaares folgt. Aus der in Satz 5 behaupteten Einzigkeit des 
maximalen Ellipsenpaares folgt die Umkehrbarkeit dieser SchluBkette, sowie die 
Einzigkeit '*) des Bereichs mit Trennungsbedingung bzw. des Maximumsbereichs. — 
Man beachte ferner, daB die SchluBweise, die zu Satz 4 und 5 fihrte, ohne die 
Sétze 1 und 2 leerlduft, da erst durch diese Satze die Existenz eines die Trennungs- 
bedingung erfiillenden Bereichs garantiert wird. Natirlich kann man an Stelle von 
Satz 1 auch die Existenz eines maximalen Ellipsenpaares direkt beweisen [mit Hilfe 
von Konvergenzbetrachtungen, z. B. mit Hilfe des Blaschkeschen Auswahlsatzes ')] 
und die Existenz des Maximumsbereichs aus Satz 3 schlieBen; auch die Einzigkeit 
des maximalen Ellipsenpaares diirfte sich unschwer direkt beweisen lassen '®), jedoch 
soll hierauf nicht weiter eingegangen werden. — Es sei schlieBlich darauf hin- 
gewiesen, da8 die Trennungsbedingung ein praktisch wirklich brauchbares Kriterium 
fir die Maximalitat eines Bereiches darstellt; z. B. ergibt sie sofort, da8 das regulare 
2n-Eck in seiner Klasse die Maximumsfigur ist. 


5. Uber die gréBte einbeschriebene und die kleinste umbeschriebene 
Ellipse eines konvexen Bereichs (mit Mittelpunkt). 


Ahnlich wie die Invariante G, lassen auch die zu den Funktionen 
= - dj f' und g, = £ d,*f{ gehérigen Invarianten G, und G, eine ein- 
fache geometrische Deutung zu. Es ist namlich 

AW) 


CKO _ 10 
gs (t) = ee) a) = 729, 


und man beweist ganz analog wie in § 4 die folgenden Siitze: 





(59 i) (59 u) 





Satz 7i: Dann und nur dann ist 
ein Bereich | Mazximumsbereich be- 
aiiglich g, = +d} f"', wenn der In- 
kreis c, eine grépte einbeschriebene 
Ellipse von | ist. Und: Die Invari- 
ante G, ist gleich dem Verhiltnis der 
Flacheninhalte eimer gréBten ein- 
beschriebenen Ellipse und des Be- 
rewhs selbst. 





Satz 7u: Dann und nur dann ist 
ein Bereich | Mazimumsbereich be- 
ztiglich 9, = < ast, wenn der Um- 
kreis c,, eine kleinste wmbeschriebene 
Ellipse von | ist. Und: Die Invari- 
ante G, ist gleich dem Verhiltnis der 


Die Existenz einer gréBten einbeschriebenen und einer kleinsten um- 
beschriebenen Ellipse kénnte man leicht direkt beweisen; sie folgt aber 


15) Bonnesen-Fenchel § 6, 25, S.° 34. 


18) Vgi. z. B. die analoge SchluBweise in § 5, wo fir Satz 8 ein direkter Be- 


weis gegeben wird. 
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aus Satz 1, welcher die Existenz von Maximumsbereichen |, und |, aus- 
sagt. Wir behaupten nun weiter: 

Satz 8: Zu jedem konvexen Bereich (mit Mittelpunkt) gibt es genau 
eine gripte einbeschriebene und genau eine kleinste umbesohriebene Ellipse. 

Ein direkter Beweis dieses Satzes 148t sich wie folgt fihren. Es sei 

¢, eine gréBte einbeschriebene | e, eine kleinste umbeschriebene 
Ellipse des Bereichs. Man darf annehmen, daB die Ellipse ein Kreis ist, da dies 
durch affine Transformation zu erreichen ist. Es mu8 dann 


¢, = ¢, sein; denn anderenfails lage der | ¢, = c, sein, da esnureinen kleinsten um- 


Fall der Fig. 6 vor, und in der konvexen 
Hille der Kreise lieBe sich eine Ellipse 
angeben, welche gréBeren Flacheninhalt 


beschriebenen Kreis gibt. — Angenommen 
nun, es gabe zwei kleinste umbeschriebene 
Ellipsen ¢, und é,. 


hat alse,. — Angenommen nun, es gabe 
zwei gréBte einbeschriebene Ellipsen e, 
und @,. 





Man darf annehmen, die erste sei ein Kreis. Es ist klar, daB die beiden Ellipsen 
vier reelle Schnittpunkte haben miissen; diese bilden die Ecken eines Rechtecks, 
dessen lingere Seite etwa in der &-Richtung liege. Man nehme eine affine Trans- 
formation 


(60) 
vor, welche das Rechteck in ein Quadrat verwandelt. Die beiden Ellipsen erhalten 
dadurch die Gestalt 

s n? g 7? 
61 =— oo a ono 
(61) a a B 1 und = + a 1 


Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit darf ferner angenommen werden, daB die 
Schnittpunkte der Ellipsen die Koordinaten 


(62) é=+1, a=) 
haben, daB also 
(63) a? +b? = a?b® und a?-+ 5* = a8. 


Da beide Ellipsen nach Voraussetzung gleichen Flacheninhalt haben, ist 


(64) ab—ab 
and daher 
(65) a* + 6? — a+ 5. 


Aus (64) und (65) folgt, da die beiden Ellipsen verschieden sind, 
(66) a=65 und 


e 
d. h. die Ellipsen sind kongruent und entstehen auseinander durch Drehung um = 


b=—2, 





Zeichnet man die gemeinsamen Tangenten 
der Ellipsen, so bilden diese ein Quadrat; 
der Inkreis dieses Quadrats liegt ganz 


Der Umkreis des von den Schnittpunkten 
der beiden Ellipsen gebildeten Quadrats 
enthdlt den Durchschnitt der beiden 
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in der konvexen Hille der beiden El- 
lipsen, ist also | einbeschrieben; sein 





Fig. 8i. 


Flacheninhalt ist aber gréBer als der der 
Ellipsen, da der Inkreis die (einzige) 
gréBte einbeschriebene Ellipse des Qua- 
drata ist. 
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Ellipeen, ist also | umbeschrieben; sein 
Filacheninhalt ist aber kleiner als der der 








Fig. 8 u. 


Ellipsen, da der Umkreis die (einzige) 
kleinste umbeschriebene Ellipse des Qua- 
drats ist. 


Die letzte Tateache rechnet man, wie bereits friher erwahnt, leicht nach; sie 
wird sich aber aus Satz 9 nochmals ergeben. — Somit ist die Annahme zum Wider- 
spruch gefihrt und Satz 8 in beiden Teilen bewiesen. 


Ein anderer Beweis fiir Satz 8 wird aus den folgenden Uberlegungen 


flieBen. 


Wir wollen nunmehr namlich auch die weiteren in §3 und § 4 


fiir g, angestellten Betrachtungen ganz analog fiir g, und g, durchfiihren. 
Satz 8 wird sich dabei genau wie friiher Satz 5 ergeben. 


Zuniachst wird es sich darum handeln, einen Satz 2 analogen Satz zu 


beweisen: 


Satz 9i: Ist {, ein Mazimums- 
bereich beziiglich g,, 80 lassen seine 
Dickenmesser sich nicht sdmtlich in 
das Innere eines rechten Winkels 
fassen. D.h. 1, besitzt entweder 
zwei senkrechte Dickenmesser oder 
drei Dickenmesser, deren Stellungen 
sich nicht in einen (abgeschlossenen) 
rechten Winkel fassen lassen. Wir 
sagen auch kurz, I, erfiille die Dicken- 
messerbedingung. 





Satz 9u: Ist 1, ein Mazximums- 
bereich beziiglich g,, so lassen seine 
Durchmesser sich nicht similich in 
das Innere eines rechten Winkels 
fassen. D.h. 1, besitzt entweder 
zwei senkrechte Durchmesser, oder 
drei Durchmesser, deren Stellungen 
sich nicht in einen (abgeschlossenen) 
rechten Winkel fassen lassen. Wir 
sagen auch kurz, [, erfiille die Durch- 
messerbedingung. 





Wir beweisen etwa Satz 9u. Angerommen, |, erfiille die Durch- 
messerbedingung nicht, d. h. die Stellungen aller Durchmesser lassen sich 
in das Innere eines rechten Winkels fassen. Dann liegen sie auch im 


Innern eines Winkels, welcher kleiner ist als = Die Winkelhalbierende 
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dieses Winkels werde in die &-Achse gelegt; dann liegen alle Durchmesser 
” in einem Stellungsbereich (— o,,¢,), und es ist 


(67) 


a Fae 
— 
ain? 





x = 1 
7? also cos’ a, > 


Nimmt man nun eine Transformation (23) vor, 
so folgt wie friiher (Forme! (32) usf.): 


d.. = 0 (@,) (1 — € cos? @, +O(e*)) (@, in (— G,, G,)) 


Rou 


l—e 








Fig. 9. 
(68) < 4, (1 — € cos* a, +0 (e*)). 
Andererseits ist 
(69) ‘= f(1—e), 
also 
(0 Sheth = 


Dies ist aber wegen (67) fiir hinreichend kleines ¢ gréBer als <a f, was 
der Maximalitat von |, widerspricht. — Der Beweis von Satz 9i verlauft 


ganz entsprechend. 


Satz 9 gibt die Méglichkeit, die Gestalt des Maximumsbereichs etwas 


genauer zu analysieren. 

1. [, besitzt zwei senkrechte Dicken- 
messer; die in ihren Endpunkten er- 
richteten Lote bilden ein 1, umbe- 
schriebenes Quadrat q. 


eo 
KI 























Fig. 10. 
Fiir |, + q wird daher: 
: a 4} (Is) 
(71i) = g,(l,) = FT 
x 4} (q) 


2. Es gibt drei Dickenmesser, 
deren Stellungen sich nicht in einen 
(abgeschlossenen) rechten Winkel 
fassen lassen: A,OA,, B,OB,, 
T,Of,. Von den Winkeln X A,OB,, 





Es bestehen zwei Méglichkeiten: 


1.1, besitzt zwei senkrechte Durch- 
messer; das von ihren Endpunkten 
aufgespannte Quadrat q ist |, ein- 
beschrieben. 





° 





Fig. 10 u. 
Fiir 1, + q wird daher: 
4 fil 
(Tl) g(t) = + Ae 


> = a3 (q) = 9s (q). 


2. Es gibt drei Durchmesser, deren 
Stellungen sich nicht in einen (ab- 
geschlossenen) rechten Winkel fassen 
lassen: A,OA,, B,OB,, Ff, OF,. 
Zwei der Durchmesser, etwa A,O A, 
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AB,OF,, AF,OA, kann nur einer 
<= sein; esseien etwa XA,OB, und 
Al,OA, > =. Das von den Loten in 
den Endpunkten der Dickenmesser ge- 
bildete Sechseck ist [, umbeschrieben. 

Den Fiacheninhalt dieses Sechs- 
ecks wollen wir mit demjenigen des 
¢; umbeschriebenen Quadrats q ver- 
gleichen. Man lege q so, daB es ¢, 
in A, und A, (und in den Punkten A, 
und A,) beriihrt. Der Voraussetzung 
iiber die Winkel X A,OB,, AT,OA, 
zufolge schneiden die Verlangerungen 
von OF, und OB, die obere horizon- 
tale Seite von q in Punkten K, und 
M,. Von dem Schnittpunkt E, der 
in B, und [, beriihrenden Sechsecks- 
seiten darf man annehmen, daB er 
im ersten Quadranten liegt; die 
Verlingerung von OA, schneidet 
dann [,£, in T, und die Verlange- 
rung von B, E, in Z,'”). K, A, schneide 
T, T, in N,, M, A, schneide B, Z, in 
M, ; die Dreiecke K,f, N, und T, A,N,, 
ebenso [1,B,M, und Z, A, M, sind kon- 
gruent; /(q) ist also gréBer als der 
Flacheninhalt des Sechsecks. Wie 
im ersten Fall folgt daher die Un- 
gleichung (71 i). 
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Fig. 11 u. 
und B,OB, bilden einen spitzen 


Winkel miteinander. Zeichnet man 
die Lote A,OA, auf A,OA, und 
E,OE, auf B,OB,, so liegt der 
dritte Durchmesser im Innern des 
von diesen Loten gebildeten spitzen 
Winkels. Das von dea Endpunkten 
der Durchmesser gebildete Sechseck 
ist |, einbeschrieben. 

Den Fiiacheninhalt dieses Sechs- 
ecks wollen wir mit demjenigen des 
¢, einbeschriebenen Quadrats ver- 
gleichen. Das Sechseck A,B,T,A,B,T, 
hat gréBeren Flacheninhalt als das 
Sechseck A, B, A, A,B, A, (da die 
Hohe des Dreiecks A,f, B, gréBer 
ist als die des Dreiecks A, A, B,). 
Dies Sechseck wiederum enthiilt 
das c¢, einbeschriebene Quadrat 
A,A,A,A,. Wie im ersten Fall 
folgt daher die Ungleichung (71). 


17) T, und £, kénnen zusammenfallen. 
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Beachtet man, da8 der einzige Bereich der Parallelogrammklasse, welcher 
die Durchmesserbedingung oder die Dickenmesserbedingung erfiillt, das 
Quadrat ist, so erhalt man aus (71i) und (71 u) einen neuen Beweis fiir 
die untere Abschitzung in (I) fiir die Faille » = 3 und 5. 

Ubrigens 148t sich leicht einsehen, daB auch die folgenden Beziehungen 
gelten: 
(72 i) 
(73 i) 


9: (ls) > 9: (9), 
9s (ls) > 9s (9) 94 (Is) > 94 (9) 

fiir 1, + q. fir I, + q. 
Die Beziehungen (72) liest man unmittelbar aus den Figuren 10 und 11 ab. Ebenso 


sind die Relationen (73) evident fiir den Fall der Figuren 10. Es liege der Fall 
der Fig. 11 vor. 


(72 u) 
(73 u) 


91 (Is) > 91 (Q), 


























Bezeichnet | das |, umbeschriebene Es ist BF, + F,A,>B,A, + A,A,, 
Sechseck aus Fig. 11i, so wird wie man z. B. erkennt, indem man bedenkt, 
4 daB [, im AuBern der Ellipse liegt, 
(74i) «() Sef) = Zid welche B, und A, zu Brenmpunkten hat 

4 : und durch A, geht. Folglich ist 

s d, f (a) a (4), (74 u) a (I) = u (A, B, TAs By T) 
also > u(A, B, A, A, BA) > u(q), 
(753) re d, (l,) d, (q) also 
w(t) u (q) (75 u) 1 «(L) 1 u(q) 
was (73i) beweist. = 4 (i,) x 4, (4)’ 
was (73 u) beweist. 





Die Beziehungen (72) und (73) liefern neue Beweise fiir die Hauptformel 
(I) in den Fallen » = 1, 2,4. 


Im folgenden handelt es sich schlieBlich nogh darum, die Siatze 9 


umzukehren. Zu diesem Zweck beweisen wir zwei dem Satz 4 analoge 
Satze: 
Satz 10i: Frfiillt ein konvezer Satz 10u: Erfiillt ein konvezer 


Bereich die Dickenmesserbedingung, | Bereich die Durchmesserbedingung, 
so ist der Inkreis eine gréfte ein- | so ist der Umkreis eine kleinste um- 
beschriebene Ellipse. | beschriebene Ellipse. 

Beim Beweis dieser Satze wird sich gleichzeitig — wie oben schon 
erwihnt — der Satz 8 von neuem ergeben. — i sei ein Bereich, 
welcher die 
Dickenmesserbedingung erfiillt, ¢, 
eine von ¢, verschiedene einbe- 
schriebene Ellipse. Die Behauptung 
lautet: 


(76 i) 


Durchmesserbedingung erfiillt, e, 
eine von ¢, verschiedene umbe- 
schriebene Ellipse. Die Behauptung 
lautet: 


fe) < f (ce). (76 u) 





f (eu) > f (eu). 
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Wir unterscheiden zwei Fille: 
1. ¢, ist ein Kreis. (76i) ist sicher 
richtig, auBer wenn e,; und ¢, kon- 
gruent sind; dies kann aber fiir einen 
von ¢, verschiedenen Kreis nicht ein- 
treten, da der Fall der Fig. 6 vorlage 
und die Dickenmesserbedingung nicht 
erfillt wire. 
2. ¢, ist kein Kreis. 
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1. ¢, ist ein Kreis. (76u) ist sicher 
richtig, auBer wenn e, und c¢, kon- 
gruent sind. Dies kann aber nur 
fiir e, = c, eintreten. 


2. ¢, ist kein Kreis. 


Man darf annehmen, da8 der Mittelpunkt der Ellipse mit dem Mittelpunkt 
des Bereichs zusammenfallt; denn ist dies nicht von vornherein der 
Fall, so verschiebe man die Ellipse parallel mit sich selbst, bis sie zu O 
symmetrisch liegt, und beweise (76) fiir die verschobene Ellipse. Man 
lege die Hauptachse der Ellipse in die ¢-Achse. 





! 
Fig. 12i. 


Man zeichne dasjenige ¢, umbe- 
schriebene Quadrat q, dessen Ecken 
auf den Koordinatenachsen liegen; 
die Beriihrungspunkte heiSen K,, 
= 

e, mu8 diesem Quadrat einbe- 
schrieben sein. — Ware dies nimlich 
nicht der Fall, so wiirde der ganze 
Kreisbogen A, K, (und A,K,) im 
Innern von [ liegen. Dies ist evident, 
wenn A,, K,, A,, K, im Innern von 
e,; liegen. Aber auch wenn K,, A,, 
K,, A, auf dem Rande oder auBer- 
halb von e, gelegen sind, ist dies 
klar; denn e, wiirde q in Punkten 








—— eee 











Fig. 12 u. 


Man zeichne die Medianen & = + 4; 
die Schnittpunkte K,,K,,A,, A, 
mit c, bilden ein Quadrat q. 


e, mu8 diesem Quadrat umbe- 
schrieben sein. — Wire dies nimlich 
nicht der Fall, so wiirde die Ellipse e, 
OK,, OA, usw. in Punkten M,,N, 
usw. schneiden, und der Ellipsen- 
bogen M,N, wiirde den Kreisbogen 
K, A, nicht treffen (weil die Haupt- 
achse der Ellipse zur ¢-Achse parallel 
ist. Die Mittelpunktssehnen, deren 
Stellungen in dem abgeschlossenen 








738 


M,, N, usw. schneiden und die (von 
Bégen von e, und ¢, und von 
Stiicken der gemeinsamen Tangenten 
begrenzte) konvexe Hiille von e, 
und ¢,, welche | angehért, enthielte 
den Kreisbogen A, K, im Innern. 
Die Mittelpunktssehnen, deren Stel- 
lungen in dem abgeschlossenen rech- 
ten Winkel X A, OK, liegen, waren 
daher simtlich linger als d,, und 
alle Dickenmesser mii8ten im Innern 
des komplementaren rechten Winkels 
verlaufen, was der Dickenmesser- 
bedingung widerspricht. e, ist somit q 
einbeschrieben. Da aber das Quadrat 
die einzige Maximumsfigur in der 
Parallelogrammklasse ist, gibt es in 
q nur eine gréBte einbeschriebene 
Ellipse, namlich ¢,; folglich gilt 
(76 i). 

Die Ergebnisse dieses Paragraphe 

Satz lli: 

a) (Sdtze 9i, 10i, 7i). Die Aus- 
sagen 1. ,,l ist ein Mazximumsbereich 
beztiglich der Funktion g,‘‘, 2. ,,1 er- 
fillt die Dickenmesserbedingung“, 
3. ,,Der Inkreis von | ist eine grépte 
einbeschriebene Ellipse‘ sind gleich- 
wertig. 

b) (Sdtze 1 und 8). Es bestehen 
folgende gleichwertige Aussagen: 1.,,In 
jeder Klasse 2 affin-verwandter Be- 
reiche existiert genau ein“) Mazi- 
mumsbereich |, beziiglich g,‘‘, 2. ,,In 
jeder Klasse 2 existiert genau ein") 
Bereich, welcher die Dickenmesser- 
bedingung erfiillt*, 3. ,,Jeder konvexe 
Bereich besitzt genav eine gréfte ein- 
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rechten Winkel X M, ON, liegen, 
wiirden daher simtlich kiirzer als d, 
sein, und alle Durchmesser miiSten 
im Innern des komplementiren 
rechten Winkels verlaufen, was der 
Durchmesserbedingung widerspricht. 
e, ist somit q umbeschrieben. Da 
aber das Quadrat die einzige Maxi- 
mumsfigur in der Parallelogramm- 
klasse ist, gibt es um q bur eine 
kleinste umbeschriebene Ellipse, 
namlich ¢,; folglich gilt (76 u). 


n lassen sich wie folgt zusammenfassen : 

Satz llu: 

a) (Sdtze 9u,10u,7u). Die Aus- 
sagen 1. ,,l ist ein Maximumsbereich 
beztiglich der Funktion g,“‘, 2. ,, er- 
fillt die Durchmesserbedingung‘, 
3. ,,Der Umkreis von | ist eine kleinste 
umbeschriebene Ellipse“ sind gleich- 
wertig. 

b) (Satze 1 und 8). Es bestehen fol- 
gende gleichwertige Aussagen: 1. ,,In 
jeder Klasse 2 af fin-verwandter Pereiche 
existiert genau ein’) Mazimums- 
bereich 1, beziiglich g,“*, 2. ,,Jn jeder 
Klasse 2 existiert genau ein*) Be- 
reich, welcher die Durchmesserbedin- 
gung erfiillt*, 3. Jeder konvexe Bereich 
besitzt genau eine kleinste umbeschrie- 





beschriebene Ellipse’, 4. Zu jedem 


1%) Bis auf aquivalente Bereiche. 


bene Ellipse’*, 4 Zu jedem konvexen 
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konvezen Bereich existiert genau eine’) 
affine Transformation, welche ihn in 
einen Bereich abbildet, der eine der 
drei Aussagen a) (und automatisch 
die beiden andern) erfiillt‘‘. 

c) (Formel (1)). Ist | keine Ellipse 
und kein Parallelogramm, e; die gréBte 
einbeschriebene Ellipse, so ist: 

F 9 f(e,) 
=< To < % 
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Bereich existiert genau eine") affine 
Transformation, welche ihn in einen 
Bereich abbildet, der eine der drei Aus- 
sagen a) (und automatisch die beiden 
andern) erfiillt‘*. 

ce) (Formel (I)). Ist 1 keine Ellipse 
und kein Parallelogramm, e, die 
kleinste umbeschriebene Ellipse, so ist: 


2 f (1) 
am SF) 





<1. 





An Satz 11i und 11 lassen sich natiirlich analoge Bemerkungen knipfen 
wie die im Anschlu8 an Satz 6 ausgefiihrten, die nicht eigens noch einmal formuliert 
seien. Es sei nur darauf hingewiesen, daB die Dickenmesserbedingung und die 
Durchmesserbedingung brauchbare praktische Kriterien darstellen; z. B. folgt aus 
ihnen sofort, daB das regulére 2n-Eck in seiner Klasse Maximumsfigur beziiglich g, 
und g, ist; das bedeutet, daB der Inkreis des regularen 2n-Ecks die gréBte ein- 
beschriebene Ellipse und der Umkreis die kleinste umbeschriebene Ellipse ist. 


6. Einiges zum Fall g, = tat. 

Es diirfte von Interesse sein, fiir die Ungleichung 
(77) G, (P) < G, (2) (2 + P) 
einen andern Beweis zu geben als den in §3 gefiihrten. Dies kann z. B. 
folgendermaBen geschehen. Es sei ein konvexer Bereich | gegeben. Ich 
behaupte, es gibt eine affine Transformation mit folgender Eigenschaft: 
um das Bild ’ von | 148t sich ein Quadrat q, beschreiben, dessen Seiten- 
mitten [’ angehédren. Man wihle z. B. die affine Transformation, welche 
ein kleinstes umbeschriebenes Parallelogramm p, von | 
in ein Quadrat (q,) verwandelt. Die Seitenmitten 
eines kleinsten umbeschriebenen Parallelogramms miissen 
zum Bereich gehéren, da man andernfalls durch eine 
kleine Drehung eines Paars paralleler Seiten ein kleineres 
Parallelogramm herstellen kénnte**). Die transformierte 
Figur ( und das Quadrat q, haben die gewiinschte 
Eigenschaft. Man darf annehmen, da8 das von den 

















Fig. 13. 
Seitenmitten von q, gebildete, I’ einbeschriebene Quadrat q, die Seite 2 


hat. Die zu den Seiten von q, parallelen Stiitzgeraden von |’ mégen 
1%) Bis auf a4quivalente Transformationen. 

2) Vgl. hierzu K. Reinhardt, Uber die dichteste gitterférmige Lagerung kon- 
gruenter Bereiche und eine besondere Art konvexer Kurven [Abhandl. Math. Sem. 
Hamburg 10 (1934), 216—230] S. 219. 
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von den Seiten von q, die Abstaénde x, und x, haben (0 = %,=1, 

0<=*,<1). Man setze 

(78) %, + Hy = 2x (0<x<)). 

(' enthalt q, und iiber jeder Seite von q, ein Dreieck mit der Hohe x, 

bzw. x,; also wird 

(79) (Ul) } bf (Gu) +f (Gu) (2%, + 2x) = 2/ (Gu) (2 + 2%). 

l’ liegt ganz in dem von den Stiitzgeraden und den Seiten von q,, begrenzten 

Achteck; es wird 

u(t’) — u(q.) oo $u(q,,) (1 ne % + 1 = %) + }u(q.) y2 (1 ‘apr %+ 1 —%,) 
= 4u(q,) (¥2+ «(2—V2)). 

Hieraus folgt 


(80) 


: fv) 
81 = 42 
( ) Ie (t) % « (Y’) 
” f(q,) l+x 
oe w(q.) 1 4+ 2x (V2 —1)+«2(3—2)2) 





= 9e(Gu) 
wegen 
(82) 1+ x—1—2x(¥2—1) — (3 — 292) 

= (3—2Yy2)x(l—x) > 0 fir OS x <1. 

Man beachte, daB in (82), also in (81) das Gleichheitszeichen nur fiir 
x = 0 oder x = 1; d.h. fiir [' = q, oder (' = q,, steht; ist daher I’ + q, 
so wird 
(83) 9o() > go (4), 
und dies beweist (77)*’). 

Weiter wollen wir ein Kriterium fiir die Maximalitat eines Bereichs 
beziiglich g, herleiten. 1, sei ein Maximumsbereich. Wir denken uns die 
Randkurve als Funktion der Bogenlinge gegeben: 

(84) & = &(s), 1 = (8). 


Um alle nicht Aquivalenten Bereiche der Klasse 2 aus [, zu erhalten, 
geniigt es, die affinen Transformationen 


&’ =a gE ’ 
(15) : ” en a>Q9, 
y= _7 
in Betracht zu ziehen. (15) fihre |, in [' tiber. Es ist natiirlich 


(85) fl) = f(h), 


21) Die hier benutzte Bezichung G,(f) = g,(q) wird sich am SchluB des 
Paragraphen ergeben. 
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und man darf annehmen, daB dieser Ausdruck = 1 ist. Weiter ist 
— mit u (I,) =U —-: 





(86) u(t) = ula, B) = | Y(ad +h + (29) ae. 


Sty el 


Hierin werde unter & bzw. 7 die vordere oder die hintere Ableitung 
von &(s) bzw. 4(s) verstanden. Alle Prozesse sind erlaubt, da £(s), 7(s) 
die Randkurve eines konvexen Bereichs darstellen. Auch ist stets: 


(87) 84 7? = 1. 


u(a, 8) besitzt in der Umgebung von « = 1, 8 = 0 stetige Ableitungen 
nach « und f. Da8 |, Maximumsbereich ist, heiBt, daB u(1,0) ein 
Minimum von u(«, 8) ist, und hierfiir ist notwendig, daB 


du 


du _ Ou 
Ox 


a=! Bla=1 
p=o p=0 


(88) == @ 








Ausgerechnet ergibt dies unter Benutzung von (87): 

(89) ((@—i)ds=0, [Ends =0, 
0 

und zusammen mit 


(90) a= 


mt | 


ds = ((# + #)ds 


folgt hieraus: 


(91) (@ds=(irds= yu, [Ends =0. 

Diese Bedingung kann offenbar auch so formuliert werden: 

(91’) {(Ecosy + x siny)'ds = }u fiir alle Winkel x. 

Noch anders kann man die Bedingung folgendermaBen ausdriicken. Man 
setze 

(92) E(s) = cos p(s), #(s) = sin p(s). 


y (s) liefert die Stellung einer Stiitzgeraden im Punkte £(s), (8) und 
zwar — in den Ecken des Bereichs — gerade die beiden duBersten 
Lagen, je nachdem £, 7 als vordere oder als hintere Ableitungen gewahlt 


sind. w/(s) ist eine positive monoton nicht abnehmende Funktion, wenn 
Mathematische Annalen. 113. 48 
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man sich den Bereich im positiven Sinn umlaufen denkt. LEinsetzen 
von (92) in (91) ergibt die mit (91) gleichwertige Bedingung 


u 


(93) cos® p(s)ds = | sin? y(s)ds = + \ cos y(s)sin y(s)ds = 0. 
° ° 0 
Dies ist wiederum gleichwertig mit 
(93’) [cos2p(s)ds=0, | sin2y(s)ds = 
0 0 


Geometrisch kann man die letzte Bedingung so interpretieren: man ordne 
der gegebenen Kurve (84) eine zweite Kurve 


0 


(94) é, (8) = { cos 2 p (a) do, n, (8) = fsin2 y(o)do 


zu. Diese zugeordnete Kurve hat ebenfalls s als Bogenlinge; sie besitzt 
in jedem Punkt die doppelten Kriimmungen*™) wie die urspriingliche 
Kurve; in jeder Ecke besitzt sie den doppelten AuBenwinkel. (93’) be 
sagt dann, daS die zugeordnete Kurve des Randes eines Maximums- 
bereichs [, geschlossen ist. 

DaS diese Bedingung auch hinreichend ist, erschlieBen wir, indem 
wir zeigen, daB die Gleichungen (88) ‘iberhaupt nur an einer Stelle a, f 
erfiillt sein kénnen, so daB aus (88) riickwirts die Minimalitét von u(«, £) 
folgt; gleichzeitig beweist dies die Einzigkeit des Maximumsbereichs. Zu 
diesem Zweck zeigen wir, daB die Funktion u(a«, 8) (im betrachteten 
Bereich « > 0) konvex ist, d. h. fiir je zwei verschiedene Punkte «,, £, 
und a, B, mit a, > 0, a, > 0 und jedes # zwischen 0 und 1 der Un- 
gleichung 


(95) u(a,+(1—d)a,, 06, + (1 — #8) 
= Bu (a,, B,) ' (1 ts D) 4 (ax., 8.) 


geniigt. Es reicht offenbar bin, die Konvexitaét des Integranden 





Pe ‘ ‘3. 
(96) (a, B) = Y(aé+Bne +(— 7) 
von (86) fiir jedes feste s (0 << s <= u) zu beweisen. Sind nun yu (za, f) 
und A(a, 8) konvex, so ist auch 


(97) Ve+ 2 


®) Es gibt vier Kriimmungen: D,y, D_y, D,y, D_y. 
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konvex; denn aus 
(98) (Ba, + (1 — #)a,, OB, + (1 — #)B,) 

S Ou(a,, B,) + (1 — dua, B,), 
(99) A(@a, + (1— #)a,, HB, + (1 — A) 8,) 

S Aa, B,) + (1 — BA (as, B,) 


folgt durch Quadrieren und Addieren und Anwendung der Schwarzschen 
Ungleichung 


(100) we (Ba, +(1— P)a,, ®8,+(1 — #) B,) 
+ BP (da, +(1— B)a,, #B, + (1 — 9)8,) 
SP (u? (a, By) + A? (a,, By)) + (1 — 8) (4? (a, By) + A? (a, B,)) 
+ 20(1 — 8) (u(a,, B,) 4 (%,, By) + A(a,, B,)A (a, B,)) 
< (OV? (a,, B,) + (a, B,) 
+ (1 — 8) Vi* (%q, By) + A* (Hy, By))?, 
d. h. die Konvexitaét von (97). Setzt man 
(101) u(a, B) = a+ 78, 


(102) A(a, B) = |i |=, 








so erfiillen offenbar ms, A die Bedingungen (98) und (99), fiir be- 
liebiges é, 7. Es folgt also die Konvexitaét von «(a, 8) und u(a, f). — 
u(a, 8) ist sogar eigentlich konvex, d. h. in (95) steht (fir 0 < # < 1) 
stets das Ungleichheitszeichen. Stiinde niamlich das Gleichheitszeichen, 


so miiBte fiir alle s bis auf eine Menge vom Mai 0 
(103) (Oa, +(1— P)a,, OB; + (1 — 9)A,) 
= B(a,, B,) + (1 — B)e(a,, B,) 
sein, was nur méglich ist, wenn in (98) und (99) fast immer das Gleich- 
heitszeichen steht; in (99) steht aber gewiB das Ungleichheitszeichen, 
wenn nicht 7 = 0 ist; es miiBte also fiir alle s bis auf eine Menge vom 
MaB 0 7» = 0 sein, was offensichtlich fiir den Rand eines konvexen 
Bereichs mit inneren Punkten nicht eintreten kann. — Eine eigentlich 
konvexe Funktion kann aber an héchstens einer Stelle verschwindende 
Ableitungen haben, welche dann das (einzige) absolute Minimum der 
Funktion liefert. Das ergibt den 
Satz 12: Dann und nur dann ist ein Bereich | Mazimumsbereich 
beziiglich der Funktion g, = 4afu-*, wenn die seiner Randkurve zugeord- 
nete Kurve geschlossen ist. In ‘jeder Klasse affin-verwandter Bereiche 
existiert genau ein Mazimumsbereich |, beziiglich g,. 
48 * 
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Man beachte iibrigens, da8 beim Beweis von Satz 12 von der zen- 
trischen Symmetrie des Bereichs kein Gebrauch gemacht wurde; Satz 12 
gilt ganz allgemein. Liegt ein Bereich mit Mittelpunkt vor, so schlieBt 
sich die zugeordnete Kurve von [, bereits nach einem halben Umlauf der 
urspriinglichen Kurve (denn es ist v(s+5) = y(s)+ m). Die zugeord- 
nete Kurve eines Kreises (des Maximumsbereichs in der Ellipsenklasse) 
ist ein Kreis mit dem halben Radius. Die zugeordnete Kurve eines 
regularen Dreiecks ist ein in anderem Sinne durchlaufenes regulires Drei- 
eck, die zugeordnete Kurve des Quadrats eine zweimal hin und zuriick 
durchlaufene Strecke; allgemein: die zugeordnete Kurve eines reguliren 
2n-Ecks ist ein zweimal durchlaufenes regulires n-Eck, diejenige eines 
regularen 2n-+-1-Ecks ein regulires Stern-2n-+1-Eck; die regularen 
Polygone sind also Maximumsbereiche in den zugehérigen Klassen. 


7. Bereiche ohne Mittelpunkt. 


Die Betrachtungen des §1, insbesondere Satz 1, gelten ganz all- 
gemein fiir beliebige konvexe Bereiche; das gleiche gilt von den Hilfs- 
betrachtungen des §2, dem Satz 2 und — wie man ohne weiteres er- 
kennt — von den Satzen 9i und 9u. Nur kénnen, wenn es sich um 
einen Bereich ohne Mittelpunkt handelt, nicht ohne weiteres die gleichen 
geometrischen Folgerungen gezogen werden, da die Durchmesser und 
Dickenmesser nicht notwendig durch einen Punkt gehen und da ferner 
die Beziehungen d; = 27, und d, = 2r, nicht mehr richtig sind. Daf’ 
Satz 12 fiir beliebige konvexe Bereiche gilt, wurde bereits bemerkt. 


Die Richtigkeit der oberen Abschitzung in den Beziehungen (II,), 
(II,), (II,) wurde bereits im Anfang des §2 bewiesen; es handelt sich 
noch darum, die unteren Abschitzungen zu gewinnen. Fiir (II,) und 
(II,) geschieht dies leicht mit Hilfe eines Symmetrisierungsprozesses, der 
sogenannten Zentralsymmetrisierung™). Diese kann z. B. so definiert 
werden: sei { ein konvexer Bereich; man betrachte den Bereich [* aller 
Punkte £*, 7* mit 


(104) &* = 3(€,—&,), * = 4(n, — Mm). 


wo é,, 7, und &,, 7, unabhingig voneinander alle Punkte von [ durch- 
laufen; I* heiBt der zu [ gehdrige zentralsymmetrische Bereich. Offenbar 


23) Bonnesen-Fenchel, § 9, 42, 8.73. Auf die folgende SchluBweise machte 
mich Herr Fenchel aufmerksam; ich méchte nicht versiumen, ihm hierfiir wie fir 
sein freundliches Interesse am Fortschritt dieser Arbeit meinen Dank auszusprechen. 
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ist diese Beziehung eine affin-kovariante, d.h.: fiihrt eine affine Trans- 
formation [ in I’, I* in (I*)’ iiber, so ist 


(105) (r)* = (t*y. 


Man kann daher auch von der zu einer Klasse 2 gehérigen zentral- 
symmetrischen Klasse 2* reden. Durch den ProzeB der Zentralsymmetri- 
sierung andern sich die GréBen d;, d,, u nicht; der Flacheninhalt f kann 
sich nicht verkleinern™). Hieraus folgt 


G,(2*) = G,(2) fir » = 1, 2, 4, 
G, (2*) < G, (2). 


Aus (106) und (I) folgen die unteren Abschitzungen in (II,) und (II,)’ 
es mu8 nurmebr untersucht werden, wann das Gleichheitszeichen steht. 
Offenbar kann nur dann 


sein, wenn 2* = $P ist; man iiberlegt aber leicht, daB dies nur fir 2 = P 
eintritt; fiir 2 + $% steht demnach in (II,) und (II,) das Ungleichheits- 
zeichen. 

In den bleibenden Fallen »y = 5 und 6 laBt sich diese Methode nicht 
verwenden; man gelangt aber auch hier leicht zum Ziel. 

Zunichst folgt aus Satz 9u: ist [, Maximumsbereich beziiglich g,, 
so gibt es in |, zwei Durchmesser, welche einen Winkel t mit 


(108) 3at*SF 


einschlieBen (denn entweder gibt es Zwei senkrechte Durchmesser, oder 
es existieren drei Durchmesser, aus denen man sich zwei passende aus- 
suchen kann). Diese beiden Durchmesser A, A,, 
B, B, haben natiirlich einen gemeinsamen Punkt 2. 
Das Viereck A, B, A, B, ist [, einbeschrieben; sein 
Flacheninhalt ist 


(106) 














(109) FA.) sine > Fdtsin=. 

Letzteres ist aber der Inhalt des gleichseitigen Drei- = . EF —— ae 2 

ecks mit dem Durchmesser (d. bh. der Seite) d,,. A; 

Also ist Fig. 14. 
4.14% +4. 1/8 _.¢ 

(110) 90) = = 3G, = eae) = 6) 


24) loc. cit. 2), 
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Da in der Klasse D aller Dreiecke } das (einzige) ist, welches die Durch- 
messerbedingung erfiillt (zwei senkrechte Durchmesser kann es nicht geben, 
drei gleiche Durchmesser bedeuten Gleichseitigkeit), besagt (110): 


(111) G,(D) <= G, (2). 


Das Gleichheitszeichen kann nur stehen, wenn t = 3 ist und wenn [, 


mit dem Viereck A, B, A,B, identisch ist. AuBer den beiden Durch- 
messern A, A, und B, B, existiert — gemi% der Durchmesserbedingung 
— noch ein weiterer [,f,, dessen Stellung sich nicht mit denen der 
beiden andern in einen rechten Winkel fassen 148t. [,f, mu8 mit den 


. a 1 ‘ : ‘ ” = 
beiden andern Durchmessern den Winkel q einschlieBen (denn ware einer 


der Winkel, 1’, welche [,f, mit A,A, und B,B, bildet, >F und 
<= “ so kénnte man mit 1’ genau so wie vorher mit t schlieBen und 
erhielte in (111) das Zeichen| <). Es mu8 natiirlich [,f, mit einer 
der Seiten des Vierecks A,B,A,B, zusammenfallen, da jeder Durch- 


messer eines Vierecks durch zwei Ecken geht. Dies kann ( vorausgesetzt, 
daB AA, 2B, = ; ist} nur B,A, oder B,A, sein; sei etwa 


r,t, = B,A,; dann wire das Dreieck A,2B, gleichwinklig, also 
gleichseitig, d. h. das Viereck artet in ein gleichseitiges Dreieck aus: 
B, = A, =; in (110) steht daher nur far 1, = d, in (111) nur far 


g D das Gleichheitszeichen, w. z. b. w. 
SchlieBlich bleibt noch 
(112) G,(D) <G,(2) fir 2+D 


zu beweisen. Dies folgt ganz ahnlich wie (77) in §6. Entsprechend 
wie dort, zeigt man zunichst, daB in jeder Klasse 2 ein Bereich [ mit 
folgender Eigenschaft existiert: {' besitzt ein um- 
beschriebenes gleichseitiges Dreieck »,, dessen 
Seitenmitten [' angehéren. Nimmt man an, daB 
die Héhe des von den Seitenmitten von D. ge- 
bildeten, {’ einbeschriebenen Dreiecks d, 1 sei, die 
Abstinde der zu den Seiten von 0, parallelen Stiitz- 
geraden von I’ von eben diesen Seiten x,, ,, x,, 
Fig. 15. und setzt man 


(113) *, + %,+%;, = 3x (0=*s }), 
so wird wie in § 6 


(114) fU) > 4/(d,) (1+ 3%), 
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(115) u(l’) < }u(d,) (14+ »), 
also 

\ am ae LO) f(Bu) 143% {(S) _-_¢s 
(116) Goll) = 47 say = 4% SG) et = 47 9G) ~ 900) 
wegen 
(117) 1+3x—(l+ «= x«(l—*)>0 fir 0S * 1. 


Das Gleichheitszeichen steht in (117) nur fiir x = 0 oder x = 1, also in 
(116) nur fir = d, oder I! = De: ist [' + d, so ist demnach 
(118) Go (14) = go (l’) > 9, (d). 


Zusammen mit der am Ende des § 6 bewiesenen Tatsache, da8 > Maxi- 
mumsbereich der Dreiecksklasse D ist, ergibt dies die zu beweisende Un- 
gleichung (112). — Damit ist (II) in allen Teilen bewiesen. 


(Eingegangen am 7. 8. 1936.) 








Die metrische Form 
in der absoluten und der elliptischen Geometrie. 


Von 


Friedrich Bachmann und Kurt Reidemeister in Marburg (Lahn) '). 


Die vorliegende Arbeit gehért einer Reihe von Untersuchungen an, 
in denen die Begriindung der Geometrie aus Axiomensystemen behandelt 
wird, die keine Anordnungsaxiome und nur so schwache Kongruenzaxiome 
enthalten, daB die anordenbarkeit der Geometrie nicht allgemein er- 
schlossen werden kann*). Im folgenden soll insbesondere eine Arbeit *) 
fortgesetzt werden, in der die Begriindung der absoluten Geometrie aus 
einem Axiomensystem dieser Art bis zur Einbettung des axiomatisch ge- 
gebenen Systems von Punkten und Geraden in eine projektive Ebene, in 
der die Schnittpunktsiitze von Desargues und Pascal gelten, gefiihrt ist. 
Es soll nun gezeigt werden, daB in dem entstehenden Kérper eine quadra- 
tische Form existiert, die gegeniiber den Bewegungen der Geometrie in- 
variant ist. 

Bei der Untersuchung der metrischen Form in der absoluten Geometrie 
hat man die singulir absolute Geometrie, die die Verallgemeinerung der 
euklidischen ist, und die ordinir absolute Geometrie, die die klassischen 
nicht-euklidischen Geometrien umfaBt‘), zu unterscheiden. Wir werden 
zuniichst in der singulir absoluten Geometrie durch die Betrachtung der 
Spiegelungen, deren Achsen durch einen festen Punkt gehen, zeigen, da8 
die Rechtwinkelinvolution durch eine lineare Transformation vermittelt 


') Im Rahmen der Untersuchungen der Verfasser iiber die Grundlagen der 
Geometrie wurden die Saétze 1 und 4 von F. Bachmann, der Satz 2 von K. Reide- 
meister bewiesen. Die Vereinigung dieser Ergebnisse fihrte zum Beweis von Satz 5 
Die Darstellung ibernahm F. Bachmann. 

*) Warde man z. B. die Kongruenzaxiome (Gruppe III) des Hilbertschen 
Axiomensystems der euklidischen Geometrie durch ein gleichwertiges System von 
Kongruenzaussagen, in das der ,,Zwischen‘-Begriff nicht eingeht (III*), ersetzen 
und eine ebene Geometrie betrachten, die die Axiome I 1--3, III*, IV erfiillt. so 
ware der Kérper dieser Geometrie formal-reell und lieBe sich also ordnen. Daher 
kénnte in dieser Geometrie auch ein ,,Zwischen‘‘-Begriff definiert werden, der die 
Axiome der Gruppe II erfiillt. 

5) F. Bachmann, Eine Begriindung der absoluten Geometrie in der Ebene. 
Math. Annalen 118, S. 424—451. Im folgeaden zitiert als ,,A. G."*. 

*) Ein System von Punkten und Geraden mit elliptischer Metrik erfillt das 
Axiomensystem der absoluten Geometrie allerdings nur, wenn zwei zueinander polare. 
Elemente nicht gleichzeitig zu dem System gehéren. 
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wird und da8 daher die Bewegungen eine binare quadratische Form in sich 
iiberfiihren. Das Ergebnis werden wir dann im ordinaren Fall benutzen, 
indem wir zeigen, da8 sich in jeder ordinir absoluten Geometrie eine 
singular absolute Pseudogeometrie einfiihren 148t. Daher mu8 auch in 
der ordiniren Geometrie die Abbildung der Geraden durch einen Punkt 
auf ihre Pole linear sein. Die Pol-Polaren-Beziehung der Ebene laBt sich 
nun durch Zusammensetzung zweier solcher Abbildungen, die die Geraden 
zweier Biischel in ihre Pole iiberfiihren, erzeugen und ist daher selbst 
eine lineare, und weiter eine involutorische Transformation. Daraus folgt 
die Existenz einer terniren quadratischen Form, die bei den Bewegungen 
der Geometrie invariant bleibt. 

Die Einfiihrung einer singulair absoluten Pseudogeometrie ist auch in 
der (vollen) elliptischen Geometrie, die von E. Podehl und K. Reide- 
meister®) aus einem Axiomensystem der oben angedeuteten Art begriindet 
worden ist, méglich, und man erhalt daher fiir die dort bereits auf anderem 
Wege nachgewiesené Existenz einer invarianten terniren quadratischen Form 
in der elliptischen Geometrie durch den skizzierten Gedankengang einen 
neuen Nachweis. Die Uberlegungen des Folgenden sollen daher so allgemein 
gefaBt werden, daB sie sowohl in der absoluten als der elliptischen Geo- 
metrie anwendbar sind. 


Einleitung. 

Um die Voraussetzungen, von denen wir im folgenden ausgehen, ge- 
nauer zu charakterisieren, mégen zuniichst die Axiomensysteme beschrieben 
werden, die bei den Begriindungen der elliptischen und der absoluten 
Geometrie zugrunde gelegt wurden. 

Die Axiomensysteme der beiden Geometrien umfassen einen gemein- 
samen Teil, den wir alr ,das System YU“ bezeichnen wollen. Das System UW 
besteht aus Inzidenz-, Orthogonalitits- und Kongruenzaxiomen, die unter 
Verzicht auf die Prazisierung im einzelnen folgendermaSen formuliert 
werden kénnen‘): 

I. Inzidenzaxiome. Zwei Punkte bestimmen eine Gerade. Es gibt 
drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen. 

II. Orthogonalitaétsaxiome. Senkrechte Geraden sind verschieden 
und haben einen Punkt gemein. Ist g senkrecht zu h, so ist h senkrecht 
zu g. In jedem Punkt einer Geraden la8t sich genau ein Lot errichten, 


5) E. Podehl und K. Reidemeister, Eine Begriindung der elliptischen Geometrie. 
Hamb. Abh. 10 (1934), S. 231—255. Im folgenden zitiert als ,,E. G.“. 

6) Wegen der genauen Formulierung der Axiome vgl. E.G.. AuBerdem miissen 
die beiden speziellen Mittelpunktsaxiome III 9, 10 aus A.G. zum System W ge- 
rechnet werden. . 
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von jedem Punkt auf jede Gerade mindestens ein Lot fallen. Ist P Pol 
von g’), so steht jede Gerade durch P auf g senkrecht. 


III. Kongruenzaxiome. Die (Strecken-) Kongruenz ist symmetrisch 
und transitiv. Zu zwei Punkten A und B gibt es genau einen dritten 
Punkt C auf der Geraden (A EL), so da’ AB zu BC kongruent ist, falls A 
nicht auf der Polaren von B liegt; liegt A auf der Polaren von B, so 
existiert kein von A verschiedener Punkt C mit dieser Eigenschaft. Die 
Spiegelpunkte*) von drei Punkten einer Geraden liegen auf einer Geraden. 
Die durch zwei Punkte bestimmte Strecke ist zu der durch ihre Spiegel- 
punkte hestimmten kongruent. Spannen drei Punkte einen rechten Winkel 
auf, so spannen auch ihre Spiegelpunkte einen rechten Winkel auf. Hat 
eine Strecke AB zwei Mittelpunkte M, und M,, so ist M, der Schnitt- 
punkt der Geraden (A B) mit der Polaren von M,. Im gleichschenkligen 
Dreieck halbiert das Lot von der Spitze die Basis, falls nicht die Spitze 
Pol der Basisgeraden ist. 


Aus dem System & gehen die Axiomensysteme der (vollen) elliptischen 
und der absoluten Geometrie durch eine Gabelung hervor, und zwar 
die elliptische durch Hinzunahme der Forderung: 


Axiom E. Es gibt wenigstens eine Gerade, die einen Pol besitz. 
und die absolute durch Hinzunahme der Negation dieser Forderung: 


Axiom A. Von einem Punki kann auf eine Gerade héchstens ein Lot 
gefallt werden. 


Aus diesen Axiomen folgt, da8 in der (vollen) elliptischen Geometrie 
die projektiven Inzidenzaxiome gelten und jeder Punkt eine Polare und jede 
Gerade einen Pol besitzt, wahrend sich in der absoluten Geometrie zwei Ge- 
raden nicht immer schneiden und es keinen Punkt und keine Gerade gibt, 
die zueinander polar sind. Im Falle der absoluten Geometrie kann man 
daher die Axiome des Systems YW einfacher ohne Beriicksichtigung der 
polaren Lage formulieren, wie dies in A. G. geschehen ist. 


In der absoluten Geometrie, die also durch das System & und das 
Axiom A gekennzeichnet ist, fihren wir, wie schon angedeutet, noch eine 
zweite Gabelung ein und bezeichnen eine absolute Geometrie, in der das 
Zusatzaxiom 





7) Ein Punkt P heiBt Pol der Geraden g, wenn von P zwei Lote auf g ge- 
fallt werden kénnen. 

8) Unter Spiegelpunkten werden Spiegelpunkte in bezug auf eine beliebige Ge- 
rade verstanden, und zwar hei&t P Spiegelpunkt von Q in bezug auf g, wenn die 
Gerade (PQ) zu g senkrecht ist und die Strecke PQ von dem Schnittpunkt der 
Geraden. (PQ) und g halbiert wird. 
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Axiom AS. Es gibt zwei Geraden, die zwei gemeinsame Lote haben 
{es gibt ein Rechteck). 


erfiillt ist, als singulair absolut, eine Geometrie, in der die Negation dieses 
Zusatzaxioms, also die Forderung 


Axiom AO. Zwei Geraden haben héchstens ein gemeinsames Lot (es 
gibt kein Rechteck). 


erfiillt ist, als ordinar absolut. 


Wir wollen die so axiomatisch charakterisierten Fille der absoluten 
Geometrie noch genauer kennzeichnen. Es folgt aus den Ergebnissen 
der A. G., da8 in der projektiven Ebene, in die sich jede absolute Geo- 
metrie einbetten liBt, die Gesamtheit der Pole der Geraden durch einen 
festen eigentlichen Punkt eine uneigentliche Gerade, die Polare dieses 
Punktes, bildet*). Aus dem Axiom AS ergibt sich nun, da8 in der 
singular absoluten Geometrie ein Rechtecksnetz aus eigentlichen Punkten 
und Geraden existiert, dem jeder eigentliche Punkt angehért'). Sind 
nun O, und O, zwei beliebige eigentliche Punkte, so folgt aus der 
Existenz dieses Rechtecksnetzes, daB zwei verschiedene Punkte der Polaren 
von O, zugleich Punkte der Polaren von O, sind. In der singulir abso- 
luten Geometrie haben also alle (eigentlichen) Punkte dieselbe Polare. 
Es ergibt sich so, da8 aus dem Axiom AS die schirfere Aussage folgt: 
Besitzen zwei Geraden ein gemeinsames Lot, so steht jede Gerade, die 
auf der emen senkrecht steht, auch auf der anderen senkrecht (jedes 
Viereck mit drei rechten Winkeln ist ein Rechteck). Im Gegensatz dazu 
ergibt sich mit Axiom AO: In der ordiniér absoluten Geometrie haben 
alle (eigentlichen) Punkte verschiedene Polaren. 


*) In A. G. wurde die Einfihrung der uneigentlichen Geraden zunéchst unter 
Auszeichnung eines eigentlichen Punktes 0 vorgenommen. Die Gesamtheit der Pole 
der Geraden durch O bildete definitionsgem&8 eine uneigentliche Gerade, die Polare 
von QO. Spater ergab sich dann, daB die Einfiihrung der uneigentlichen Geraden von 
der Wah! von O unabhbangig ist. Daraus folgt, daB auch die Gesamtheit der Pole 
der Geraden durch einen beliebigen anderen Punkt O’ eine uneigentliche Gerade 
bildet. 


10) Sind a, 6 und g, h yegeniiberliegende Seiten des (als existierend voraus- 
gesetzten) Rechtecks, so ist jeder eigentliche Punkt C Eckpunkt eines Rechtecks, 
von dem a, g und die Lote von C auf a und g die Seiten sind. 

Ist niimlich c das Lot von C auf g, k das Lot von C auf a, so ergibt sich 
zunachst, daB c 1h ist. Denn da cig ist, ist die Bewegung a-b-c nach A. G., 
Satz 20 eine Spiegelung; da nun a und b auf A senkrecht stehen, muB daher 
nach A. G., Satz 21 auch cih sein. Da kia ist, ist nach Satz 20 g-h-k eine 


Spiegelung; und daher muB, da g utid, wie wir eben gesehen haben, auch A auf c 
senkrecht stehen, wieder nach Satz 21 k 1c sein. 
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§ 1. 
Die streng singulair absolute Geometrie. 

Unter den singulair absoluten Geometrien, die durch die Axiome des 
Systems & und die Zusatzaxiome A und AS definiert sind, zeichnen wir als 
streng singular absolut diejenigen aus, in denen auBerdem das Zusatzaxiom 

Axiom ASS. Zwei Geraden, die kein gemeinsames Lot haben, haben 
einen Punkt gemein. 
erfillt ist. Eine streng singulér absolute Geometrie hat die Eigenschaft, 
daB bei projektiver AbschlieBung die uneigentlichen Punkte auf einer 
einzigen Geraden, der absoluten Polaren, liegen; die eigentlichen Punkte 
und Geraden bilden daher eine affine Ebene, in der zwei Geraden dann 
und nur dann parallel sind, wenn sie ein gemeinsames Lot besitzen"*). 

Wir fragen nun umgekebrt nach einer Kennzeichnung einer streng 
singular absoluten Geometrie in einer affinen Ebene, die wir uns (auch 
im folgenden stets) durch die bekannten affinen Inzidenzaxiome und ein 
Axiom, das den Pascalschen Satz ausspricht, gegeben denken**). 


Als affine Spiegelungen mégen die involutorischen Kollineationen 
einer affinen Ebene bezeichnet werden, die eine Gerade punktweise fest 
lassen. Eine affine Spiegelung fiihrt ein Biischel paralleler Geraden in 
sich iiber, und es gibt eine einparametrige Schar von affinen Spiegelungen 
an einer festen Geraden; fiir das Fixbiischel, das durch den Parameter 
festgelegt wird, besteht nur die eine Bedingung, daB es von dem Biischel 
der zur Achse parallelen Geraden verschieden sein mu8"*). Die Spiegelungen 
der streng singularen Geometrie sind affine Spiegelungen, bei denen iiber 
den Parameter dadurch verfiigt ist, daB das Biischel der zur Achse ortho- 
gonalen Geraden fest bleiben soll. In der streng singularen Geometrie 
sind die affinen Para!lelverschiebungen als Produkte von Spiegelungen an 
zwei parallelen Geraden Bewegungen, und es laBt sich allgemein die Ge- 
samtheit der Spiegelungen an den Geraden durch einen Punkt O aus der 
Gesamtheit der Spiegelungen an den Geraden durch einen Punkt O’ durch 
Transformation mit der Parallelverschiebung, die O nach O’ fiihrt, erzeugen. 


1!) Ein Beispiel einer singular absoluten Geometrie, die nicht streng singular 
ist, ist die von M. Dehn [s. u. Anm. ™)] eingefiihrte semi-euklidische Geometrie. 

12) DaB in einer affinen Ebene der Pascalsche Satz gilt, setzen wir mit Riick- 
sicht darauf voraus, daB im folgenden nur affine Ebenen betrachtet werden, in die 
eine Geometrie eingebettet ist, die das System % erfillt, und in denen daher der 
Pascalsche Satz gilt. Fir Satz 1 wirde es allerdings geniigen, eine affine Ebene 
durch die affinen Inzidenzaxiome und den Desarguesschen Satz charakterisiert zu 
denken; der Pascalsche Satz l4Bt sich aus den Eigenschaften der Spiegelungsklasse 
beweisen. 


18) Zum Begriff der affinen Spiegelung vgl. Beweis Satz 2, 1. 
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Darauf beruht es, daB eine streng singular absolute Geometrie in 
einer affinen Ebene bereits durch ihre Spiegelungen an den Geraden 
durch einen Punkt O charakterisiert ist, da man mit Hilfe dieser Spiege- 
lungen die Orthogonalitét und Streckenkongruenz folgendermaBen definieren 
kann: 

D1. Eine Gerade g heiBt orthogonal zu einer Geraden h, wenn das 
Fixbiischel der Spiegelung an der Parallelen zu h durch O g enthiilt. 

D2. Die Strecken A, A, und B, B, heiBen kongruent, 

a) wenn A, A, und B, B, auf verschiedenen parallelen Geraden liegen 
und entweder die Geraden (A, B,) und (A, B,) oder die Geraden (A, B,) 
und (A, B,) zueinander parallel sind; 

b) wenn A,, A,, B,, B, derselben Geraden angehéren, und eine Strecke 
C, C, existiert, die nach a) sowohl zu A, A, als zu B, B, kongruent ist; 

c) wenn A, A, und B, B, nicht auf parallelen Geraden liegen und 
eine Gerade / durch O existiert der Art, daB die Spiegelung an / die 
Punkte A, und B, vertauscht, wo A, dadurch festgelegt ist, daB O A, 
nach a) oder b) mit A, A, kongruent ist, und B, dadurch festgelegt ist, 
da8 OB, nach a) oder b) mit B, B, kongruent ist. 

Wir formulieren nun unsere Behauptung in folgendem 

Satz 1. Es sei fiir jede Gerade durch einen Punkt O einer affinen 
Ebene als Achse eine (affine) Spiegelung der Art ausgezeichnet, daf 

1. wenn die Gerade g durch O zum Fizbiischel der Spiegelung an der 
Achse h durch O gehért, so h zum Fizxbiischel der Spiegelung an der Achse g 
gehort ; 

2. das Produkt von drei Spiegelungen, deren Achsen durch O gehen, 
mit der Spiegelung an einer Geraden durch O identisch ist. 

Definiert man dann in der affinen Ebene die Orthogonalitat und Strecken- 
kongruenz nach D 1 und D 2, so erfiillen die Punkte und Geraden sémtliche 
Axiome der streng singuldr absoluten Geometric. 

Beweis: 1. Aus den Eigenschaften der sffinen Ebene folgt, da in 
der eingefiihrten Geometrie die Inzidenzaxiome des Systems & erfiillt sind. 
Nimmt man hinzu, daB nach den Voraussetzungen jeder Geraden durch O 
eindeutig ein Biischel paralleler Geraden als Fixbiischel zugeordnet ist, so 
ergibt sich auf Grund von D1, da8 auch die Orthogonalitdtsaxiome des 
Systems U und das Aziom A giiltig sind; die Symmetrie der Orthogonalitat 
folgt dabei aus der Voraussetzung 1 (wegen der Formulierung der Axiome 
vgl. Einleitung). Es gilt weiter, da8, falls zwei Geraden ein gemeinsames 
Lot haben, jede Gerade, die zu der einen orthogonal ist, auch zu der 
anderen orthogonal ist. Es gilt also das Aviom AS. Da die Geraden, 
die ein und damit alle Lote gémein haben, die Parallelen der affinen 
Ebene sind und zwei nicht-parallele Geraden stets einen Punkt der affinen 
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Ebene gemein haben, ist auch das die streng singulir absolute Geometrie 
kennzeichnende Aziom ASS erfiillt. Es besteht daher der fiir die eukli- 
dische Geometrie charakteristische Zusammenhang zwischen Orthogonalitat 
und Parallelismus (Nicht-Schneiden): Zwei Geraden sind dann und nur 
dann parallel, wenn jede Gerade, die zu der einen orthogonal ist, auch 
zu der anderen orthogonal ist. 

2. Durch D2a) und b) wird festgelegt, daB in der eingefiihrten Geo- 
metrie zwei Strecken jedenfalls dann kongruent sind, wenn sie affin 
gleich sind. Beim Nachweis der Giiltigkeit der Kongruenzaxiome werden 
daher einige Hilfssdtze tiber affine Streckengleichheit eine Rolle spielen, die 
in jeder affinen Ebene gelten; ihre Beweise mégen der Vollstandigkeit 
halber wenigstens kurz angedeutet werden. 

Hilfssatz 1. Die Diagonalen im Parallelogramm halbieren sich. 

Zum Beweis hat man zunichst zu zeigen, daB die Diagonalen eines 
Parallelogramms stets einen Punkt gemein haben. Dann kann man so 
schlieBen: Ist A BA’C ein Parallelogramm, M der Diagonalenschnitt- 

punkt, D der Schnittpunkt der Parallelen zu (A A’) 


s 2 durch B mit der Parallelen zu (BC) durch A’, 80 
ist nach dem Desarguesschen Satze (M D) parallel 
/ zu (AB). Daher gehen die Strecken AM und M A’ 
: a2 My Oe eee ae incinander Ghee, 
\ J ieraus folgt die Existenz eines Mittelpunktes 
7 J fiir jede Strecke. Aus dem Desarguesschen Satz 
- ergibt sich, daB diese Mittelpunktskonstruktion von 
r der Wahl des Parallelogramms unabhingig ist und 
Fig. 1. daB man auch durch andere Konstruktionen nicht zu 


einem anderen Mittelpunkt kommen kann. Es gilt also: 

Hilfssatz 2. Jede Strecke het genau einen Mittelpunkt. 

Hilfssatz 3. Liegen die Punkte A, M,A’ auf einer Geraden und 
werden A und A’ durch eine affine Spiegelung, deren Achse m durch M 
geht, ineinander iibergefiihrt, so sind die Strecken AM und M4’ affin 
gleich. 

Verbindet man namlich A und A’ mit einem Punkt B auf m und 
zieht man durch A die Parallele zu (A’ B), die m in C trifft, so ver- 
tauscht die Spiegelung an m (A B) mit (4’ B) und (A’C) mit (AC). Da 
(A’ B) zu (AC) parallel ist, mu8 auch (A B) zu (A’C) parallel sein. Daher 
folgt die Behauptung aus Hilfssatz 1. 

Hilfssatz 4. Liegen die Punkte A, M, A’ auf einer Geraden a und 
sind die Strecken AM und MA’ affin gleich, so vertauscht jede affine 
Spiegelung, deren Achse m dusch M geht und die a in sich iiberfiihrt, 
A und 4’. 
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Ist A” der Bildpunkt von A hinsichtlich der affinen Spiegelung an m, 
so ist M nach Hilfssatz 3 der Mittelpunkt von 4 A”. Da zwei verschiedene 
Strecken mit gleichem Anfangspunkt nicht denselben Mittelpunkt haben 
kénnen, mu8 A” = A’ sein. 

3. Wir werden jetzt die Giiltigkeit der Kongruenzaziome des Systems U 
nachweisen. Es ist zunichst festzustellen, daB die Symmetrie a2r Kon- 
gruenz (Axiom IIT1 in der Zihlung von A. G.) unmittelbar aus D 2 folgt. 
Die iibrigen Axiome ergeben sich zum Teil bereits aus allgemeinen affinen 
Tatsachen (siehe 2.), ohne daB von der Existenz der in Satz 1 voraus- 
gesetzten Klasse von ausgezeichneten Spiegelungen und der durch D 2c) 
darauf gegriindeten Vergleichung von Strecken Gebrauch gemacht wird. 
Von dieser Art sind die folgenden Axiome: 

Sind A und B zwei verschiedene Punkte, so gibt es auf der Geraden (A B) 
einen und nur einen von A und B verschiedenen Punkt C, so daB AB= BC 
ist. (Axiom III 3.) 

Jede Strecke besitzt héchstens einen Mittelpunkt. (Axiom III 7.) 

Hilfssatz 2 besagt dariiber hinaus sogar, daB jede Strecke wirklich 
einen Mittelpunkt besitzt. Hieraus folgt in Verbindung mit den iibrigen 
Axiomen die Giiltigkeit der beiden speziellen Mittelpunktsaxiome III 9 
und III 10, die in jeder Geometrie erfiillt sind, in der die Axiome I, II, 
III 1—8 und das Axiom A gelten und in der jede Strecke halbierbar ist. 

Sind M,,M,,M, drei verschiedene Punkte einer Geraden g, sind 
A,, A,, A,;, A\, A,, A, sechs weitere verschiedene Punkte, ist A, = Aj, 
falls A, auf g liegt, ist A, + A,, M,A, = M, A;, (M,A,) 19, (M, A) 19, 
falls A, auBerhalb von g liegt, und liegen die Punkte A, auf einer Ge- 
raden, so liegen auch die Punkte A; auf einer Geraden (k = 1, 2, 3). 
(Axiom IIT 4.) 

Dieses Axiom macht eine Aussage iiber die affine Spiegelung an der 
Geraden g, fiir die das Biischel der Geraden (A, A;) das Fixbiischel ist. 
Da A, M, = M,,A; ist, werden nach Hilfssatz 4 A, und A; durch diese 
affine Spiegelung miteinander vertauscht. Da® Aj, A, A; auf einer Ge- 
raden liegen, folgt daraus, daB die affinen Spiegelungen Kollineationen sind. 

Wir wenden uns nun den Kongruenzaxiomen zu, in die der durch 
D 2c) definierte Kongruenzbegriff eingeht. Eine unmittelbare Folgerung 
aus den Eigenschaften, die in Satz 1 fiir die Klasse der Spiegelungen an 
den Geraden durch O vorausgesetzt sind, mége als Hilfssatz vorangestellt 
werden: 

Hilfssatz 5. Fiihrt das Produkt der Spiegelungen an den beiden 
Achsen d und d’ durch O einen Punkt D, in einen Punkt D, iiber, so 
gibt es eine Gerade d* durch O, so daB die Spiegelung an d* D, und D, 
vertauscht. 
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Es ist nun zu beachten, da8 fiir die in D 2c) auftretenden Punkte A, 
und B, je zwei Lagen méglich sind. Wir haben uns daher zu iiberzeugen, 
daB zwei Strecken, die bei einer Wahl dieser Punkte kongruent sind, dies 
auch bei jeder der drei iibrigen Lagen sind. Nun gilt nach Hilfssatz 4: 
Liegen die Punkte A, und A; auf einer Geraden durch O und lassen 
sich die Strecken A,O und OA; durch Parallelverschiebung ineinander 
iiberfiihren, so vertauscht die Spiegelung an dem auf (A, A‘) in O er- 
richteten Lot die Punkte A, und A’. La8t sich daher eine Strecke O B, 
in die Strecke 0A, spiegeln, so kann sie nach Hilfssatz 5 auch in die 
Strecke OA‘ gespiegelt werden. 

Es soll nun die Giiltigkeit der Kongruenzaxiome III 2, 5, 6, 8 nach- 
gewiesen werden. 

Wenn A, A, > B, B, und B, B, + C,C, ist, so ist A, A, =C,C,. 
(Axiom III 2.) 

Die Giiltigkeit ergibt sich aus dem Desarguesschen Satz fiir alle 
Fille, wo nicht sowohl A,A, zu B, B, als B, B, zu C,C, nach D 2c) 
kongruent ist. Liegt jedoch dieser Fal] vor, so macht das Axiom iiber 
eine durch Parallelverschiebung der gegebenen Strecken nach O ent- 
stehende Figur eine Aussage, die eine unmittelbare Konsequenz von Hilfs- 
satz 5 ist. 

Sind M,, M,, M, drei Punkte einer Geraden g, sind A,, A,, A, drei 
verschiedene Punkte und A’, A, A’, drei verschiedene Punkte, ist A, = A;, 

falls A, auf g liegt, ist A, + A,, M,A, = M, Aj, 
Ay/ (M,A,) 19, (M,A;) 19, falls A, auBerhalb 
von g liegt, und ist (A,A,)1(A,A,), so ist 
(A A) 1(A, Aj). (Axiom IIT 5.) 

Wir bestimmen zunichst den Schnitt- 
punkt S der Geraden a,, = (A, A,) mit g. Nach 
Axiom III 4 mu8 auch a,, = (A, 44) g in S 
schneiden. 

Wir nehbmen zuniichst an, daB S mit O 
identisch ist. Da nach Hilfssatz 4 die Spiege- 
lung an g die Punkte A,, A,, A, mit den 
Punkten A\, A,, A, vertauscht, gehen bei 
dieser Spiegelung die Geraden a,, und a\,, 
a,, = (A,A,) und a,, = (AA,) imeinander 

Fig. 2. iiber. Das Spiegelungsprodukt g-a,,-g mu8 

nach der Voraussetzung 2 des Satzes 1 wiederum 

eine Spiegelung sein; da auf a, zwei Fixpunkte dieser Spiegelung liegen, 
ist a,, die Achse. Um die Aussage des Axioms III 5 nachzuweisen, 
miissen wir zeigen, daB a, zum Fixbiischel der Spiegelung mit der 


es 
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Achse a’, gehért; das ist geschehen, sobald gezeigt ist, daB der Bild- 
punkt von A; hinsichtlich g-a,,-g auf a,, liegt, da dann a,, bei dieser 
Spiegelung in sich iibergeht. A, wird durch g nach A, und durch a,, in 
einen Punkt A$} von a,, gespiegelt. Da bei Anwendung der Spiegelung g 
die drei Punkte A,, A,, A$ der Geraden a,, in drei Punkte einer Geraden 
tibergehen miissen und A, und A, in Punkte der Geraden a,, gespiegelt 
werden, mu in der Tat auch der Bildpunkt von A% auf a), liegen. 

Ist S nicht mit O identisch, so l4Bt sich die Figur so verschieben, 
daB S nach O gefiihrt wird. Aus dem Vorstehenden ergibt sich die 
Giiltigkeit des Axioms ITI5 fiir die verschobene Figur; da die Parallel- 
verschiebungen Bewegungen unserer Geometrie sind, gilt das Axiom auch 
fiir die gegebene Figur. 

Sind M,, M, zwei Punkte einer Geraden g und A,, A,, A\, A) vier 
weitere Punkte, ist A, = A;, falls A, auf g liegt, ist A, + Aj, (M,A,) 19, 
(M,A;) 1 9, M,A, =~ M,Ax, falis A, auBerhalb von g liegt, so ist 
A,A, = A, Aj. (Axiom III 6.) 

Wir betrachten zunachst den Fall, daB A, = A\ auf g liegt. Um zu 
zeigen, da8 die Strecken A, A, und A, A’, kongruent sind, verschieben 
wir sie so, daB A, nach O fillt; A, und A; seien die Bilder von A, und 
A;. Bei dieser Parallelverschiebung geht die Gerade g in eine Gerade 1 
durch O iiber, die auf der Verbindungsgeraden (A, A) senkrecht steht; 
der Bildpunkt M, von M, ist der FuBpunkt, und zugleich der Mittel- 
punkt von A, A;. Aus Hilfssatz 4 folgt daher. daB A, und A); bei der 
Spiegelung an | vertauscht werden. Nach D 2c) ist also A, A, > A, A). 

Es liege nun keiner der Punkte A, und A, auf g. Es sei C der 
Schnittpunkt der Geraden (A, A,) mit g. Nach Axiom III 4 liegen dann 
auch C, A}, A; auf einer Geraden. D bzw. E 
seien die Schnittpunkte der Parallelen zu 
(A, A,) und (A, 43) durch A; und A,, 
bzw. durch A, und A,. Aus der Eindeutig- 
keit der Mittelpunktskonstruktion folgt, daB 
D und £ auf g liegen. SchlieBlich seien B 
und B’ die Schnittpunkte von (A; D) mit 
(A, BE) und (A, D) mit (A; £). Es ist dann 
(1) A, A, ~ DB und A, A, = DB’. 
Da die Dreiecke A,C A, und BD B' per- 
spektiv liegen, muB (B B’) 1g sein. Weiter Fig. 3. 
folgt aus dem Hilfssatz 1, angewendet auf 
das Parallelogramm B D B’E, daB die Strecke BB’ durch g halbiert wird. 
Aus dem zuerst betrachteten Spezialfall ergibt sich daher, daB D B = D B’, 
und daraus mit Benutzung von (1), daB A, A, = A; Ay ist. 

Mathematische Anualen. 113. 49 
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Sind A,, A,, Ay drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, 
und ist A, A, = A, A, so ist der FuBpunkt M, des Lotes von O auf 
die Gerade (A, A;) ein Mittelpunkt der Strecke A, A}. (Axiom III 8.) 

Da die Strecken A, A, und A, A, kongruent sind, mu8 folgendes 
gelten: Wendet man die Parallelverschiebung an, die A, nach O fiihrt, 
und sind A,, A, die Bildpunkte von A,, A, so gibt es eine Gerade / 
durch O der Art, daB die Spiegelung an / A, und A’, vertauscht. / steht 
daher senkrecht auf der Verbindungsgeraden (A, A). Und ist M, der 
FuBpunkt, so ist nach Hilfssatz 3 A, M, ~ M, A‘. Da von O aus nur 
ein Lot auf (A, A’) gefallt werden kann, ist M, zugleich der Bildpunkt 
von M, bei der angewendeten Parallelverschiebung. Daher ist auch 
A, M, = M, A,,. 


§ 2. 
Die Rechtwinkelinvolution und die quadratische Form 
in der singulir absoluten Geometrie. 


Wir denken uns die Punkte und Geraden der singulair absoluten 
Geometrie, so wie dies in A. G. durchgefiihrt ist, durch Einfiihrung un- 
eigentlicher Elemente in eine projektive Ebene eingebettet und betrachten 
die affine Geometrie, die entsteht, wenn die absolute Polare als unendlich 
ferne Gerade aufgefaBt wird. Es gilt nun: 

Satz 2. In der singuldr absoluten Geometrie wird die Rechtwinkel- 
involution durch eine Gleichung 


2,2, +k2z,2z, = 0, —k+e¢ 
vermittelt; die Bewegungen der Geometrie sind lineare affine Kollineationen, 
die daher eine quadratische Form 
Qa=atky. —k+e* 
in sich tiberfiihren. 

Beweis: 1. Wir wiahlen in der affinen Ebene einen beliebigen 
eigentlichen Punkt O als Nullpunkt eines rechtwinkligen affinen z,, z,- 
Koordinatensystems. Unter der Steigung a einer Geraden durch den 
Nullpunkt verstehen wir das Verhiltnis dor z, zur z,-Koordinate eines 
beliebigen Punktes dieser Geraden. Die Gleichung der Geraden mit der 
Steigung a lautet dann 


(1) Ly = O2,. 
Zur Bezeichnung der Steigung der z,-Achse fiihren wir das Symbol oo 


durch die Festsetzung ein, daB die Gleichung (1) fiir a = @ die 
Gerade z, = 0 bedeuten soll. 
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Wir stellen nun zunichst die Gleichung der affinen Spiegelungen an 
der Geraden (1) auf. Die allgemeine affine Kollineation hat die Form 


(2) ©, = a, (2) + a, 5 (x,) + 45, 
z, = a,, J (z,) + 44,4 (x,) + 4,;. 
wo die Determinante ||a;,|| + 0 (i,k = 1,2) und 2’ = J(zx) ein Auto- 
morphismus des betrachteten Kérpers ist. Da bei den gesuchten affinen 
Spiegelungen der Nullpunkt in sich iibergeht, mu8 zunichst a,, = a,, = 0 
sein. Weiter folgt daraus, daB die Gerade (1) punktweise festbleibt, daB 
der Automorphismus J(x) die Identitét ist. Denn aus (2) ergibt sich, 
daB 
x, = (a,,+4,,d (@)) J (z,), 
ax, = (a,, +4,,d (a)) J (z,), 
sein muB; da wegen ||a;,|| + 0 nicht die beiden Klammerausdriicke ver- 
schwinden kénnen, miiBte also J (x) = dz sein, wo d ein Element des 
Kérpers ist. Daraus folgt aber J (x) = x und d = 1. Eine affine Kolli- 


neation, die die Gerade (1) punktweise in sich iiberfiihrt, hat alse die 
Form 


(3) LZ, = M,, 2, + yy Fy, 
; Ly = &,, 7, + Gy, 2 
mit den Koeffizientenbedingungen 
(4) 1 == 5, 7 4,24, 
@ = Gy, + Gq, @. 
Die Bedingung, daB die affine Spiegelung involutorisch sein mubB, 
liefert weiter die Gleichungen: 
by + Oy My l. (@,, + Gy.) 4,, = 9, 
(a,, +33) 45, = 0, 4,,%,, +43, = 1. 
Fiir a,, = a,, = 0 ergeben sich als die einzigen von der Identitit ver- 
schiedenen involutorischen Kollineationen. die eine Gerade punktweise 
stehen lassen, die beiden folgenden Spiegelungen an der z,- und +,-Achse: 
(5) z, 


(6) z= —2,, t, = 2. 


, = 2. 2, = — By, 


Sind a,, und a,, nicht beide Null. so erhailt man die Koeffizienten 
bedingung 

(7) @,, +45, = 0. 

Unter der Voraussetzung. daB a + 0, o ist. ergibt sich aus (3), (4), (7) 
als die Formel der gesuchten affinen Spiegelungen 

(8) 2, = @y 1% + (1—ay,) 4. 


', = a(a,, +1) 2, —4,, 4. 


49* 
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Ist ein beliebiges Biischel paralleler Geraden z, = a’ z, +6 mit a’ + a 
Fixbiischel einer Spiegelung an der Geraden (1), so mu& der Parameter a, , 
die Gleichung 
(9) =<ois 


a 
erfiillen. 

2. Um die Formeln fiir die Spiegelungen der singuléren Geometrie 
zu erhalten, fiihren wir die Funktion f(a) ein, die die Steigung der zu 
(1) orthogonalen Geraden angeben mége; diese haben also die Gleichungen 
(10) z, = f(a)z, +6. 

Fir a = 0 soll (10) die Gerade xz, = 6 bezeichnen; es ist {(0) = o. 
{(c) = 0. Aus den Orthogonalititsaxiomen folgt allgemein, da8 f(a) 
fiir jedes a eindeutig bestimmt und 

(11) {(a)+ a, P(a)=a 

ist. Nach (8) und (9) hat die affine Spiegelung an (1), die das Ortho- 
gonalbiischel in sich itiberfiihrt, fir a + 0, o die Form 





11" a’ —a 











tf ate te 
‘ 1 f(@—a™' f(@)—a” 
(12) (Sa) _ 2af (a) f(a)+a 

2 f(@)—a"'  fay)—a® 


Fiir a = 0 und 4 = @ sind (5) und (6) die gesuchten Spiegelungen G, 
und GC... 

Die Transformationen S,, S,, S. stimmen im Bereich der eigent- 
lichen Punkte mit den durch die Axiome der singulair absoluten Geometrie 
bestimmten metrischen Spiegelungen an den Geraden durch O iiberein, 

Wir betrachten nun die Aufeinanderfolge von drei Spiegelungen an 
Geraden durch den Nullpunkt, und zwar zweier Spiegelungen S, und 
S, mit «, a’ + 0, o und der Spiegelung S, an der z,-Achse. Nach 
(12) hat die Matrix einer Spiegelung die Form 

( A (a) B(a) ) 

af(a)B(a) —A(a)/’ 
wobei wir von der genaueren Gestalt von A(a) und B(a) absehen. Da 
das Produkt von drei Spiegelungen, deren Achsen durch denselben Punkt 
gehen, wieder eine Spiegelung ist, deren Achse durch diesen Punkt geht, 
miissen in der Matrix des Produktes S, S, S, die beiden Elemente der 
Hauptdiagonale entgegengesetzt gleich sein, und daber mu8 
(13) af(a) =a f(a’) 
sein. Es ist also fiir beliebiges a + 0, o das Produkt a / (a) eine Kon- 
stante der Geometric, die wir mit — k bezeichnen: 


(14) f(a) = — 4. 
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Hieraus folgt die Behauptung unseres Satzes. Die Zahl —k darf 
in dem Kérper der Geometrie nicht Quadratzahl sein. Wire nimlich 
etwa —k =c*, so wiirde im Widerspruch zu (11) die Gerade 2, = cz, 
zu sich selbst orthogonal sein und es gabe dann auch keine affine 
Spiegelung an dieser Geraden, die das Biischel der zu ihr orthogonalen 
in sich iiberfiihrt. 

Es entsteht nun die Frage, in welchen KGrpern eiue singulir abso- 
lute Geometrie, die unseren Axiomen geniigt, realisiert werden kann. 
Als eine notwendige Bedingung ergibt sich aus Satz 2, daB8 in dem Kérper 
eine Zahl existiert, die nicht Quadratzabl ist. Wir beweisen jetzt: 

Satz 3. Uber jedem Kérper, in dem nicht jede Zahl Quadratzahl ist, 
lapt sich eine streng singular absolute Geometrie erkliren. 

Beweis: Uber jedem Kérper K kann man in bekannter Weise eine 
affine Geometrie einfiihren. Wahlen wir nun eine beliebige Zahl — k, 
die in K nicht Quadratzahl ist, und nennen wir die Geraden 


z= _4 a,+6 
senkrecht zu der Geraden 
a = G2,, 

so ist damit fiir jede Gerade durch den Nullpunkt des affinen Koordi- 
natensystems ¢in Biischel paralleler Geraden ausgezeichnet, dem die 
Gerade selbst nicht angehért. Es gibt also zu jeder Geraden durch den 
Nullpunkt eine Spiegelung, fiir die das Orthogonalenbiischel Fixbiischel 
ist. Wir kénnen nun Satz 1 anwenden. Da8 die Klasse der genannten 
Spiegelungen die Voraussetzung | erfiillt, folgt unmittelbar aus der De- 
finition der Orthogonalitét. DaB sie die Voraussetzung 2 erfiillt, ergibt 
sich durch Umkehrung eines Gedankenganges aus dem Beweis von Satz 2: 


wenn f(a) = -= ist, so ist das Produkt von drei Spiegelungen an 


Achsen durch den Nullpunkt wieder eine Spiegelung dieser Art; die 
Forderung 2 liefert also auch keine neue Bedingung fiir den Kérper. 
Durch das in Satz 1 beschriebene Verfahren gewinnt man aus den er- 
klarten Spiegelungen eine streng singulair absolute Geometrie. 


§ 3. 
Die quadratische Form im der ordiniér absoluten und der elliptischen 
Geometrie. 
Wie in A. G. und E. G. gezeigt ist, la8t sich jede U-Geometrie — 
d. h. jedes System von Punkten und Geraden, in dem eine Orthogonalitaét 
und eine Streckenkongruenz der Art erklart ist, daB die Axiome des 
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Systems YW erfiillt sind, — in eine projektive Ebene einbetten, in der die 
Schnittpunktsitze von Desargues und Pascal gelten. Im Falle der (vollen) 
elliptischen Geometrie besteht die projektive Ebene nur aus den axioma- 
tisch gegebenen Punkten und Geraden, im Falle der absoluten Geometrie 
enthalt sie auBer diesen uneigentliche Punkte und Geraden. Wir werden 
im folgenden allgemein die axiomatisch gegebenen Elemente als eigentlich 
bezeichnen; in dieser Ausdrucksweise sind also in der (vollen) elliptischen 
Geometrie alle Punkte und Geraden eigentlich. In jedem Falle besitzt 
jeder eigentliche Punkt in der projektiven Ebene eine Polare. 


Wir denken uns nun eine beliebige U-Geometrie gegeben und be- 
trachten in der zugehérigen projektiven Ebene einen eigentlichen Punkt O, 
die Punkte, die nicht auf der Polaren von O liegen, und die von der 
Polaren verschiedenen Geraden. Diese Punkte und Geraden bilden eine 
affine Ebene, deren unendlich ferne Gerade die Polare von O ist. Die 
Spiegelungen, die in der betrachteten W-Geometrie fiir die Geraden 
durch O zunichst als Kollineationen der eigentlichen Elemente gegeben 
sind, lassen sich zu affinen Spiegelungen dieser Ebene erweitern. Da 
durch die Axiome des Systems WM gesichert ist, daB diese Klasse von 
Spiegelungen die Voraussetzungen des Satzes | erfiillt, charakterisiert sie 
nach diesem Satze in der affinen Ebene eine streng singulir absolute 
Pseudogeometrie. Es gilt daher: 


Satz 4. Ist eine Geometrie gegeben, die das System % erfiillt, und 
wihlt man in der projektiven Ebene, in die sie sich einbetten lapt, einen 
eigentlichen Punkt O, so gibt es in der affinen Ebene beziiglich der Polaren 
von O als unendlich ferner Geraden eine streng singulir absolute Pseudo- 
geometrie mit der Eigenschaft, daB die Spiegelungen der gegebenen U-Geo- 
metrie an den Geraden durch O im Figentlichen mit den Spiegelungen der 
Pseudogeometrie tibereinstimmen. 


Ein eigentliche Gerade g ist daher dann und nur dann in der gegebenen 
Geometrie zu einer Geraden h durch O orthogonal, wenn sie dies in der 
Pseudogeometrie ist, und zwei spiegelbildlich zu einer Geraden durch O 
liegende eigentliche Strecken sind sowohl in der yegebenen als in der Pseudo- 
geometrie kongruent. 


Bemerkung zu Satz 4. Die Einfiihrung einer singulair absoluten 
Pseudogeometrie iiber jeder Geometrie, die das System Y erfiillt, ist eine 
Verallgemeinerung der von M. Debn in seiner Arbeit ,,Die Legendreschen 
Siatze iiber die Winkelsumme im Dreieck“‘"*) vorgenommenen Einfiihrung 
einer euklidischen Pseudogeometrie iiber jeder Geometrie, die die Axiome 


4) Math. Annalen 53 (1900), 8S. 436—471. 
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I 1—3, II, ITI") des Hilbertschen Axiomensystems der euklidischen Geo- 
metrie erfiillt. Die streng singulire Pseudogeometrie stellt die beste An- 
niherung an die euklidische Geometrie dar, die im allgemeinen fiir die 
Pseudogeometrie iiber dem System U méglich ist. Sie unterscheidet sich 
von der euklidischen Geometrie in metrischer Beziehung dadurch, da& 
nicht jeder Winkel halbiert und nicht jede Strecke von jedem Punkt aus 
auf einer beliebigen Geraden abgetragen werden kann. Wird die Halbier- 
barkeit jedes Winkels oder die allgemeine Streckenabtragbarkeit als ein 
neues Axiom zu dem System M hinzugenommen, so gilt dies auch in 
der Pseudogeometrie, die dann in dem Sinne euklidisch ist, daB sie 
die Axiome I 1—3, IV des Hilbertschen Axiomensystems und ein der 
Gruppe III gleichwertiges System III* von Kongruenzaussagen, in 
denen kein Anordnungsbegriff auftritt, erfiillt. Die Pseudogeometrie kann 
dann auch durch Einfiibrung eines ,,Zwischen“-Begriffs so geordnet 
werden, daB, wie in dem von Dehn behandelten Fall, die Hilbertschen 
Axiome I 1—3, II, III, IV gelten”’). 

Satz 4 macht es méglich, den Nachweis, da8 in einer beliebigen 
U-Geometrie eine invariante metrische Form existiert, mit Hilfe der in 
Satz 2 ausgesprochenen Existenz einer metrischen Form in der singular 
absoluten Geometrie zu erbringen. Wir beweisen jetzt: 

Satz 5. In der ordinédr absoluten und der elliptischen Geometrie wird 
die Pol-Polaren-Beziehung durch eine involutorische lineare Korrelation ver- 
mittelt; die Bewegungen dieser Geometrien sind lineare projektive Kolli- 
neationen, die eine quadratische Form 

. Q(z) =ke+khz+k,2, kkk, +0 
in sich iiberfiihren. 

Beweis: Wir wihlen in den projektiven Ebenen, in die sich die 
gegebenen Geometrien einbetten lassen, zwei verschiedene eigentliche 
Punkte O, und O, mit der Verbindungsgeraden 0, und betrachten nun die 
nach Satz 4 existierende streng singulir absolute Pseudogeometrie mit 
dem Aufpunkt O, und der Polaren p, von O, als unendlich ferner Geraden. 
Aus Satz 2 folgt, daB es eine lineare Abbildung R, der Geraden des 
Biischels O, auf die Punkte der Geraden p, gibt, die jeder Geraden ihren 
Pol zuordnet. Man braucht nur jede Gerade g durch O, zunichst auf 
die ihr in der Rechtwinkelinvolution entsprechende Gerade g’ abzubilden, 

15) Inder Arbeit von Dehn werden auch die raumlichen Inzidenzaxiome I 4 — 8 
vorausgesetzt, die zur projektiven AbschlieBung der Ebene und zum Beweis des 
Desarguesschen Satzes benutzt werden. Dazu sind jedoch raumliche Axiome nicht 
notwendig. Der Desarguessche Satz kann entweder auf dem Wege von Hijelmslev 
und Hessenberg tiber den Pascalschen Satz oder auf dem in A. G. eingeschlagenen 


Wege direkt bewiesen werden. 
16) S$. oben Anm. ”). 
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und dann der Geraden g’ ihren Schnittpunkt G’ mit p, zuzuordnen. 
G@ ist dann der Pol von g, da nach Satz 4 die Rechtwinkelinvolution 
der Pseudogeometrie im Punkte O, mit der Rechtwinkelinvolution der 
gegebenen Geometrie iibereinstimmt, und die beschriebene Abbildung ist 
als das Produkt zweier linearer Abbildungen gewi8 linear. Entsprechend 
folgt aus der Betrachtung der singulir absoluten Pseudogeometrie mit 
dem Aufpunkt O, und der Polaren p, von O, als unendlich ferner Ge- 
raden die Existenz einer linearen Abbildung R, der Geraden des Biischels 0, 
auf die Punkte von p,, bei der jeder Geraden ihr Pol zugeordnet wird. 
Sowohl &, als R, ordnen der Geraden o den Schnittpunkt P von p, 
und p, zu. 

Die Abbildungen &, und &,, die in den Biischeln O, und O, erklart 
sind, lassen sich nun zusammensetzen und nach.dem Fundamentalsatz 
der projektiven Geometrie, ausgesprochen fiir Abbildungen des Geraden- 
feldes auf das Punktfeld einer projektiven Ebene, zu einer linearen Kor- 
relation der ganzen Ebene erweitern. Wahlen wir nimlich im Biischel O, 
zwei Geraden g,,h, und im Biischel O, zwei Geraden g,,h,, die von o 
verschieden sind, und sind P,,Q,, P,,Q, die Pole dieser Geraden, so gibt 
es nach dem Fundamentalsatz genau eine lineare Korrelation &, die die 
Gesamtheit der Geraden in die Gesamtheit der Punkte der Ebene und 
91> 44, 9a, h, in P,,Q,, P,,Q, tiberfiihrt. SK ist im Biischel O, mit &, 
identisch, da sowohl K als K, die drei verschiedenen Elemente o, g,, h, 
in die drei verschiedenen Elemente P, P,, Q, tiberfiihrt (k = 1, 2). 

Ist R* die durch R induzierte Abbildung der Punkte anf die Ge- 
raden der Ebene, so fiihrt die Abbildung RR* die Geraden p, und p, 
punktweise in sich iiber; sie ist daher als eine Kollineation, die auf zwei 
Geraden die Identitat ist, in der ganzen Ebene die Identitét. Die Kor- 
relation {R, R*} ist also involutorisch. SchlieBlich folgt daraus, daB 
{RK, R*} in O,,0,, p,, p, Pol und Polare einander zuordnet, daB {K, R*} 
in der Ebene mit der Pol-Polaren-Beziehung identisch ist, soweit diese 
erklart ist'’). Fiir Punkte und Geraden, fiir die sie nicht erklart ist, 
liefert {R, R*} die (einzig mégliche) Erweiterung der Pol-Polaren-Beziehurg. 

Da die Pol-Polaren-Beziehung eine involutorische lineare Transforma- 
tion ist, wird sie durch eine symmetrische quadratische Form vermittelt, 
die in die Gestalt 

Q(z) =k, ea+kzi+k,2, kkk, +0 
gebracht werden kann. 


17) Die Pol-Polaren-Beziehung ist in der (vollen) elliptischen Geometrie fir 
alle Punkte und Geraden, in der absoluten Geometrie zunachst nur fir die eigent- 
lichen Punkte und Geraden und diejenigen uneigentlichen Elemente erklart, die 
Pol oder Polare von eigentlichen Elementen sind. 
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Fragen wir nun wieder, iiber welchen Kérpern eine ordinar absolute 
oder eine elliptische Geometrie realisiert werden kann, die unseren Axi- 
omen geniigt, so besteht zunichst auch hier die notwendige Bedingung, 
daB nicht jede Zahl des Kérpers Quadratzahl sein darf. Denn wir wissen, 
daB in die Formel der Rechtwinkelinvolution jeder singulair absoluten 
Geometrie ein nicht-quadratischer Koeffizient eingeht, und nach Satz 4, 
daB die Rechtwinkelinvolution in jedem Punkte einer beliebigen U-Geo- 
metrie die Rechtwinkelinvolution einer singuliren Geometrie ist. In E. G. 
sind fiir die (volle) elliptische Geometrie daraus, da8 der MaBkegelschnitt 
Q(z) = © keinen Punkt der Ebene enthalten darf, Bedingungen abgeleitet, 
die auch hinreichend sind. Die Frage, welche Eigenschaften zugleich not- 
wendig und hinreichend dafiir sind, daB sich iiber einem Kérper eine 
ordinir absolute Geometrie erkliren la8t, muB ebenso wie die ent- 
sprechende Frage nach der Realisierbarkeit einer singulair absoluten Geo- 
metrie, die nicht streng singular ist, weiteren Untersuchungen vorbehalten 
bleiben. 


(Eingeyangen am 11. 8. 1936.) 











Zur Umkehrbarkeit der statistischen Naturgesetze. 


Von 


A. Kolmogoroff in Moskau. 


§ 1. 
Die Problemstellung. 

Es wird eine n-dimensionale differentialgeometrische Mannigfaltig- 
keit R betrachtet. Sei /(t, 2, y)dy, dy,...dy, die Wahrscheinlichkeit 
des Uberganges, im Laufe der Zeit ¢ > 0, aus dem Punkte z in einen 
Punkt 7, dessen Koordinaten 7, die Ungleichungen y, << %, < y,+dy, 
befriedigen. Wir setzen voraus, daB /(t, x, y) Ableitungen bis zu einer 
geniigend hohen Ordnung besitzt und den folgenden Bedingungen geniigt '): 
(1) f(t, 2, y)=0, 


(2) {J---ffeaydydy...dy, =1, 
R 
(3) f(s +ta,y) =f]... [f(s 2, 2) f (2, y)dz, da, ...dz, 
R 


(4) | Jf--- JI muda dyy.--dte +1, 


| mit ¢ + 0, falls 2 innerhalb des Gebietes G liegt. 
Ist die Funktion /(/, z, y) gegeben, so definiert die Funktion p(x) dann 
und nur dann eine mit f(t, z, y) vertrigliche stationére Wahrscheinlich- 
keitsverteilung, wenn die Bedingungen: 


(5) p(z)>0, 
(6) [f---[p@dz,dz,...dz, =1, 
R 
(7) p(y) =[Jf... [pit s, y)da,dz,...da, 
R 


erfiillt sind. 

Die stationire Verteilung ist ergodisch, falls, bei beliebigen x und y, die 
Relation f(t, z, y) > p(y) mit t — o stattfindet. Es folgt aus der Formel (7), 
daB eine ergo‘ische stationire Verteilung immer auch die einzige statio- 
nire Verteilung ist, d.h.: sobald eine ergodische stationire Verteilung p, (x) 


1) Vgl. A. Kolmogoroff: a) Uber die analytischen Methoden in der Wabhr- 
scheinlichkeitsrechnung, Math. Annalen 104 (1931), S.415—458. b) Zur Theorie der 
stetigen zufalligen Prozesse, Math. Annalen 108 (1933), S. 149—160. 
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existiert, kann es keine andere, von p,(z) verschiedene nicht ergodische 
stationire Verteilung p(x) geben. Es sei bemerkt, daB im Falle einer 
geschlossenen Mannigfaltigkeit R die Existenz einer ergodischen (und folg- 
lich einzig méglichen) stationaren Lésung sich direkt aus der einzigen 
Bedingung ergibt, daB f(t, z, y) > 0 bei beliebigen z und y und geniigend 
groBem ¢ ist *). 

Wir betrachten nun die Funktion /(t,z, y), sowie auch irgendeine 
stationiire Verteilung p(z), als fest gewahlt. AuBerdem nehmen wir an, 
daB p(z) > 0 fiir jedes z gilt. 

In diesem Falle ist es méglich, sobald die Position y am Ende des 
Zeitintervalls der Lange ¢ bekannt ist, auch die bedingte Wahrscheinlich- 
keitsverteilung (bei gegebenem y) fiir die Anfangsposition x zu definieren. 
Bezeichnet man mit h(t, z, y) die entsprechende Wahrscheinlichkeitsdichte, 
so wird 
(8) h(t, x, y) p(y) = p(z) f(t, x, y), 
woraus sich A(t, y) ermitteln laBt. 

Die im Titel dieser Arbeit aufgestellte Frage iiber die Umkehrung 
statistischer Naturgesetze*) kann nun auf folgende Weise formuliert 
werden: unter welchen Bedingungen gilt die Gleichung 


(9) h (t, x, y) = f(t, ¥y, 2) ¢ 


Die vorliegende Arbeit ist dem Spezialfall gewidmet, wo die Funktion 
f(t, x, y) den aT a ae Gleichungen 


(10) = Sas, a+b 2 BOTs ook 


(11) a yy ay An +2, Daag Biot 


geniigt. 

Der Vereinfachung wegen beschrinken wir uns im folgenden auf den 
Fall einer geschlossenen Manniyfaltigkeit R. In diesem Falle ergibt sich 
aus (11), daB jede stationire Verteilung p(y) die Gleichung 


(12) “25 {Al welt 2d d shag ogi (BY (Ww) PI = 


befriedigt. 





|S 


2) Vgl. die unter ') b) zitierte Arbeit, § 5. 

5) Fir den Fall der Markoffschen Ketten mit einer endlichen Anzahl von 
Zustanden findet man die Diskussion des Problems in der Arbeit: A. Kolmogoroff, 
Zur Theorie der Markoffschen Ketten, Math. Annalen 112 (1935), S. 155—160. Vgl. 
auch B. Hostinsky et 8S. Potocek, ,,Chaines de Markoff inverses“, Bulletin internat. 
de l’Acad. des Sciences de Bohéme, 18 octobre 1935. 

*) Vgl. die unter ') b) zitierte Arbeit. 
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Endlich wird noch angenommen, da die quadratische Form Bs 
iiberall positiv definit ist. Der Fall einer entarteten Form B*/ ist zwar 
von groBem Interesse fiir manche physikalische Fragen*), wird aber hier 
vollig auBer Betracht gelassen. Die Veraussetzung, daB die Form B*s 
positiv definit ist, fiihrt zu der Relation f(z,y,1) > 0 fir beliebige 
x, y,¢ > 0, und folglich auch zu der Existenz einer einzigen stationiren 
Verteilung p(x), mit p(z) > 0 bei jedem z. Diese einzige stationare 
Verteilung p(z) liefert zugleich die einzige Lésung der Gleichung (11) mit 


(13) {f---|p@dz,dz,...dz, =1. 
Q 


Unter diesen Voraussetzungen lassen sich die novwwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen fiir die Giiltigkeit von (9) unmittelbar durch die 
Eigenschaften der Koeffizienten A‘ und Bi der Gleichungen (10) und 
(11) ausdriicken. Niamlich: bei den oben erwihnten Annahmen ist fiir die 
Giiltigkeit der Gleichung (9) notwendig und hinreichend, daB der unten ein- 
gefiihrte Vektor «(y), dessen Komponenten sich durch A‘(y) und B‘i(y) 
ausdriicken, ein Potential besitzt. Im Falle, wo B‘i(y) = 6), wird diese 
Bedingung besonders einfach, da nun «(y) nichts anderes als ein Vektor 
mit den Komponenten A‘(y) ist. 

Es seien jetzt die gemachten Voraussetzungen nochmals aufgefiihrt: 

1. Die Funktion /(t, z, y) ist hinreichend viele Male differenzierbar 
und geniigt den Bedingungen (1), (2), (3), (4), (10), (11). 

2. Die Mannigfaltigkeit R ist geschlossen. 

3. Die Form B’s(y) ist positiv definit*). 


§ 2. 
Die invariante Form der Fokker-Planckschen Gleichungen. 


Wir betrachten nun einen allgemeineren Fall als den, welcher im 
§ 1 behandelt wurde. Es wird naémlich angenommen, da8 dem Ubergange 
aus z in y im Laufe der Zeit zwischen den Zeitmomenten s und t > s 
eine Wahrscheinlichkeit entspricht, welche mittels der Wahrscheinlich- 
keitsdichte f(s, t, x, y) definiert ist. Dabei geniigt die Funktion f(s, ¢, z, y) 
den Bedingungen *): 
(14) f(s, t, z, y) = 0, 
(15) ff ---[f@t2, ydydy,...dy, =1, 


R 


5) Vgl. z. B.: A. Kolmogoroff, Zufallige Bewegungen, Annals of Math. 35. (1934), 
8. 116—117. 

6) Es folgt hieraus, wie schon bemerkt wurde, daB p(x) > 0 bei jedem z. 
7) Vgl. die unter ') zitierten Arbeiten. 
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(16) f(s, t, 2, y) = fj += [Hm 22) f (te ye dey... deq 8 <u <t 


[JJ ---[ftzydydy...da > 1, falls t +s 
G 


(17) 
und z innerhalb des Gebietes G enthalten ist. 


Die Fokker-Planckschen Gleichungen schreibt man in diesem Falle: 





OF (a, t, 2 y) 
om 2ihan 
= — ‘(s RS — j 3° 
> At(s, 2) f(s ts 2 y) 2 ) Bi (8, 2) il (st a.m), 


(19) of = x,y) 


a fi a a ij \ 
= - 2 5!4 (t, y) f(s, t, 2, y)} +2 dagag'® (t, y) f (s, t, 2, y)}. 


Die Koeffizienten B‘j(s,z) bilden dabei einen kontravarianten Tensor 
zweiter Ordnung, die A‘(s,z) werden aber nach einem komplizierteren 
Gesetze transformiert “): 
H! = ary 22 Bee. 
aa* ax™ 

Wir werden die quadratische Form BJ (s, x) iiberall und bei jedem s als 
positiv annebmen, und wahlen sie in der Mannigfaltigkeit R als fundamen- 
tale metrische Form (es sei bemerkt, daB die eingefiihrte Metrik von s 
abhangig ist). Man setze ferner 


(20) a‘ (s, 2) = A/(s, x) — I¢*(s, 2), 





wobei J";* das der quadratischen Form B’’ (s,z) entsprechende Christoffel- 
sche Symbol bedeutet. Der kontravariante Vektor a ist nichts anderes 
als ein Vektor, welcher in jedem (im Punkte z) geodiitischen Koordinaten- 
system mit d’ zusammenfallt. In einem im Punkte z geoditischen 
Koordinatensystem kann die Gleichung (18) folgendermaBen geschrieben 
werden: 


(21) sh = —al(s, 2) Af — A” J"). 

Nun gilt aber diese letzte Gleichung, ihrer Invarianz zufolge, auch 
in jedem anderen Koordinatensystem. Bei der Anderung der Koordi- 
naten z variiert die Funktion f(s, z,t, y) nicht; andert man aber die 


*) Von dieser Stelle an werden die Summenzeichen J weggelasscn. 

*) Wir bezeichnen mit x das Argument, nach welchem die Ableitung ge- 
nommen ist, mit 4, die kovariante Ableitung, und mit 14 den Laplaceschen Ope- 
rator 4 -- 4, a. 
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Koordinaten y, so transformiert sie sich wie eine ,,skalare Dichte*. Wir 
setzen nun 


(22) f(s, t, x, y) = V| Bys(t, y)| p(s, ¢, 2, y). 


Offenbar ist (s,t,z, y) eine Invariante sowohl in bezug auf z, als 
auch in bezug auf y. Die Gleichung (21) gilt ebenfalls fiir die Funktion 
p(s, t, x, y): 


(23) fF = —a'(s,2) Ap — A” g. 


Was die Gleichung (19) betrifft, so erscheint sie jetzt in der folgenden Form: 


Oo” 


iy); i ) l O log | B, (t, y) | 
(24) SF = — AP le'y) gl + A% pts a 


2 at ?: 


§ 3. 
Die Lésung des Problems. 
Wir kehren jetzt zu den am Ende des §1 formulierten Annahmen 
zuriick, Jetzt hiangt die quadratische Form B*/(z) nicht mehr von der 


Zeit, sondern nur von dem Punkte z der Mannigfaltigkeit R ab. Es mége 
gesetzt werden: 





(25) a’ (x) = A'(x) — I," (2), 
(26) f(t, 2, y) = ViBis(y)| ot @ y), 
(27) p(z) = V| Bj, (z)| x(2), 
(28) h(t, x, y) = V| By; (x)| pit, x, y). 


Die Frage nach der Giiltigkeit von (9) reduziert sich auf die Frage 
nach den Bedingungen, unter welchen die aquivalente Gleichung 
(29) v(t,z,y) = plt,y, 2) 
gilt. 
Vermége des § 2, geniigen die Funktionen g(t,z,y) und 2(z) den | 


Gleichungen 
Og 


(30) ae = % (2) Ap + A @, 
(31) <f = — AP {a'(y)g} + A” 9, | 
(32) — Ai” {a' (z) 2} + A” x = 0. | 
Da ferner 
 y) = lt pa a 

v(t,2, 4) = 9(t%, 9) 57) 
ist, so kann die Gleichung (29) in der Form 
(33) p (t,x, y) a(x) = H(t, y, x) m(y) 


geschrieben werden. 
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Sei die Bedingung (29), und folglich auch (33), erfiillt. Aus der 
Gieichung (31) erhilt man, durch Transposition von x und y, die folgende 
Gleichung fiir g(t, y,z) (im folgenden werden alle Ableitungen nur nach 
den Argumenten ¢ und z, nicht nach y genommen, und die Funktionen «! 
haingen nur von @ ab): 

6 , 
(34) at = — A, lag) + Ag. 
Dieselbe Gleichung mu8 auch fiir y(t, z,y) und folglich fiir p(t, x, y) x(y) 
= p(t, x, y) (zx) gelten: 


0 , 
(35) 91 (P™) = — As(a'p%) + Alp), 
oder 
(36) 25% = — nat A, — pAy(a'x) + Ap + 2(4'x) (Aq) + 9 Az. 


Multipliziert man die Gleichung (32) mit @, die Gleichung (30) mit 2, 
und addiert hiernach die so entstehenden Gleichungen zu (36), so hat man 


0 = — 2x0! A,p + 2(4'x) (4,9), 
oder 


(37) (4, 9)(— ai'a+ A‘a) = 0. 


Man iiberzeugt sich leicht, daB in einem beliebigen Gebiet der Mannig- 
faltigkeit R der Ausdruck 4, nicht identisch (d.h. nicht bei jedem ¢t > 0) 
verschwinden kann. Deshalb wird in einer iiberalldichten Menge der 
Punkte z, und — aus Stetigkeitsgriinden — auch iiberall 


(38) —ain+ Ain =O, 
—a,x7+A,a = —a,a+ ad = 0, 
dx' 
(39) no (log 2) 
Ox! — 


Wird nun P = log a gesetzt, so sieht man, daB P das Potential 
von « darstellt. 


Die Notwendigkeit der Bedingungen ist also bewiesen. Sei, umge- 
kehrt, ein solches P vorhanden, da8 


gilt; es ist das Bestehen der Gleichung (29) zu beweisen. 
Man iiberzeugt sich ohne Miihe, daB e” der Gleichung (32) geniigt. 
Da aber x die einzige Lésung der Gleichung (32) mit 


({... fx VB (2) de, dz, ...dz, =1 
jie R 
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ist, so erhalt man sofort 
(40) a= 
wobei 





J= {J ee fey B,,(z)|dz, dz, ...dz, 


gesetzt ist. Aus (40) folgert man in umgekehrter Richtung die Gleichungen 
(39), (38), (37), (36), (35). Aus (35) folgt, daB y/(t,z, y) der Gleichung 
(41) SF = — Adley) + 4y 

geniigt, also derselben Gleichung, welche unter der Nummer (34) fiir 
p(t, y,%) aufgestellt wurde. Die Anfangsbedingungen bei ¢ = 0 sind fiir 
g(t,y,z) und yp(t,z,y) dieselben. Es gilt folglich p(t, y,z) = p(t, x, y), 
womit der Beweis unseres Satzes zu Ende gefiihrt ist’). 


10) Vgl. den Eindeutigkeitssatz der unter ') b) zitierten Arbeit. Die stetige 
Differenzierbarkeit der Koeffizienten A‘ und Bij folgt aus der geniigend hohen 
Differenzierbarkeit der Funktion /. Die Stetigkeitsbedingung (29) der zitierten Arbeit 
ist mit unserer Bedingung (4) im Falle geschlossener Mannigfaltigkeiten R aquivalent. 


(Eingegangen am 1. 7. 1936.) 
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